Planche n° 17. Equations différentielles linéaires. Corrigé

Exercice n°1

Les équations différentielles & résoudre dans cet exercice sont toutes linéaires du premier ordre. On note (E) I’équation
différentielle proposée et (En) I’équation homogéne associée.

1
y —_

T Inx

1) Sur I, 'équation (E) est équivalente a I’équation y’ + I
xInx

1
7 et b : x — —— sont continues sur I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme
xInx n

X
fo + Af7 ou fo est une solution particuliére de (E) sur I et f1 est une solution particuliére non nulle de (Ey,) sur I.

Les fonctions a : x —

Soit f une fonction dérivable sur I.

1
fsolution de (E)sur I & V¥x €I, xInx f'(x) +f(x) =x & ¥x € I, Inx f'(x) + ;f(x) =1

sSvxel, fxh)/x)=1TIAecR/¥xecl, f(x)lnx=x+A

A
SIMER/Vx e flx) = -

Inx

X+ A
8% = —— AER,.
11,+o0! {XH o’ € }

1
2) Sur I, ’équation (E) est équivalente & 1’équation y’ + = SRS

Les fonctions a : x+— —etb : x— m sont continues sur I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la
X X X

forme fo + Afy ou fo est une solution particuliére de (E) sur I et f; est une solution particuliére non nulle de (Ey) sur 1.

Soit f une fonction dérivable sur I.

2

Svx el x¥3f/(x) + 3x*(x) = X

f solution de (E) sur [ & Vx € I, xf'(x) + 3f(x) g

IRER%

1
svxel, (X)) (x)=1— T2e INeR/Vx eI, x3f(x) = x — Arctanx + A

— Arct A
SMeR/Vx e, f(x):%

— Arct A
S oo = {XH x— Arctanx A R}_

X3
s . P < 1os . , 2—x
3) Sur I, 'équation (E) est équivalente & 1’équation y’ — Wg =0.
—x
—X
La fonction a : x — ————— est continue sur I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme Af; ou f; est

(1—x)?
une solution particuliére non nulle de (E) sur I.

Soit f une fonction dérivable sur I.

fsolution de (E)sur I & Vx eI, (1—x)%f'(x) —(2—x)f(x) =0 & V¥x e 1, f/(x) — “z_;xx)zf(x) =0
1T+1—x 1 1
I fl —71: = I fl - f —
e Wxel f'(x) 02 (x)=0& vx el (x)—|—< 02 1—x) (x)=0
1 1
Gxel, es TN () 4 <‘m - f) e () = 0

&S Vx el ((1 —x)ex%f)l(x) =0

1

SINeER/ Vel (1—x)e=Tf(x) =A

1
eT—x

SIIER/VxeL f(x) =A

1—x"
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1 1
4) Sur I, I'équation (E) est équivalente a 'équation y’ + -y =1+ —.
: | X x2
Les fonctionsa : x+— —etb : x+— 1+ — sont continues sur I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme
X X
fo + Afy ou fo est une solution particuliére de (E) et f1 est une solution particuliére non nulle de (Ep).

Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & ¥x € I, x(xf'(x) +f(x) —x) =1 & v¥x c I, (xf)/(x) =x + !

2 J—
&IMER/ Vel xf(x) = = +In(—x) +A & A R/ Vx €, f(x)zg_}_w.

3
x
5) Sur I, 'équation (E) est équivalente a 'équation y’ + —y = —-.

N 2x 2
1 X
Les fonctions a : — I~ etb : xm— 5 sont continues sur I =] — 0o, 0[ et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la

X
forme fo + Af7 ou fo est une solution particuliére de (E) et f; est une solution particuliére non nulle de (Ey,).

Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & ¥x € I, f/(x) + Z]—Xf(x) = g
Svx el emX/2¢/(x) + ;—Xeh‘"“/zf(x) = "2—3eln"<‘/2 evxel, (V=xf) (x)= —%(—x)”z
SMeR/Wxel, V—xf(x)= ;(—X)WZ +A
S IAeR/Vx e f(x):ﬁ+ A

9 U=

A
Lsﬂ]OOYO[:{XHX—+— AeR}.

9 /=’

6) Les fonctions a : x+— 2 et b : x — x> — 3x sont continues sur R et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la

forme fo + Afy ou fo est une solution particuliére de (E) et f; est une solution particuliére non nulle de (Ey,).
lére solution. Les solutions sur R de (E},) sont les fonctions de la forme x — Ae™2*.

Déterminons une solution particuliére de (E) sur R de la forme x — ax? 4+ bx + c.

(ax2+bx+c)/+2(ax2+bx+c) =2ax +b+2ax? +2bx 4+ 2¢ = 2ax? + 2(a + b)x + b + 2c.

puis

Vx € R, (ax2+bx+c)/+2(ax2+bx+c) =x?-3x & VxeR, 2ax’* +2(a+b)x+b+2c =x* —3x
1

2(1:] a= —
= 2(C1+b):—3 =" b:EZ .
b+2C:O c=1

2
Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions de la forme x — % —2x+1+Ae 2 AeR.

2éme solution. Soit f une fonction dérivable sur R.
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f solution de (E) sur R & Vx € R, f/(x) + 2f(x) = x? — 3x
& vx e R, e2¥f/(x) + 2e2¥f(x) = (x* — 3x)e?* & Vx e R, (ez"f)/ (x) = (x? — 3x)e?*
e Recherche d’une primitive sur R de la fonction x — (x? — 3x)e?*.
lére méthode. Deux intégrations par parties fournissent :

J'(x2 —3x)e™ dx = 5 (x* —3x) e™* — % J(Zx —3)e?* dx

(x* —3x) e** — %(Zx —3)e?* +

N —

J e?* dx

P NS Y g

= — (2x* — 8x +3) ez"—#:—lez"—#?\: % (x> —4x+2) e + A

2éme méthode. Cherchons les primitives de x — (x? — 3x)e?* sous la forme x — (ax? + bx + c¢)e?*.

N

((ax? +bx +c) ezx)/ = (2 (ax? +bx +¢) + (2ax +b)) e** = (2ax* + 2(a + b)x + b + 2c) e**.

Donc,

, Za = a= 1

vx € R, ((ax2+bx+c) ezx) :(x2—3x) X! 2a+b)=-3 & b:EZ
b + 2c=0 c=1
e Résolution de (E) sur R.
f solution de (E) sur R & Vx € R, (e**f) "(x) = (x* —3x) e*
2
&SI e R/ Vx € R, e?¥f(x) = (% —2x+1) e?* 4+ A

2
&I eR/ Vx € R, f(x) :%—ZX—H—H\e_ZX.

2
YR—{XH%—ZX4—1+7\62", ?\GR}.

1
7) Les fonctions a : x—Tetb : x— Ty sont continues sur R et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la

forme fo + Afy ou fo est une solution particuliére de (E) et f; est une solution particuliére non nulle de (Ey,).

Soit f une fonction dérivable sur R.

X
f solution de (E) sur R & ¥x € R, f'(x) + f(x) = T 7ex & x € R, e*f/(x) + e*f(x) = 1:726"
1
S IAeR/Vx eR, eXf(x) = Zlnﬂ +2e*)+A
1
SIAeR/VxeR, f(x) = (EIn(l + 2e%) +7\> e *
] X —X
S =4x zln(]—FZe J+A]e X, AeRS.
S 1
8) Sur I, 'équation (E) est équivalente a I’équation y’ — C,Obxy =——
| sinx sinx
Les fonctions a : x — —C?Sz etb : x— —— sont continues sur I =]0,7t[ et on sait que les solutions de (E) sur R
sin n

sin x
sont de la forme fo + Af7 ol fp est une solution particuliére de (E) et f1 est une solution particuliére non nulle de (Ey,).

Mais x — sinx est une solution non nulle de (Ey) sur I et x +— cosx est une solution de (E) sur ]0, 7t[. Donc
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SR ={x — Asinx + cosx, A € R}. I

1) La fonction x — thx est continue sur R et et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la forme Afy ou fy est une
solution particuliére non nulle de (E).

Exercice n° 2

Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R & Vx € R, f/(x) + f(x)thx =0 & ¥x € R, chx f'(x) +shx f(x) =0 & Vx € R, (ch xf)’ (x) =0
S IAeR/ VxR, chxf(x)=A

A
SIINeER/VxeR, f(x) = —.
chx

A
Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — I AeR.
chx

A

Soit f une telle fonction. f(0) = 1 & v 1 & A = 1. La solution sur R de ’équation différentielle y’ +ythx = 0
c

prenant la valeur 1 en O est la fonction x — <
chx

2) Les fonctions x — thx et x — xthx sont continues sur R et et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la forme
fo + Af7 ol fo est une solution particuliére de (E) et f; est une solution particuliére non nulle de (Ep).

1
D’aprés 1), on peut prendre f1 : x — ——. Déterminons une solution particuliére de (E) sur R par la méthode de variation

X
de la constante. Il existe une solution particuliére de (E) sur R de la forme fo : x +— A(x)f;(x) ol A est dérivable sur R
et vérifie A'fo = xthx.

N (x)

vx € R, M (x)fo(x) =xthx & Vx € R, T

=xthx & Vx € R,A'(x) = xshx.

Or, sthx dx = xchx—Jchx dx = xchx —shx + C, C € R. On peut donc prendre A : x — xchx — shx puis

A
fo : x+— x —thx. Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — x — thx + e A €eR.
chx

A
Soit f une telle fonction. f(0) =0 & 0+ Y 0 & A =0. La solution sur R de I’équation différentielle y’+ythx = x thx

prenant la valeur 0 en O est la fonction x — x — thx.
Exercice n° 3

L’équation différentielle & résoudre dans cet exercice est linéaire du premier ordre. On note (E) I’équation différentielle
proposée et (Ey) 'équation homogéne associée.
_ 2

X X
Soit I 'un des deux intervalles ] — 1, 1[ ou ]1, +ool. Les fonctions x — T2 et x — T sont continues sur I et on sait

2
que les solutions de (E) sur I sont de la forme fo + Af; ou o est une solution particuliére de (E) et f; est une solution
particuliére non nulle de (Ep).

Résolution de (E) sur 1. Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & Wx € I, (1 —x?)f'(x) — 2xf(x) = x?
3

swel, (1=x3)f)/ () =x2 & A eR/Vx e, (1 —x3)f(x) = % A
x3+A
@3}\€R/VX€I, f(X)—m,

(en renommant A la constante 3\ (A décrit R si et seulement si 3\ décrit R car I’application t — 3t est une bijection de R
sur lui-méme)).

Résolution de (E) sur I =] —1, 4+ool. Soit f une éventuelle solution de (E) sur I. Les restrictions de f a]—1,1[ et ]1, +o0[
sont encore solution de (E) et donc de la forme précédente. Par suite, nécessairement, il existe deux constantes A7 et Ay
3 3
x4+ Aq x> 4+ A2 1

telles que, pour —1 <x <1, f(x) = m et pour x > 1, f(x) = m Enfin, I’équation impose f(1) = —5
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En résumé, une éventuelle solution de (E) sur I est nécessairement de la forme :

3(1 —x2)
vx > —1, f(x) = —% six=1
X3+7\2
AL R 1
3(1—7(2) S1X >

Réciproquement, f ainsi définie, est dérivable sur ] — 1, 1[ et solution de (E) sur ] — 1, 1[, dérivable sur ]1,+oo[ et solution
de (E) sur ]1,4+o00[ et, si  est dérivable en 1, f vérifie encore (E) pour x = 1. Donc, f est solution de (E) sur ] — 1, +o0[ si
et seulement si f est dérivable en 1.

Pour —1 <x < 1,

X3+7\1 +l
fx)— (1) 301—x2) 2 2x3+ 2\ +3(1 —x?)

x—1 x—1 6(1—x2)(x—1)
Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, le dénominateur de la fraction tend vers 0 et le numérateur tend vers 2(1+A1).
Donc, si Ay # —1, f n’est pas dérivable a gauche en 1. De méme, si A, n’est pas —1, f n’est pas dérivable a droite en —1.
Ainsi, si f est solution de (E) sur I, nécessairement A\; = Ay = —1. Dans ce cas, pour x €] — 1, 4+00[\{1},
fx) = ¥ =1 =D x4 X x4+
C3(1—=x2) 301 —x)(0+x)  3x+1)°
ce qui reste vrai pour x = 1. Ainsi, si T est une solution de (E) sur ] — 1,+o00[, nécessairement pour x > —1, f(x) =
X x+]
3(x+1)
sur | — 1, +ool.

. Réciproquement, f ainsi définie est dérivable sur ] — 1, +ool[ et en particulier en 1. f est donc solution de (E)

X2+ x+ 1
3(x+1) 7
Résolution de (E) sur R. Soit f une éventuelle solution de (E) sur R. La restriction de f a ] — 1, 400l est nécessairement

la fonction précédente. Mais cette fonction tend vers —oo quand x tend vers —1 par valeurs supérieures. Donc f ne peut
étre continue sur R. L’équation (E) n’a pas de solution sur R.

Sur | — 1, 4ool, (E) admet une et une seule solution & savoir la fonction x — —

Exercice n° 4
Résolution de (E) sur ]0, +ool.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

f solution de (E) sur ]0, +-00[ & Vx €]0, 400, [x|f'(x) + (x — Df(x) = x>
& Vx €]0, +o0l, xf/(x) + (x — f(x) = x>

& Vx €]0, +ool, f'(x) + (] — _) f(x) = x2
1
& Vx €]0,+ool, e (x) + <1 - ;> XTI X f(x) = eXInxy2
ex \
& Vx €]0, oo, <—f) (x) = xe*

& Vx €]0, +ool, <§f) (x) = ((x —1)eX)’

Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — x> —x + Axe ™, A € R.
Résolution de (E) sur ] — oo, OL.

Soit f une fonction dérivable sur | — 0o, O[.
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f solution de (E) sur ] — 00, 0[ & Vx €]0, +00[, —xf'(x) + (x — 1)f(x) = x>
1
= vx G] - O0,0[, f/(X) + (_1 + ;) f(X) = —Xz
1
& Yx E] _ O0,0[, efx+1n|X|f/(X) + (_-I + ;> e*XJrln\X\f(X) — _eforln\x\XZ
& Vx €] —00,0[, (—xe *y) =x3e ¥ (%)

Déterminons une primitive de la fonction x — x3e~* de la forme (ax® + bx? + cx + d)e .

(—(ax® +bx? + ex + d) + (3ax? + 2bx +¢))e
=(—ax*+Ba—b)x*+(2b—c)x+c—d)e ¥,

((ax® +bx? +cx+d)e ™)’

et
~a=1 a=-—1
(ax®> +bx? +cx+d)e ™) =x3e ¥ & 3a=b=0 & b=-3
2b—c=0 - 6-d
c—d=0 T
Par suite,

(*) & 3N € R/ Vx €] — 00,0[, xe *f(x) = (x> +3xZ +6x +6)e X + A

&I\ e R/ Vx €] — o0, 0], f(x):x2+3x+6+7‘e X+6.

Les solutions de (E) sur ] — oo, 0[ sont les fonctions de la forme x — x? 4 3x 4 6 +

Ae* +6
,AER.
X
On peut montrer qu’il existe une solution et une seule sur R mais on manque encore d’outils pour le prouver.
Exercice n° 5

1) L’¢quation caractéristique de I’équation homogéne y” — 2y’ + 2y = 0 est 72> — 2r + 2 = 0 dont les racines sont 1 —1 et
14 1. Les solutions de ’équation homogéne sont les fonctions de la forme x — e*(Acosx + usinx), (A, pn) € R?2. L’équation
avec second membre s’écrit

Y2y + 2y = 1 (e(1+i)x 4 el=1Hix 4 (=i)x e(flfi]x)
1 .

On applique alors le principe de superposition des solutions.
Recherche d’une solution particuliére de I’équation y” — 2y’ + 2y = el1+1)x,

1+ 1 est racine simple de I’équation caractéristique et donc I’équation précédente admet une solution particuliére de la
forme f : x — (ax)e’*V*. D’apreés la formule de LEIBNIZ, pour tout réel x

£/(x) — 2f/(x) + 2f(x) = [(1 +1)?(ax) +2(1 +1)(a) = 2((1 +1)(ax) + a) + 2(ax)] e!! T}
=2(1+1)a—2a)]e"Vx

= 2ige! )X,
puis,
. i
Vx € R, £ (x) —2f'(x) + 2f(x) = e *V* S 2ia=1& a= -3
. TN )z . " / _ o(1+1)x ix (T+i)x ; i i
Une solution particuliére de I’équation y” — 2y’ +2y = e est x — -5 . Par conjugaison, une solution

. 1x .
particuliére de I'équation y” — 2y’ 4+ 2y = e’ "V est x — ?e“’”".
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Recherche d’une solution particuliére de 1’équation y” — 2y’ + 2y = e(~1+1)x,

—1 + 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique et donc ’équation précédente admet une solution particuliére de la
forme f : x — ael~'TY* Pour tout réel x,

£7(x) — 2f'(x) + 2f(x) = a((—1 +1)% = 2(=1 +1) + 2)e7T+I* = 4q(1 —i)el 1+

puis, ¥x € R, £/(x) — 2f'(x) + 2f(x) = e~ +* & 4a(1—i) =1 & a = 4(1]71) Sa=] =

| +ie(—1+i

Une solution particuliére de I'équation y” — 2y’ + 2y = e~ 1% est x - )X Par conjugaison, une solution

: 1—1 .
particuliére de 'équation y” — 2y’ + 2y = e("1" V% est x Te(_l_‘)".

D’aprés le principe de superposition des solutions particuliére de 'équation y” — 2y’ + 2y = cosx chx est donc

!
4

. _ .y ' :
x 2Re (—%e““)X + %e(_lﬂ)") = ERe (—4ix(cosx + isinx)e™ + (1 +1)(cosx + isinx)e )

1
=X sinxe™ + e (cosx —sinx)e

Les solutions sur R de I’équation proposée sont les fonctions de la forme

1 1
X A—‘xsinxeX + —(cosx —sinx)e ™ + (Acosx + psinx) e*, (A, p) € R?.

16
2) L’¢quation caractéristique de ’équation homogéne y” + 6y’ + 9y = 0 est 12 + 61 + 9 = 0 qui admet la racine double
T = —3. Les solutions de I’équation homogéne sont les fonctions de la forme x — e 3*(Ax + u), (A, u) € R2.

2 n’est pas racine de I’équation caractéristique et donc ’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
f : x — ae?*. Pour tout réel x, f”(x) 4+ 6f'(x) + 9f(x) = 25ae®* puis,

¥x € R, £(x) +6f/(x) + 9F(x) = e>* & 25a =1 & a = 21_5

1
Une solution particuliére de ’équation y” + 6y’ + 9y = e?* est x — gez".
1
Les solutions sur R de 1’équation proposée sont les fonctions de la forme x — gez" + (Ax +we 3%, (A, u) € R,

3) L’équation caractéristique de I’équation homogéne y” — 2y’ +y = 0 est 7> —2r + 1 = 0 qui admet la racine double
T = 1. Les solutions de I’équation homogeéne sont les fonctions de la forme x — eX(Ax + p), (A, 1) € R2.

1
Le second membre s’écrit z(eX + e ). Appliquons le principe de superposition des solutions.

Recherche d’une solution particuliére de ’équation y” — 2y’ +y = e*.

1 est racine double de I’équation caractéristique et donc I’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
f : x — ax?e*. D’aprés la formule de LEIBNIZ, pour tout réel x,

£7(x) — 2" (x) + f(x) = ((ax? 4+ 2(2ax) + 2a) — 2(ax? 4+ (2ax)) + ax?)e** = 2ae*,
puis,
1
Vx €R, f"(x) = 2f'(x) +f(x) =e* S 2a =1 a= 7
2

X
Une solution particuliére de I’équation y” — 2y’ +y = e* est x — Te".

Recherche d’une solution particuliére de ’équation y” — 2y’ +y =e *.

—1 n’est pas racine de ’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
f : x— ae . Pour tout réel x,

f7(x) — 2f'(x) + f(x) = (a +2a +a)e ™ =4ae ¥,
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puis,

1
Vx ER, f'(x) = 2f'(x) +f(x) =e * &S a= T
Une solution particuliere de I'équation y” — 2y’ +y =e % est x — Ze_".
2

1
Les solutions sur R de I’équation proposée sont les fonctions de la forme x — <Z + Ax + p) eX + ge*", (A, ) € R

4) Soit k € R. L’équation caractéristique de I’équation homogéne y” —2ky’ + (1+k?)y = 0 est 72 — 2kr +1+k? = 0 dont
le discriminant réduit vaut —1 = i%. Cette équation admet donc pour racines k + i et k — i. Les solutions de 1’équation
homogéne sont les fonctions de la forme x — e**(Acosx + usinx), (A, ) € R2.

Le second membre s’écrit Im (e!'*H*). Résolvons donc I'équation y” — 2y’ +y = elTF1)x,

Puisque k # 1, 141 n’est pas racine de ’équation caractéristique et donc I’équation proposée admet une solution particuliére
de la forme f : x — ae’*Y*_ Or, pour tout réel x

£7(x) = 2kf/(x) + (1 + k) f(x) = a (1 +1)2 = 2k(T +1) + T+ k) e F* = (k= 1)2 = 2(k — 1)i)ae!T T

et donc,
- 1 k—14+2i
vx € R, f(x) — 2kf’ 1+K2)f(x) = elTHx = .
x € R, 1100 =2k l) + (T HI) ) = e & a = Gy 73 )(:’“ k= —2k+5)
. —1—-2i .
Une solution particuliére de I'équation y” — 2y’ +y = e TV% est x ! e1*U% et une solution

(k— 1)(k2 —2k+5)
particuliére de ’équation y” — 2y’ +y = e*sinx est

1 , Xy 1
(k—])(k2—2k+5)1m((k_] — 2i)(cosx +isinx)e*) = K—1)0E 2k 15)

Les solutions de I’équation proposée sont les fonctions de la forme

(—2cosx+ (k—1)sinx)e*

1
X = K1) 0E 2k 15) (—2cosx + (k—1)sinx)e® + (Acosx + psinx)e™, (A, p) € R.

Exercice n° 6
1

1) Soit z une fonction définie sur |1, +o0o[ qui ne s’annule pas sur |1, +oo[. Soit y = —. Alors y ne s’annule pas sur |1, 4o0[
z

1
et z=—.

Puisque z ne s’annule pas sur |1, +00l, z est dérivable sur |1, 400l si et seulement si y est dérivable sur |1, +ool.

Soient donc z une fonction dérivable sur ]1,4+oo[ qui ne s’annule pas sur |1, 4+oo[ puis y = —.
z

z solution de (E1) sur |1, 4o00[ & Vx €]1,400[, —x?2'(x) + xz(x) = zz(x)

v o
e velvee, = (1) 09+ 557 = g
>y ’(x) L
& Pxellool W) 0 T )
& Vx €)1, +ool, x7y'(x) +xy(x) = 1.

z est solution de (E7) sur ]1,4o0[ si et seulement si y est une solution de (E2) : x2y’(x) +xy(x) = 1 sur ]1, +ool et ne
s’annulant pas sur 1, +ool.

2) Soit y une fonction dérivable sur ]1, +ool.

Vx €]1,4o0l, x?y’(x) + xy(x) =1 & ¥x €)1, +ool, xy’(x) +y(x) = :—( & x €)1, +ool, (xy)'(x) = J—(
& IA e R/ Vx €)1, 4+ool, xy'(x) = In(x) + A
& IAe R/ Vx €]l,+ool, y'(x) = m%
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A

De plus, comme In(x) +A =0 & e = e *, y ne s’annule pas sur ]1,4o00[ si et seulement si A > 0.

Les solutions de de (Eq) sur ]1, +oo[ qui ne s’annulent pas sur I =]1, +oo[ sont donc les fonctions de la forme x — ﬁ,
n(x
A >0, ou encore (en posant a = e de sorte que a > 1 et A = In a) les fonctions de la forme
X = x a>1
In(ax)’ '

Exercice n° 7

1) Supposons y deux fois dérivable sur ]0,+oo[. La fonction @ : t +— e' est deux fois dérivable sur R & valeurs dans
10, 4o00[ et la fonction x — y(x) est deux fois dérivable sur ]0, +ool. Done, la fonction z =y o @ (de sorte que pour tout
réel t, z(t) =y (e')) est deux fois dérivable sur R.

Réciproquement, supposons que z est deux fois dérivable sur R. La fonction @ =" : x — Inx est deux fois dérivable sur

10, +0co[ & valeurs dans R et la fonction t — z(t) est deux fois dérivable sur R. Donc, la fonction y = zo @' (de sorte que
pour tout réel x > 0, y(x) = z(Inx)) est deux fois dérivable sur ]0, +ool.

Finalement y est deux fois dérivable sur ]0, 4+o00[ si et seulement si z est deux fois dérivable sur R.

2) Pour tout réel t, posons donc x = et puis, z(t) = y(x) = y(e'). Alors, pour tout réel t,

z'(t) = e'y’(e") =xy'(x)

puis

2"(t) = e'y’(e") + (e")?y" (") =xy’(x) + x*y" (x).
Donc, xy’(x) = z'(t) et x2y”(x) = z"(t) —xy’(x) = 2" (t) — 2'(t) et

ax?y” (x) + bxy’(x) + cy(x) = a(z”(t) —z/(t)) + bz/(t) + cz(t) = az”(t) + (b — a)z'(t) + cz(t).

Donc,
vx > 0, ax?y”(x) + bxy’(x) + cy(x) =0 & Vt € R, az”(t) + (b — a)z/(t) + cz(t) = 0.

3) On applique le 2) avec a =1, b = —1 et ¢ = 1. L’équation a résoudre sur R est alors z”/ — 2z’ 4+ z = 0. Les solutions
de cette équation sur R sont les fonctions de la forme t — (At + p)et, (A, u) € R2. Les solutions sur ]0, +oo[ de I’équation
initiale sont donc les fonctions de la forme x — AxInx + px, (A, 1) € R2.

Exercice n° 8

On sait que les solutions sur R de ’équation proposée sont les fonctions de la forme :

X

g : x—Ae X4 e*aXJ e'f(t) dt, A € R.

0
x+T
Dans ce cas, pour x € R, g(x + T) = Ae~ @(x+T) 4 g=alx+T) J et f(t) dt. Or,
0
x+T T x+T T X
J et f(t) dt = J et f(t) dt +J e“tf(t) dt = J e®tf(t) dt +J e If(u+T) du
0 0 T 0 0
T X
= J et f(t) dt + eaTJ e f(u)du.
0 0
Donc,
T X
g(x +T) = }\efa(erT) + efa(erT) J eatf(t) dt + efaxJ eauf(u) du
0 0
T
= Ne @OHT) | gmalx+T) J e f(t) dt + g(x) — Ae X,
0
Par suite,
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g est T-périodique & Vx € R, g(x+T) —g(x) =0

.
SYxeR, A ( —a(x+T) e*a") + e alxtT) J et (t) dt =0
0

.
&SYxeR, e <7\ (e T —1) + e*aTJ et (t) dt) =0
0

T
SA1—e¢T) = e’“TJ et f(t) dt (car Vx € R, e ** £ 0)
0
e—aT T
(:M:WJ e f(t)dt (a#O0et T#0=e T £1).
- 0

D’ou Pexistence et 'unicité d’une solution T-périodique :

e—aT T X
VX ER, g0 = | Tt L e (t) dt | e % 4 e ox L eStf(t) dt.

Exercice n° 9
1) On résout (&) : x + z

réelles.

X
= % avec x(0) = xo. Cette équation est du type y’ + ay = b ot a et b sont deux constantes

t

1lére solution. La fonction constante t — X, est une solution particuliére de (&) sur R et la fonction t +— e = est une

solution non nulle de (&) sur R. Donc les solutions de (&) sur R sont les fonctions de la forme x : t — Xoo + AT,
AeR.

2éme solution.

t L co Lt

VteR X() %——@Vte[& eTX()+—eTx(t):XT e
SVteR i(e%x) (t):xmi
b odt T

SINER/VEER, evx(t) = x0T + A
SINER/VEER, x(t) = Xoo + A *.

Les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme x : t — xo + 7\e*$, AeR

Ensuite x(0) = X0 & Xoo + A = X0 & A = X0 — Xoo- La solution au probléme posé est la fonction

t
T

X Dt Xeo + (X0 — Xoo) €7

Remarque. Pour toute condition initiale xo, la fonction x tend vers xo, quand t tend vers +oo.

du dU 1 E
2) L’équation (&) : RCE + U = E qui s’écrit encore — + EU = RC est du type y’ + ay = b o a et b sont deux
constantes réelles.

1lére solution. La fonction constante t — E est une solution particuliére de (&) sur R et la fonction t — e ®C est une
solution non nulle de (&) sur R. Donc les solutions de (&) sur R sont les fonctions de la forme U : t — E 4+ Ae™®c,
AeR.

2éme solution.

du du 1 E « dU 1T E 2
> _ = > _— R r— i_ —__pPRC - —¢ RC
vt > 0, RC m )+ U(t)=E&S Ve >0, m (t)+RCU(t) RC(:)Vt 0, e®c m (t)+RCe cu(t) C RC
4_ . eRC
Svt> ’dt(e )(t)_ERC

, eRrcU(t) = Ee®c + A
0, U(t) = E + Ae ®c,

SINER/ VL

>0
SINER/ V>
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Les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme t — E + Ae*%, AeR.

Ensuite U(0) = Ug & E+ A =Uy & A = Uy — E. La solution au probléme posé est la fonction

U: t—E+(Uy—E)e xc.

Remarque. Si Uy > E alors Uy —E > 0. La fonction U est décroissante et tend vers Uy, = E. Le condensateur se décharge.
Si Up < E alors Uy — E < 0. La fonction U est croissante et tend vers Uy = E. Le condensateur se charge.
Si Up = E, la fonction U est constante.

Les équations qui suivent sont du type ay” 4+ by’ +cy = f(t) o a, b et ¢ sont des constantes réelles. La solution générale
est somme d’une solution particuliére et de la solution générale de ’équation associée.

3) L’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle X + w(z)x =0est 2% + w(z) = 0 dont les solutions sont non
réelles et conjuguées a savoir z1 = 1wy et z; = —iwy.

On sait que les solutions de I'équation homogéne sont les fonctions de la forme t — B cos (wot) + Csin (wot), (B, C) € R?
ou encore t — A cos (wot+ @), (A, @) € [0,+00[xR avec A = /B2 + C2.

a) Les condition initiales x(to) = xo et X(to) = vo fournissent

B cos (wotg) + Csin (woto) = %o
—Bwo sin (wotp) + Cwo cos (wotp) = vo

cos (woto) sin (woto)

Le déterminant du systéme est .
—wo sin (wotg) wo cos (woto

| ‘ = wy. Les formules de CRAMER fournissent

1 X0 sin (woto) 1
B=— = — (wo cos (wotg) xo — sin (woto) v
wp | Vo wocos(woto) wo( 0 (woto) xo (woto) Vo),
et
1 cos (woto) X0 1
C=_- ; = — (cos (wotp) vo + wo sin (woto) Xo) -
wo | —wosin (woeto) Vo wo( (woto) vo osin (woto) xo)

Une situation courante est vo = 0 et on obtient la solution
X 1t xo (cos (wot) cos (wotg) + sin (wot) sin (wote)) = xo cos (wo (t —to)) .

b) La fonction constante t — est une solution particuliére de ’équation et donc les solutions de I’équation sont les

w?
0
A
fonctions de la forme t +— — + B cos (wot) + Csin (wot), (B,C) € R2. Le calcul de B et C est analogue au calcul fait en
Wo
a).

4) circuits RLC

Dans les deux cas, I’équation caractéristique de 1’équation homogeéne associée est (Ec) : 2z 4+2Az+ wé = 0. Le discriminant
réduit de cette équation est

2 2
A/ - A - wo.
A est un réel positif et wo est un réel strictement positif. On a trois cas :

ler cas. Si A > wy, alors A’ > 0 et donc (E.) admet deux solutions réelles distinctes 11 = —A + /A2 — w(z) et 1, =

—A— /A — wj}.

On note que 112 = w(z) > 0 et donc 171 et 12 sont deux réels non nuls et de méme signe puis que 11 + 1 = —2A < 0 et
donc 17 et 12 sont strictement négatifs.

On sait que les solutions sur R de I’équation homogéne sont les fonctions de la forme
q: t— Ae "'t +Be 2t (A,B) e R%

2éme cas. Si A = wy, alors A’ =0 et (E.) admet une solution réelle double 1 = —A < 0.
On sait que les solutions sur R de I’équation homogéne sont les fonctions de la forme
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q: t— (At+B)e ™ (A,B) e R%.
3éme cas. Si A < wy, alors A’ < 0 et donc (E.) admet deux solutions non réelles conjuguées 11 = —\ + iq/wé — A2 et
T, = —A—1i,/w3 —A2. On note que 2Re (1) =11 +T7 =11 + 12 = —2A < 0.

On sait que les solutions sur R de 1’équation homogéne sont les fonctions de la forme
q : t— (Acos(Qt) + Bsin(Qt)) e, (A,B) € R?,

ou Q= 1/(1)(2) — AZ est la pseudo-pulsation.

E

Dans tous les cas, la fonction constante t — Tl =~ EC est une solution particuliére de 1’équation. Donc,
wo

ler cas. Si A > wo, les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme

q: t—EC+Ae "'t +Be "2t (A,B) e R?,

avec 11 = —A 4 /A2 — w3 et 12 = —A — /A% — w}. Les conditions initiales q(0) =0 et q(0) = 0 fournissent

A+B=-EC
—T‘]A—T‘zBZO

Le déterminant du systéme est 1 — 12 = 24/A2 — w3 # 0. Les formules de CRAMER fournissent

A A2 w? 2 _w?
e ( A— /A wo> EC L nc (7\ A wo) EC
/A2 — w} \/AZ — w3 /A2 — w3 /A2 — w3

On note que la solution tend vers o, = EC.

2éme cas. Si A = wy, les solutions de ’équation sont les fonctions de la forme

q: t— EC+ (At+B)e ™, (A,B) e R?.

Les conditions initiales q(0) =0 et q(0) = 0 fournissent

B=-EC
A—AB=0"

et donc

A =—AEC et B=—EC.

La solution s’écrit q : t — EC (1 —(At+1) e‘“). On note que la solution tend vers qo, = EC quand t tend vers +oo
d’aprés un théoréme de croissances comparées.

3éme cas. Si A < wy, les solutions sont les fonctions de la forme

q : t— EC+ (Acos(Qt) + Bsin(Qt)) e, (A,B) € R?,

ott Q = /w3 — A? est la pseudo-pulsation.

Les conditions initiales q(0) =0 et q(0) = 0 fournissent

A=—-EC
MM -QB=0"
et donc
AEC

A
La solution s’écrit q : t+— EC (1 — (cos (Qt) + c sin (Qt)) e‘“). On note que la solution tend vers oo = EC quand

t tend vers +oo.
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