Chapitre 15. Suites et séries matricielles

Plan du chapitre

1 Etude de quelques normes sur .#, (K) .. ... page 2
2 Suites de matrices ou d’endomorphisSmes ................. .. page 4
3 Séries de matrices ou d’endomoOrphiSmes ............ ..ottt page 5
3.1 Séries d’un espace vectoriel NOTINE . ... ... .. e e e page 5
3.2 Un exemple de calcul de la somme d’une série matricielle ............ i page 6
4 Exponentielle d’une matrice ou d’un endomorphisme ............... ... oot page 8
4.1 DEfNItion . ..o page 8
4.2 PTODPTIEEES oottt e e e page 9
4.3 Quelques exemples de calculs d’exponentielles de matrices ...t page 12

© Jean-Louis Rouget, 2022. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



1 Etude de quelques normes sur ./, (K)

Pour étre capable d’étudier la convergence et la limite éventuelle d’une suite de matrices (ou d’endomorphismes) ou d’une
série de matrices (ou d’endomorphismes), nous avons besoin d’une norme. Dans la pratique, de nombreuses normes sont
utilisées.

Commencons par rappeler le fait que, puisque .#;, , (K) est de dimension finie sur K, les normes sur .#x,, (K) sont deux a
deux équivalentes. De méme, si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, les normes sur .Z(E, F) sont deux
a deux équivalentes.

Les trois premiers exemples que nous allons rappeler sont || [|1, || |2 et || ||oo :

pertmixip) € Aup ) (A= 3 el
(1)l mIx[1,p]

o VA = (ayj)

o VA = (ayj) ] € M p(K), |A]l2 = Z Iai‘j\z (si K =R, on peut enlever | |).
(L,j)el1m]x[1,p]

Si A € #n(R), ||All2=+/Tr (ATA). Cette norme est la norme euclidienne associée au produit scalaire

(A,B) — Tr (ATB).

o VA = (ai)

(Lieltn]x[1,p

(Liell,nx[1,p] € Mo (K), [Alloe = Max{lai;l, (1,5) € [1,n] x [1,p]}-

On suppose de plus que n = p et on étudie le comportement de ces trois normes avec le produit matriciel.

e Soit (A,B) € (.#,(C))%. Comparons IAB]|o, et ||Allool/Blloo. Posons A = (a ;) et B = (by,)

n

Pour

1<i,j<n 1<i,j<n

(1,3) € [1,n], le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice AB est Z ai ik by j. Pour (i,j) € [1,n], on a

k=1
n n n
D kb < D laiid bigl < Y A solBlloo = 1 Alloo]|Bllco-
k=1

k=1 k=1

On en déduit que

V(A,B) € (#n(C))?, [|AB]loo < N[Al|oo]/B|oo-

On ne peut pas améliorer cette inégalité car si A = B = (1)1<i,j<n, alors AB = A2 = nA et donc |AB||o = n. D’autre
part, n||A]co||Bllec =M x 1 x T =mn. Dit autrement

[AB]oo 2 [AB|oo 2
Sup{i (A,B) € (A (C)\{0})" $ =Maxq ——71——, (A,B) € (An(C)\{0})* ? =n.
[Allool[Blloo” " [Allcol[Blloo” "
e Soit (A, B) € (.#y(C))?. Comparons |AB|l; et [[All1]/B]]1.
mn n
[AB = Z Zai,kbk,j < Z Z\ai,k\|bk,j|

1<t,j<n k=1 1<i,j<n k=1

< Z Z lagkllby;l = Z lag, kbl = Z lag Z 1oyl
1<hj<n 1<k, l<n 1<), kl<n 1<i,k<n 1<, 1<n

= [[Al1]B]1.

On en déduit que

(A, B) € (#n(C))*, [IAB < [IA]1 B+
e Soit (A, B) € (#y(C))?. Comparons |ABJ|, et [|A]]2]|B]2.
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2
n
IABl2= | D> |> aikbk,
1<i,j<n k=1
n n
< Z < |ai,k2> <Z bl,j|2> (d’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWAR?Z)
1<i,j<n \k=1 1=1
2 2 2 2
= Z laiil” byl = Z lagkl Z bu;l” | = [IA][2[B]2.
1<i,j,klsn I<i,ksn 1<),1<n
On en déduit que
2
V(A,B) € (#n(C))7, [[ABl2 < [|A[|2[IB]|2.
Ainsi, || ||1 et || ||2 sont sous-multiplicatives ||||oo €t || ||co ne I'est pas. On rappelle a ce sujet que :

DEFINITION 1. Soit (&7, +, ., x) une K-algébre. Soit || | une norme sur 7.

| || est une norme sous-multiplicative (ou aussi une norme d’algébre) si et seulement si, pour tout (x,y) € /2,
[ >yl < lixll < Ilyll-

On a donné dans le chapitre « Topologie des espaces vectoriels normés » une famille de normes sous-multiplicatives sur
M (K) (ou Z(E) a partir d’une norme donnée sur .#y 1(K) (ou E) : les normes subordonnées.

o Pour les matrices : soit || || une norme sur .#y,1(K). Pour A € .#,(K), on pose
AX
Al = Sup {%a X € Mn,1(K) \{0}} .

On rappelle que

* Pour tout A € .#»(K), |||A]|| existe dans R.

* Pour tout A € ., (K), [[|Alll = Sup{HAXH, Xe t%/n,l (K), ”XH =1}= MaX{”AXH) X e '///nJ (K), HX” =1}
% ||| ||| est une norme sur .#;, (K).

« Pour tout A € ., (K) et tout X € #41(K), ||AX]| < [[JAll ]X]].

% Pour tout (A, B) € (., (K))?, [IIABI|| < [IIAl]l IIB]-

e Pour les endomorphismes d’un espace normé de dimension finie : soit || || une norme sur E, un K-espace vectoriel normé
de dimenison finie. Pour f € Z(E), on pose

£l = Sup {M x e E\{O}}.
I

On rappelle que

* Pour tout f € Z(E), ||[f|l|] existe dans R (car dim(E) < +oco et donc f est continu sur (E, || ||).

* Pour tout f € Z(E), |[Iflll = Sup{||f(x)]], x € E, ||x]| =1} = Max{||f(x)|, x € E, ||x|| = 1} (car la boule unité est
compacte en dimension finie).

% ||| ||| est une norme sur Z(E).

* Pour tout f € Z(E) et tout x € E, [|f(x)|| < [IIflll ||x]].

+ Pour tout (f,g) € (L(E))?, [IIf o glll < IIIflll gl

Dans tous les cas, on peut énoncer :

Théoréme 1.
1) 11 existe au moins une norme sous-multiplicative sur 'algebre (#y (K), 4+, ., X).

2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Il existe au moins une norme sous-multiplicative sur lalgébre

(Z(E),+,.,0).

‘ Exercice 1. Soit N une norme sur ., (K). Montrer qu’il existe k > 0 tel que kN soit une norme sous-multiplicative. ‘

Solution 1. Soit N une norme sur ., (K). Pour tout k > 0, il est immédiat que kN est une norme sur .#, (K).

N et || |1 sont équivalentes. Donc, il existe deux réels strictement positifs o et f tels que || [[1 < N < B [1. Soit
2
(A,B) € (An(K))".
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P N(ANB),

N(AB) < B||ABJ[1 < BJIA[1]|B][1 < 2

puis
N(AB) < —N(A)—=N(B).

o2

Le réel k = % > 0 convient.
x

2 Suites de matrices ou d’endomorphismes

Dans cette section, on énonce (trés briévement) dans le cadre particulier des matrices (ou des endomorphismes d’un espace
de dimension finie), les résultats généraux sur les suites énoncés dans le chapitre « Topologie ». Il est clair que tout résultat
sur les matrices trouve son analogue dans les résultats sur les endomorphismes d’un espace de dimension finie. Dans ce
qui suit, nous énoncerons explicitement les définitions ou théorémes concernant les deux situations mais s’il y a lieu de
faire une démonstration, nous ne le ferons que pour les matrices.

DEFINITION 2.

1) Soit (Ap)peN € (///n‘m(K))N. Soit A € M, m(K). La suite (Ap)pEN converge vers A si et seulement si la suite
numérique ([|Ap, — Al|), oy converge vers O (ot || || est une norme donnée sur .#n m(K)). On écrit dans ce cas A =

lim A,.
p—+o0

2) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie puis (fp)pEN € (Z(E, F))N. Soit f € Z(E,F). La suite

(fp),en converge vers f si et seulement si la suite numérique (|fp —f[]), oy converge vers 0 (ou || || est une norme
donnée sur Z(E,F)). On écrit dans ce cas f = lim f,.
p—+o0

=> Commentaire. On rappelle que les normes sur #Mnm(K) (ot Z(E,F) si dim(E) < +o0) sont deux a deuzr équivalentes et
donc que la notion de convergence et de limite ne dépend pas du choiz d’une norme. En conséquence, on peut toujours choisir une
norme adaptée a la situation.

On sait qu’une suite d’un espace vectoriel normé de dimension finie converge si et seulement si les « suites coordonnées
dans une base » convergent. Pour une suite de matrices, cela donne :

Théoréme 2.

Soit (Ap)pEN S (///n‘m(K))N. Soit A € M m(N). Pour p € N, posons A, = (agp.)

i ) . Posons de méme
) J1<ign, 1<i<m
A =(ai;)

1<ign, 1<j<me

La suite (Ap) _y converge vers A si et seulement si pour chaque (i,j) € [1,n] x [1,m], la suite (agpj)) converge
PEN

pe

}

vers aij. En cas de convergence, lim A, = ( lim a.(p.))
poFoo eN

p—too B
Inn . 1
E— nsm | —
n n

Exemple. lim = <
n—-+oo ] n
0 (1 + —)
n

Exercice 2. Soit a un réel. Pour n € N*, on pose A, =

e —
Sle

Déterminer lim Al
n—-+oo
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Solution 2.

a/n

a2
T+

Pour n € N*, posons 0, = Arcsin € [—7—t, E] . Alors, (puisque cos (0) > 0),

2°2

a?
1+¥
Pour n € N*, on a
a
1 _ n
 J— 3 S s 3
A, — u n 1 (1_2 N n2 n2 14 (1_2 CQS(GnJ —sin (0n)
= 1 n - n sin (0,)  cos (0n)
n n 1
a? a?
e e

puis
an— (14 a?\? cos (n6,) —sin(ndn) .
n n2 sin (mO,) cos(nby)
2\ 7 N N 2\ 2
o (1+L T eTIU(HH_i) — e¥o(®) = o) Done, lim (14 . 1.
n? n—+oo n—+o0 " nS¥oo n?
. a/n . [a 1 a 1 .
e N0, = nArcsin | —— = mnArcsin| —+4o|— = n|{—+o|— = a+ o(1). Par suite,
az n—-+oo n n n—+oo n n n—-+oo
T+
lim cos (nB,) —sin(M6y) _ cos(a) —sin(a) ot finalement
no+oo \ 8in(nb,)  cos(ndy,) sin(a) cos(a) ’
12\
lim . n _ [ cos (a) —sin(a) .
noteo | 20 sin(a) cos(a)
n

Sinon, rappelons pour finir :

Théoréme 3.

1) Soit (Ap) € (///n(K))N. Si la suite (Ap)pEN est convergente, alors la suite (Ap)pEN est bornée.

peN

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis (fp)peN € (.,S”(E))N. Si la suite (fp)peN est convergente, alors
la suite (fp)pGN est bornée.

3 Séries de matrices ou d’endomorphismes

3.1 Principales définitions et principaux résultats

On se contente de rappeler les principales définitions et les principaux résultats sur la convergence ou la divergence des
séries vectorielles (voir chapitre 5) dans le cadre particulier des séries de matrices ou d’endomorphismes
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DEFINITION 3.
n
e Soit (Ap)pEN une suite d’éléments de .#y (K). Pour p € N, on pose S, = Z Ax (Sp est la somme partielle de rang
k=0
p)-

La série de terme général A, converge si et seulement si la suite (Sp)p cn des sommes partielles converge. Sinon, la
série est dite divergente.

+oo
En cas de convergence, la limite de la suite (Sp)‘pEN se note Z Ax.
k=0
e Soient (E,|| ||) un K-espace vectoriel normé de dimension finie puis (fp)p oy une suite d’éléments de Z(E). Pour

n
p €N, on pose S, = Z fi (Sp est la somme partielle de rang p).
k=0

La série de terme général f,, converge si et seulement si la suite (Sy) peN des sommes partielles converge. Sinon, la série

est dite divergente.
+o0o

En cas de convergence, la limite de la suite (Sp)p cn Se note Z fx.
k=0

Sur un espace de dimension finie, comme pour les suites, une série converge si et seulement si toutes les « séries coordon-
nées » convergent. Pour une série de matrices, cela donne :

Théoréme 4.

Soit (Ap)peN € (///n,m(K))N. Soit A € My, m(N). Pour p € N, posons A, = (aﬁ’.)

i ) . Posons de méme
) /1gign, 1<G<m
A= (ai;)

1<i<n, 1<j<m”
La série de terme général Ay, p € N, converge vers A si et seulement si pour chaque (i,j) € [1,n] x [1, m], la série de
400 +o0
terme général agg), p € N, converge vers a; ;. En cas de convergence, Z Ap = Z a&)j)
p=0 p=0

1<i<n, 1<j<m

Passons a la notion de convergence absolue :

DEFINITION 4.

e Soit || || une norme sur .#, (K). Soit (Ap)pEN une suite d’éléments de ., (K).
La série de terme général A, p € N, converge absolument si et seulement si la série de terme général ||A, | converge.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie puis || || une norme sur Z'(E). Soit (fp),cy une suite d’éléments de
Z(E).

La série de terme général f,, p € N, converge absolument si et seulement si la série de terme général ||f,|| converge.

= Commentaire. Puisque les normes sur /#n(K) ou Z(E) (avec dim(E) < +o00) sont deur a deur équivalentes, la notion de
convergence absolue ne dépend pas du choix de la norme. On peut donc toujours supposer que la norme est sous-multiplicative. Ceci
peut étre utile dans le cas o (Ap) = (AP) est la suite des puissances d’une certaine matrice A.

Théoréme 5.

e Toute série absolument convergente d’éléments de .4, (K) est convergente.

e Si dim(E) < 400, toute série absolument convergente d’éléments de .Z(E) est convergente.

Sinon, rappelons pour finir que si la série de terme général A, (resp. fp) converge, alors son terme général A, (resp. fp)
tend vers 0 quand p tend vers +oo.

3.2 Un exemple de calcul de la somme d’une série matricielle

4 5
3 6 -
Soit A = s - On veut calculer Z A™ aprés en avoir justifié I'existence.
— n=0
3 6

Premiére méthode. (utilisation d’une réduction)
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4 7 4 7 5 5 1 1 1 1
=X2—-(-—=]X =—=)—-=(—= =X - X—=—=(X—2)(X+=
" G-8)x () -3 (=2)) 5~ (x-1) (x+3)
XA est scindé sur R a racines simples et donc A est diagonalisable dans R.
X 4 1 5 1
0<y)EE%(A)'{:}(g—z>x—gy—0<:>x—y.Donc,E%( ) = Vect(el)oue1_(]

]) |

X 4 1 5
— — =y = 222 . 1 =
(y ) EEf%(A)(:) <3+3>x 6y 0&y x. Donc, Efg(A) Vect (ez) ou ez ( )

e aror - (2] o (1 D)= (3 7).

1 1
e Puisque E‘ <Tlet —§’ < 1, la série de terme général D™, n € N, converge et
+oo +oo n +oo n
. 1 1 . 1 1 . 3
E D™ = diag ( E (z) , E <_§) ) = diag — 7| = diag (2, Z) .
n=0 n=0 n=0 1

e L’application f : M +— PMP~!" est un endomorphisme de I’espace .#>(R) qui est de dimension finie sur R. Donc,
Papplication f est continue sur .#>(R). On en déduit que la série de terme général A™, n € N, converge et que

—+o0 N N N
n __ . . . n -1 _ . n
3 A= g (3 00r ) = i p (00 = (3 o)

N
= < lim Z D“) (par continuité de f)

et donc

“+00 2 §
ZA“—<] 1) zg <z —1>_ 2 (z —1>
~ 12 0o 2 11 , 3 1
2

13 5

4 4

5 1

2 2

Deuxiéme méthode. (utilisation d’un polynéme annulateur)

1 1
On rappelle que xa = X? — EX - Soit n € N. La division euclidienne de X™ par xa s’écrit X™ = Qn X XA + an X+ bn
(*) ot Qu est un polynoéme et a, et by sont deux réels. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON,

_'Q( ) ( )*‘anAf%b b =a,A+ byl

2 3 an

. _ 6 n\" \" 6 /1 /1 RO \"
et donc, d’apres les formules de CRAMER, an—5(<2> ( 3) )et bn—5<3 (2> +2( 3) )

Ainsi, pour N € N,

a "
1 5 tbhn= <‘>
Calculons a,, et byy. En évaluant en = et —= les deux membres de ’égalité (*), on obtient le systéme ( 1 ) n

RO ) ECH )
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De nouveau, la série de terme général A™, n € N, converge et

6 1 1 1 1 1 1 3 5
ZA“:— — = |At+ | —t+ts—= | | =5A+ -1
3 B L 12y d 24
L 2 3 2 3
4 5 13 5
33 e | 51 oy | 4 4
2| 5 7 4\ 0 1) | 5 1
3 6 2 2
Remarque. Pour tout N € N, (I; — <Z A“) =1, — AN*1. Puisque la série de terme général A™, n € N, converge,

en particulier A™*! N — 0. Quand N tend vers 400, le membre de droite tend vers I;. D’autre part, par continuité sur
—+00

> (R) de 'endomorphisme f : M +— (I —Az) M, le membre de gauche tend vers (I, — <Z A“). Donc,

(I—A <Z A“) =1.

Ainsi, la matrice I; — A est inversible et
+oo
(L-A)'=) A™
n=0

4 Exponentielle d’une matrice ou d’un endomorphisme

4.1 Deéfinition

Théoréme 6.

1
1) Soit A € 41 (K). La série de terme général EAP, p € N, est absolument convergente et donc convergente.

1
2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f un endomorphisme de E. La série de terme général —'fp,
p!

p € N, est absolument convergente et donc convergente.

DEMONSTRATION .  On munit .#, (K) d’une norme sous-multiplicative || ||. Pour tout entier naturel p,
P P
Hl,Av 1T A
p! p! p!

P
Al , P € N, est convergente (de somme e”A”) et donc la série numérique de terme général

La série numérique de terme général

1 ar
p!

convergente.

. . 1
, P € N, est convergente ou encore, la série de matrices de terme général —'Ap, p € N, est absolument convergente et donc
p!

La démonstration est la méme pour un endomorphisme en munissant .Z(E) d’une norme sous-multiplicative.

DEFINITION 5.

1) Soit A € .#»(K). L’exponentielle de la matrice A est la matrice

1 2
exp(A):In+1A+ 1A Z AP

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f un endomorphisme de E. L’exponentielle de ’endomorphisme
f est ’endomorphisme

PRI 1
exp(f) = lde + 75f + 57 + :Z—,fp.
—
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Exemple 1. Soit n > 2. Soit A la matrice élémentaire Eq >. On sait que A2 =0 puis pour p > 2, AP = 0. Donc,

11 0 ... ... 0
0 1 ©
exp(A) =Ih +A =1, +E1 2=
o
0 0 1
a
Exemple 2. Soit n > 1. Soit A la matrice élémentaire Eq 7. On sait que A? = A puis pour p > 1, AP = A. Donc,
+oo 1
exp(A) =In+ [ ) = | A=Ti+(e—1)E; =diag(e,1,...,1).
p=1 P
a

Exemple 3. Soit s une symétrie d’un espace de dimension finie E. On sait que s? = Idg puis pour p € N, s?P = Idg et
s2P+1 = 5. Donc (toutes les séries ci-dessous étant convergentes),

+oo +oo
1 1
= —— | Id _— =ch(1)Id h(1)s.
exp(s) 2(213)! E+ 2(213_”)! s = ch(1)Idg +sh(1)s
p=0 p=0
a
4.2 Propriétés
Théoréme 7.
1) Soit (A, B) € (#n(K))? tel que AB = BA. Alors exp(A + B) = exp(A) x exp(B).
2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f et g deux endomorphismes de E tels que fo g = gof. Alors
exp(f + g) = exp(f) o exp(g).
DEMONSTRATION .  On munit .#,(K) d’une norme sous-multiplicative || ||. Soit p € N. Puisque les matrices A et B commutent,

la formule du binéme de NEwTON fournit :

H(éé/\k> <§%Bk> > LA+ B

k=0

EECE D a1

0<i,j<p i it+j=k

= Z i—,AB’— Z U—j!AB’ = Z WAB]

oirep M o<tj<p - 0<ij<p
H<p i+>p
1
< > Tj!HAH B’
0<ti<p
i+j>p
P -I y P -I y P ] y
(3 ) (3 L) - X Lo+ s
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0 k=0

P P P
<Z %|A|k> (Z %”B|k> - Z l|(||A|| + |IB|)* tend vers el AMFIBI _ gllAlelBI — 0 quand p tend vers +oo.

P P P

1 1 1

Donc, <Z EAk> <Z EBK> Z o (A +B)* tend vers 0 quand p tend vers +o0o0. Quand p tend vers 400, Z (A +B)* tend
k=0 k= k=0 k= o

vers exp(A + B). D’autre part, 'application (M,N) — MN est continue sur (M (K))? car bilinéaire sur un espace de dimension

P P
finie. Donc, <Z %Ak> <Z %Bk> tend vers exp(A) x exp(B) quand p tend vers +o0.
k=0 k=0

Quand p tend vers 400, on obtient exp(A + B) = exp(A) X exp(B).
]
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Théoréme 8.

1) a) exp (0n) = I.
b) Soit A € #y(K). Alors exp(A) € GLn(K) et (exp(A))”' = exp(—A).
2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie.

a) exp (0) = Ide.
b) Soit f € Z(E). Alors exp(f) € GL(E) et (exp(f))~' = exp(—f).

DEMONSTRATION . Les matrices A et —A commutent. Donc,

exp(A) X exp(—A) = exp(A + (—A)) =exp(0) =1 +0+0+...=I,.
On en déduit que exp(A) € GL,(K) et (exp(A))fl =exp(—A).

Théoréme 9. v(}‘ihgign € K™, exp (diag (7\1)1@@1) = diag (eki)

1<ign”

DEMONSTRATION. Soit p € N.

LI Ul i ]
> o (dlag 1<1<n) = kZ:O . diag (7\ )1@@ = diag <Z EM‘) .

k=0

3
Pour tout i € [1,n], Z k')\ tend vers e quand p tend vers +oo et donc Z (diag Mi)]gign) tend vers diag (67‘ )1< < quand
- k= o
p tend vers +oo.

a

= Commentaire. En particulier, exp (Aln) = e, ou exp (Aldg) = e*Idg.

Théoréme 10.
1) VA € #n(K), VP € GLo(K), P~ 'exp(A)P =exp (P 'AP).
2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Vf € .Z(E), Yg € GL(E), g~' oexp(f) o g = exp (g*1 ofo g).

DEMONSTRATION . Soit p € N.

M-

l'(P"AP) i% AP =P (i? >

o =0

~
I

P 3
Z % (PAAP) tend vers exp (PAAP) quand p tend vers +oco. D’autre part, 'application M — P~"MP est un endomorphisme
k=0

P
de Tespace de dimension finie ., (K). On en déduit que I'application f : M — P~"MP est continue sur .#, (K). Puisque Z %Ak
k=0

P P
1 1
tend vers exp(A) quand p tend vers +oo, P~ < E EAK> P=f < E EAK> tend vers f(A) = P~ exp(A)P quand p tend vers +oo.
! = k!

Quand p tend vers 400, on obtient exp (PAAP) =P Texp(A)P.

a
AoxX .. X eMox L. X
R . 0 Az o - . 0 e
Théoréme 11. Soit T = une matrice triangulaire. Alors exp(T) =
X X
0 0 A 0 0 eMn
A x X
. . K 0 AS
DEMONSTRATION . On sait que pour tout k e N, T" = et donc pour tout p € N,
X
0 0 A
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M'd
==
E2
X
X

i
o

M-
==
—
1
Il
o
-
M=
o
~|=
>
NFE

k=0
X
LIS
0 0 > i
k=0
M ox  L.. x
0 e
Quand p tend vers 400, on obtient exp(T) =
S
0 0 e
]
Théoréme 12.
1) Soit A € 41 (K). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors Sp(exp(A)) = (e)“ ., et ) En particulier,

det (exp(A)) = e™A),

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f € Z(E). Si Sp(f) = (M,...,An), alors
Sp(exp(f)) = (e*',...,e ). En particulier,

det (exp(f)) = e™(F).

DEMONSTRATION . On sait que A est triangulable dans C. Donc, il existe P € GL,(C) et T € F4,5(C) telles que A = PTP~'. On
sait que Sp(T) = Sp(A) = (A1,...,An).

D’aprés les théorémes précédents, exp(A) = Pexp(T)P~! puis Sp(exp(A)) = Splexp(T)) = (e?“ yenny e}‘“). En particulier,
det(exp(A)) = €™ x ... x e’ =Mt = o Tr(A)
a
= Commentaire. On retrouve ainsi le fait que YA € #n(K), exp(A) € GLn(K).
Théoréme 13.
e L’application .#,(K) — .#,(K) est continue sur .#,(K).
A — exp(A)
e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application Z(E) — Z(E) est continue sur Z(E).
f —  exp(f)
DEMONSTRATION .  On munit .#, (K) d’une norme sous-multiplicative notée || ||.
Pour toute A € #(K) et pour tout p € N, posons fp(A) = l‘Ap.
Soit p € N*. L’application g : A — (A,...,A) est continue sur .#;, (K) a valeurs dans (.#, (K)P car linéaire sur I’espace de dimension

P
finie .#x (K). L’application h, : (A1,...,Ap) — Ay X ... X Ay est continue sur (.#,(K)P car p-linéaire sur l'espace de dimension

1
finie .#»(K). Donc, fp, = Ehp o g est continue sur .#,(K). Ceci reste vrai quand p = 0 car fo = Id_4,, (k)-

+o0
Notons alors exp l'application A — exp(A). On a exp = Z fp. Soit R > 0. Pour A € B¢(0,R),
p=0
1 AP _ RP
I (AN = 25 AP < bl S0
Rp Rp
puis [[fpllo 5, (0,r) S —- Puisque la série numérique de terme général — converge (et a pour somme e R), il en est de méme de

la série de terme general 1ol B (O,R) . On en déduit que la série de fonctlons de terme général f, converge normalement et donc
uniformément sur B¢(0, R).

Ainsi,
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e chaque fonction fp, p € N, est continue sur B¢(0,R);
e la série de fonctions de terme général f,, p € N, converge uniformément vers exp sur B¢(0, R).

On en déduit que la fonction exp est continue sur B¢(0,R). Ceci étant vrai pour tout R > 0, on a montré que la fonction exp est
continue sur .#;, (K).
a

Le théoréme suivant prépare le terrain pour la résolution des systémes d’équations différentielles linéaires du premier ordre
a coeflicients constants (chapitre 15) :

Théoréme 14.
e Soit A € ., (K. L’application f : t+ e est dérivable sur R et pour tout réel t, f/(t) = A x e,

e Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie puis a € .Z(E). L’application f : a ~ e'® est dérivable sur R et
pour tout réel t, f'(t) = a o e'.

DEMONSTRATION .  On munit .#, (K) d’une norme sous-multiplicative || ||. Soit to € R. Pour t € R\ {to}, puisque les matrices
toA et (t —to) A commutent,

1
[t — tol

1
(etA o etoA) _ AetoA
t—1o

etor (e“itO)A —I—(t—1to) A)H

o oA © [t—t)’ )
= ety oA
p=2

[t — tol
+o00 - P
< |l 32 Bt e
[t — tol N
= ‘ et"AH '% (ehHAH —1 —hHAH)‘ (en posant h = [t — tol).

Quand t tend vers to, h tend vers 0 puis ]ﬁ (ehHAH -1-— hHAH) tend vers 0 (car par exemple, e™I*] o 14+ h||A|| + o(h)). On en
—

. 1 .

déduit que n (etA — et"A) — Ae'o”? tend vers 0 quand t tend vers to ce qui démontre le résultat.
—to

La démonstration est analogue pour un endomorphisme a d’un espace de dimension finie.

a

Terminons cette section par une remarque. Soient A € .#y (K) fixée puis pa son polynéme minimal dont le degré est noté
P k
X
d (< ). Pour tout p € N, posons P, = R
k=0
La division euclidienne de TT, par pua s’écrit P, = Qp X pa + Rp ot Qp € K[X] et R, € Kg_1[X]. En évaluant en A, on
obtient

¥p €N, Pp(A) =Ry (A) € Vect (In, A,...,A%T).

Maintenant, Kgq_1[A] = Vect (In,A, . ..,Adq) est un fermé de lespace ., (K) (en tant que sous-espace d’un espace
dedimension finie) . On en déduit que la limite de la suite (Pp(A)) a savoir exp(A), est un élément de Kq_1[A] =

Vect (In,A,...,Ad_]).

peK’

Dit autrement, exponentielle d’une matrice A est un polynéme en A (ce qui ne signifie pas que l'exponentielle est un
polynome car le polynéme en A dont il est question est fonction de A).

4.3 Quelques exemples de calculs d’exponentielles de matrices

On verra dans le chapitre « systémes différentiels linéaires et équations différentielles linéaires » que les systémes différentiels
linéaires & coefficients constants peuvent étre résolus a partir du calcul de I'exponentielle d’une matrice. Quand A est une
matrice donnée, les solutions d’un certain probléme s’exprimeront a 'aide de la fonction t — exp(tA). Dans les exemples
qui suivent, plutot que de calculer exp(A), nous calculerons exp(tA) pour t réel (pour préparer le terrain).

1
0o - =2
1 2
Exemple 1 (utilisation d’un polyndéme annulateur). Soit A = 3 0 0 . Un calcul par blocs fournit
1
0 O )
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w30 o e (o) e ()

On en déduit que Sp(A) = <_l 11

1 1
27 z) On note que rg <A+ 213) = 2 et donc que dim <Ker <A—|— 213)> =1<2

1 1
La matrice A ’est pas diagonalisable puis pa =xa = (X + E) (X — E)
Soit n € N. La division euclidienne de X™ par x a s’écrit X™ = Q,u xXa+anX?+bpX+cn 0t Q,, € R[X] et (an, bn,cn) € R3.

. 1 1T . L ) 1 .
En évaluant en —3 et en 5 puis en dérivant et en réevaluant en 5 on obtient

1 1 " " N\"
jan—gtren=(—3) O [e=—(5) +(3) w-mw
70n + 2b ntcn= <§) (II) &< an=02n-1) (—%) + (%) (II1)

oo (1) _ o3IV T
TanFOon=n{T3 (I Ty \T2) a2

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON fournit xa(A) = 0 et donc A™ = apA? + b, A + cnI3. Par suite, pour t réel donné
(puisque toutes les séries ci-dessous convergent)

+00 +oo tn
exp(tA) = ﬁA“ - Z = (anA? +bnA +cnls)
n=0 n=0

(B (i) e (L)

+o00 +o00 +o0 +oo 400
o t/2 t/2 (t/2)™ (=t/2)™ e t/2 4 gt/2 — _4pt/2 _ ot/2 | 4t/2
Yl 2y Z Py LA,y e R SR SV SRS
n=0 n=0 n= n=0 n=1
+oo [es} +
o (—t/2)" (t/Z)“ /2, t)2
S
n=0 n=0 n=0
+00 +00 +oo too
] (/2" 3 (/N I WDt s 3 s 1
I D Y 3¢ T Tge e
n=0 n=0 n=0 n=0
On en déduit que exp(tA) = le (t+3)e /2 +e/) I3+ (—e /2 +e/2) A+ (—(t+1)e /2 + e'/?) A? avec
1 1 1
_ _ 9 Z
AR Po
A= _ - = -
7 0 0] 7l 0 01 0 7 ]1
0 0 ) 0 0 ) 0 0 1

Donc,
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0o 1
1 10 0 1 2
exp(tA) = 4 ((t+3)e 2 4e2) [ 0 1 0 |+ (—e2e2) | J 0 o
4 2
0 0 1 5 o 1
2
1
- 0 1
4 1
_ —t/2 | /2 L
+((t+1)e +e ) 0 ]1
0 0 7
: 2e Y2 4 2et2 2e72 4 2eY2 4t —1)e 2 —4et/?
=7 —2e7 Y2 4 2et2 2e7Y2 4 2eY2 4t +1)e 2 —4et/?
0 0 det/2
a
3 2 2
Exemple 2 (utilisation d’une réduction de la matrice). Soit A = 1 0 1 |. En développant suivant la
-1 1 0
premiére colonne, on obtient
X-3 =2 =2
xa=| -1 X —=1|=(X=3)(X2=1)+(=2X—2)+ (2X+2)
1 -1 X
= (X+1)(X-=1)(X-=3).
On en déduit que Sp(A) = (—1,1,3). Puisque xa est scindé sur R a racines simples, A est diagonalisable dans .#3(R).
X dx+2y+2z2=0 =0 0
e |l y |€E4(A)& ¢ x+y+z=0 (:){ _ . Donc, E_j(A) = Vect (e7) ot ey = 1
z —x+y+z=0 n -1
X 2x+2y+2z=0 —0 1
el y |eBHA) &< x—y+2z=0 <:>{y:_ . Donc, E1(A) = Vect (ez) ot ez = 0
z —x+y—z=0 n -1
X 2y+2z=20 N
e |l y | €B3A)e < x—3y+z=0 (z){ -y . Donc, E3(A) = Vect (e3) ou e3 = 1
-~ o x =4y B
z x+y—3z=0 1
0 1 4
Donc, A = PDP~! ott D = diag(—1,1,3) et P = 1 0 1 . Calculons P~". Notons (i, j, k) la base canonique de
-1 -1 =1
A3, (R).
1
k= 1 (—e1 —4ez +e3)
e1=j—k j=e1+k 1
ex2=1—k & i=ey+k & jZZ(3€]—4€2+€3)
e3=4i+j—k e3=4(ex+k)+(e1+k)—k )
i= Z (—e] + 63)
-1 3 =1

Donc, P! :le 0 —4 4

1 1 1

Calculons alors exp(tA) pour t réel donné. Puisque tA = P x tD x P~', on sait que (par continuité de l’application
M+ PMP~! entre autre)
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1 0 1 4 et 0 0 -1 3 -1
exp(tA) = P x exp(tD) x P! =1 T 0 1 0 et 0 0 —4 —4
-1 =1 -1 0 0 et 1 1 1
: 0 et 4edt 1T 3 -1
=7 et o0 et 0 —4 —4
—e b —et —e3t T 1 1
: 4¢3t —4et +4e3t —4et + 4e3t
=7 —e t4 et e t+e3t —e t4edt
e t—e3t e t4det—e3t et det—e3t
a
4 1 1
Exemple 3 (cas ou A n’a qu’une valeur propre). Soit A = 6 4 2 . En développant suivant la premiére
-10 —4 =2
colonne, on obtient
X—4 -1 —1
Xa=| —6 X—4 =2 [=(X—4)(X*—=2X)+6(—X+2)+10(X—2)

10 4 X+2
2)(X(X—4) —6+10) = (X —2) (X* —4X +4)
2)%.

— (X
= (X

Calculons alors exp(tA) pour t réel donné. On va profiter du fait que la matrice A — 213 est nilpotente (on est dans le cas
ol A n’a qu’'une valeur propre). D’aprés le théoréme de CAYLEY-Hamilton, on a (A — 213)3 =0 et donc

exp(tA) = exp (t (A — 2I3) + 2tI3)
=exp (t (A —2I3)) x exp (2tl3) (car t (A —2I3) et 2tI3 commutent)

2
=2t (13+t(A_213)+t7(A—213)2) (car pour n >3, (A —2I3)" = 0)
100 2 1 1 2 (0 0 0
:eZtO10+t622+7422
0 0 1 —10 —4 —4 —4 =2 2

(2t+1)e?t te?t tet
= (2t> +6t) e*t (2 42t+1) et (t% +2t) et .

(—2t2 —10t) et (—t? —4t)e?t (—t?—4t41)et
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