Chapitre 15. Continuité sur un intervalle
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1 Fonctions continues sur un intervalle

1.1 Définitions

La définition de la continuité sur un intervalle ou une réunion d’intervalles pose quelques problémes techniques. On
commence par le cas d’un intervalle ouvert.

DEFINITION 1.
1) Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide I de R a valeurs dans R ou C.
f est continue sur I si et seulement si f est continue en chaque point de I.

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme [a,b[ (a réel et b réel ou infini et a < b) (resp. Ja, b] (b
réel et a réel ou infini et a < b)) a valeurs dans R ou C.

f est continue sur I si et seulement si f est continue en chaque point de ]a, b[ et continue a droite en a (resp. continue
a gauche en b).

3) Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme [a, b] (a et b réels et a < b) a valeurs dans R ou C.

f est continue sur I si et seulement si f est continue en chaque point de ]a, b[, continue & droite en a et continue &
gauche en b.

La continuité de f sur I peut s’écrire avec des quantificateurs :
f continue sur [ & Vxp € [, Ve >0, dJa >0/ Vx € I, (|x —xo| < a = |f(x) — T (x0)| < €).

Notation. L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I & valeurs dans K = R (resp. C) se note C(I,R) (resp.
€(I,C)) ou aussi C° (I, R) (resp. C° (I, C)). C° (fonctions de classe C°) est le début d’une liste : C°, C' (fonctions de classe
C' déja définies dans le chapitre « Calculs de primitives et d’intégrales » pour les intégrations par parties), C2, ..., C*®).

= Commentaire. La définition précédente se généralise sans probléeme a des sous-ensembles D de R tels que D = R* (qui n’est
pas un intervalle) ou D =]0,1] U [2,400[. Ici D est une réunion de deuz intervalles disjoints et f est continue sur D si et seulement
st f est continue sur chacun des deux intervalles.

Mais il faut se méfier : si D =11 Ul ouly = [0,1] et I; = [1,400l, la continuité sur I; et sur I n’assure pas la continuité D car
une fonction continue sur Iy et sur I est continue a droite en 1 mais n’est pas nécessairement continue en 1. Ainsi, on ne peut pas
dire « f est continue sur [0,1] et sur [1,+ool et donc f est continue sur [0, +oco[ » car c’est fauz.

1.2 Fonctions continues et opérations

Les théorémes du chapitre précédent fournissent immédiatement :

Théoréme 1. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans K =R ou C.

1) Pour tout (A, u) € K2, la fonction Af 4 ng est continue sur I.
2) La fonction f x g est continue sur 1.

f
3) Si de plus la fonction g ne s’annule pas sur I, la fonction — est continue sur 1.
g

En particulier,

Théoréme 2. Soient f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R et g une fonction définie
sur un intervalle | de R & valeurs dans K =R ou C telles que f(I) C J.

Si f est continue sur I et g est continue sur J, alors g o f est continue sur I.

On rappelle que les fonctions usuelles sont quasiment toutes continues sur le domaine de définition. Plus précisément,

e les fonctions x — x™, n € N, sont définies et continues sur R ;

e les fonctions x — x™, n € Z, sont définies et continues sur R*;

e les fonctions x — ¥/x, n € N\ {0, 1}, sont définies et continues sur [0, +oo[;

e les fonctions x — x%, o € R, sont définies et continues sur ]0, +ool;

e la fonction x — |x| est définie et continue sur R;

e les fonctions x — a*, a €]0, 1[U]1, +ool, sont définies et continues sur R ;

e les fonctions x — log, (x), a €]0, 1[U]1, +ool, sont définies et continues sur ]0, +o0[;
e les fonctions x — sin(x) et x — cos(x) sont définies et continues sur R ;

T
e la fonction x — tan(x) est définie et continue sur R\ (z + HZ) ;
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e les fonctions x — Arcsin(x) et x — Arccos(x) sont définies et continues sur [—1,1];
e la fonction x — Arctan(x) est définie et continue sur R
e les fonctions x — sh(x), x — ch(x) et x — th(x) sont définies et continues sur R.

En ce qui concerne les fonctions x — Arcsin(x), x +— Arccos(x) et x — Arctan(x), leurs continuité est une conséquence
d’un théoréme concernant la réciproque d’une bijection qui sera énoncé et démontré a la fin du chapitre.

En ce qui concerne les fonctions x — sh(x), x — ch(x) et x + th(x), leurs continuité est une conséquence des théorémes 1
et 2 et de la continuité de la fonction exponentielle.

Sinon, le théoréme 1 permet d’énoncer :

Théoréme 3.

e Un polynéme est continu sur R.
e Une fraction rationnelle est continue sur son domaine de définition.

. 2x
Arcsin (m )

A titre d’exemple d’utilisation de ces « théorémes généraux », étudions la continuité de la fonction f : x — mxZ 1)
n(x

2x ‘_X2—2|X|+1_(X—U2 2x

e Pour tout réel x, 1+x2 = 0 puis 1— = = > 0 et donc, pour tout réel x, —1 < <.
x2 41 x2 41

x2 +1 x2 + 1

La fonction g7 : x — est continue sur R en tant que fraction rationnelle définie sur R et & valeurs dans [—1,1]

X
x2 +1
2
et la fonction g : y — Arcsin(y) est continue sur [—1,1]. Dong, la fonction g = g2 0 g7 : x +— Arcsin <—2 _T_ ]) est
X
continue sur R.

e Pour tout réel x, 1+ xZ > 0. La fonction hy : x — x% + 1 est continue sur R & valeurs dans 10, +o0[ et la fonction
hy @y~ In(y) est continue sur ]0,+oo[. Dong, la fonction h=hyoh; : x— In (x2 + 1) est continue sur R.

e Pour tout réel x, 14+ x? > 1 puis In (XZ + 1) > 0 et en particulier, pour tout réel x, h(x) # 0. La fonction f = % est

continue sur R en tant que quotient de fonctions continues sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R.

2 Les grands théorémes

2.1 Le théoréme des valeurs intermédiaires

2.1.1 Rappels sur les intervalles de R

On rappelle les différents types d’intervalles :

e [a,b], a et b réels tels que a < b (intervalle fermé borné ou segment)

e [a,b[, a et b réels tels que a < b (intervalle semi-ouvert a droite et borné) et Ja,b], a et b réels tels que a <b
(intervalle semi-ouvert & gauche et borné)

e Ja,bl, a et b réels tels que a < b (intervalle ouvert et borné)

e [a,+ool, a réel (intervalle fermé et borné a gauche et non majoré) et ] — oo, b], b réel (intervalle fermé et borné
a droite et non minoré)

e Ja,+oo[, a réel (intervalle ouvert et borné a gauche et non majoré) et | — oo, b[, b réel (intervalle ouvert et borné
a droite et non minoré)

e ] — o0, +oo[=R.

On rappelle aussi la caractérisation des intervalles de R énoncée dans le chapitre 12 : « L’ensemble des nombres réels ».

Théoréme 4. Soit I une partie non vide de R.

I est un intervalle si et seulement si ¥(a,b) € I? (a < b = [a,b] C I).

2.1.2 Le théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 5 (théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs
dans R.

Si f est continue sur I, alors f(I) est un intervalle.
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DEMONSTRATION .

1ére démonstration (par dichotomie). Posons | = f(I). Montrons que V[c,d] € J%, (¢ < d = [c,d] C ]).

Soient donc ¢ et d deux éléments de ] tels que ¢ < d. On note a et b deux éléments de I tels que f(a) = ¢ et f(b) = d. On peut
supposer, sans perte de généralité, que a < b. On se donne enfin y € [c,d] et on veut montrer que I’équation f(x) =y admet une
solution dans I.

Pour x € [a, b], on pose g(x) = f(x)—y puis on pose ap = a et bo = b. ap et by sont deux réels de I tels que g (ap) = f(a)—y =c—y <0
et g(bo) =f(b)—y=d—-vy >0
ao + bo

Sig (%bo >0, on pose a; = ap et by = %bo etsig <%b0> < 0, on pose a; = — et by = by. Dans les deux cas,

a; et by sont deux réels de I tels que [ar, bi] est 'une des deux moitiés de l'intervalle [ao,bol et g(ai) <0 et g(by) > 0.

Soit n > 1. Supposons avoir construit ao, ..., an, bo, ..., bn des réels de I tels que

o Vk € [1,n], [ak,bi] est 'une des deux moitiés de l'intervalle [ax_1, bx_1],

e Vk € [0,n], g(ax) <0et g(bx) > 0.
Sig (%bn > 0, on pose an+1 = An €t bny = %bn et si g @) < 0, on pose ant1 = anszn et b1 = byn. Dans
les deux cas, any1 et bny1 sont deux réels de I tels que [ani1,bny1] est P'une des deux moitiés de Uintervalle [an, bn] et g (any1) <O

et g (bn+1) 2 0.

On a ainsi construit par récurrence deux suites (an),y et (bn) d’éléments de I telles que

neN

e Vn € N, [ani1,bns1] est 'une des deux moitiés de U'intervalle [an, bnl,
evneN, g(an) <0et g(bn)=0.

Puisque pour tout n € N, [an41, bnyi1] est 'une des deux moitiés de l'intervalle [an, bn], on a en particulier an < an+1 < buy1 < bn.
Les suites (an),cy €t (bn),cy sont donc respectivement croissantes et décroissantes.

D’autre part, puisque pour tout n € N, [ani1,bni1] est Pune des deux moitiés de lintervalle [an,bn], pour tout n € N, on a
bn —a . bo—a b—a . .

b1 — Anyr = % puis pour tout n € N, on a by, —an = % = T On en déduit que la suite (bn — an)neN converge
vers 0.

Les suites (an), ¢y et (bn), ¢y sont donc adjacentes et en particulier convergentes, de méme limite. Notons xo la limite commune
de ces deux suites. Puisque xo € [a,b], xo est un élément de I. Puisque g est continue sur I et en particulier en xo, les suites
(g (an))pen et (g(bn)),cy convergent vers g (xo). Puisque pour tout n € N, g(an) < 0 et g(bn) = 0, quand n tend vers +oo, on
obtient g (xo) < 0 et g(xo) = 0. Finalement, g (xo) = 0 ou encore f(xo) =y ce qui achéve la démonstration.

2éme démonstration. Posons | = f(I). Montrons que V[c, d] € J?, (¢ < d = [c,d] C J). Soient donc ¢ et d deux éléments de ] tels
que ¢ < d. On note a et b deux éléments de I tels que f(a) =c et f(b) = d et on suppose, sans perte de généralité, que a < b.

Soit v € [¢, d]. On va montrer qu’il existe xo € I tel que f (xo) =y. Soit & = {x € [a,b]/ f(x) < y}. Puisque f(a) =c <y,onaa€ .
D’autre part, pour tout x € &, on a x < b. Ainsi, € est une partie non vide et majorée (par b) de R. € admet donc une borne
supérieure que 'on note xo. xo est un élément de [a,b] et donc de I. On va montrer que f (xo) =y.

ler cas. Supposons que xo < b. Puisque xo est un majorant de &, si x € |xo, b], x n’est pas un élément de & et donc f(x) >y.
On fait tendre x vers xo par valeurs supérieures. Par continuité de f sur I et donc en xo, f(x) tend vers f (xo) quand x tend
vers Xo par valeurs supérieures et on obtient donc f(xo) > .

1
D’autre part, puisque xo = Sup(€), pour tout n € N*| il existe un € & tel que [un, —xo| < —. Pour chaque n € N*, u, est un
n

. 1 . .
élément de I tel que f (un) < y. Puisque pour tout n € N*, un —xo| < —, la suite (un),, . converge vers xo. Puisque f est

continue sur I et en particulier en xo, la suite (f (un)),cy« converge vers f (xo). Puisque pour tout n € N*, f (un) < v, quand
n tend vers +o0o, on obtient f(xo) < v et finalement f (xo) = y.

2éme cas. Supposons que xo = b. On a déja vy < d = f(b) = f (xo). D’autre part, comme dans le premier cas, on peut construire

une suite (un), oy~ d’éléments de € convergeant vers xo = b et comme précédemment, on obtient f (xo) <y puis f (xo) = .

Dans tous les cas, on a trouvé un élément xo de I tel que f(xo) = y. Ainsi, tout y de [c,d] est un élément de f(I) = J et donc
[c,d] C J. On a montré que V(c,d) € J%, (¢ < d= [c,d] C J) et donc | est un intervalle.

a

= Commentaire.
o Le théoréme des valeurs intermédiaires se résume parfois en la phrase : « l'image continue d’un intervalle est un intervalle ».

o Si f est continue sur un intervalle 1 a valeurs dans R et si on pose m = Inf(f(I)) et M = Sup(f(1)) ou m et M sont réels ou
infinis, alors

Jm, M[C f(I) C [m, M].
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Le théoréme des valeurs intermédiaires a un certain nombre de corollaires intéressants :

Théoréme 6. Soit f une fonction continue sur un intervalle I & valeurs dans R.

S’il existe deux réels a et b de I tels que f(a)f(b) < 0, alors f s’annule au moins une fois dans I.

DEMONSTRATION . f(I) est un intervalle et donc contient toute valeur comprise entre f(a) et f(b). Puisque f(a)f(b) <0, 0 est

une valeur comprise entre f(a) et f(b) et il existe x compris entre a et b et donc dans I tel que f(x) = 0.

a
Théoréme 7. Un polynome de degré impair a coefficients réels s’annule au moins une fois sur R.
DEMONSTRATION . Puisque f est un polynéome de degré impair, ou bien lim f(x) = —oco et liIJZl f(x) = 400, ou bien
X——00 X—+00
lim f(x) = 400 et lir+n f(x) = —oo. Dans tous les cas, Inf(f(R)) = —oo et Sup(f(R)) = 4+o00. Puisque f est un polynome, f est
X——00 X—+00
continue sur R et donc f(R) est un intervalle de R ou encore
f(R) = ]Inf(f(R)), Sup(f(R))[ =] — 0o, +oo[=R.
En particulier, 0 € f(R) et donc il existe xo € R tel que f (xo) = 0.
a

Exercice 1. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une application de [a, b] dans lui-méme, continue sur [a, b].

Montrer que 1’équation f(x) = x admet au moins une solution dans [a, b].

Solution 1. Pour x € [a, b], posons g(x) = f(x) — x.

e g est continue sur [a, b] car f lest.
e g(a) =f(a)—a =0 (car f(a) € [a,b]) et g(b) =1f(b) —b < 0.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel xo de [a, b] tel que g (xo) = 0 ou encore tel que
f (XQ) = Xo-

2.2 Image continue d’un segment

Théoréme 8. Soit f une fonction définie et continue sur un segment [a, b] de R & valeurs dans R.

Alors, f([a, b]) est un segment de R.

DEMONSTRATION . D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f([a, b]) est un intervalle I de R.

e Montrons que I est borné. Supposons par ’absurde I non majoré. Alors, pour chaque n € N, il existe vn € I tel que v = n.. Pour
n € N, il existe un € [a,b] tel que f(un) = vn. Puisque pour tout n € N, f (un) >n,ona lim f(un) = +oo.
n—+oo

La suite (un), cy est une suite d’¢léments de [a,b] et en particulier, la suite (un), .y est une suite réelle bornée. D’aprés le théoréme

de BoLzANO-WEIERSTRASS, on peut extraire de la suite (un), oy une sous-suite Eu(p(n))nEN convergeant vers un certain réel xo.

Puisque pour tout n € N, a < Ugn) < b, par passage a la limite quand n tend vers +o00, on obtient a < xo < b ou encore x¢ € [a, b].
Puisque f est continue sur [a,b], f est continue en xo.
Puisque la suite (utp(n))neN

lim f(uwn) = +o0. Il était donc absurde de supposer I non majoré.
n—-+oo

converge vers Xo et que f est continue en xp, on a lim f (utp(n)) = f(x0). Ceci contredit le fait que
n—-+oo

On montre de maniére analogue que I est minoré.

e I est donc un intervalle borné de R. Posons m = Inf(I) et M = Sup(I). m et M sont deux réels tels que

Im,M[C I C [m,M].
Montrons que la borne supérieure M de f sur I est atteinte. Puisque M = Sup{f(x), x € [a,b]}, pour tout n € N*, il existe v, € I

1
tel que M — ~ < vn < M. D’aprés le théoréme des gendarmes, la suite (vn), .. converge vers M.

Pour chaque n € N*, il existe un € [a,b] tel que f(un) = vn. De nouveau, la suite (un), est une suite d’éléments de [a, b]

et d’aprés le théoréme de BOoLzZANO-WEIERSTRASS, on peut extraire de la suite (un)neN une sous-suite (u@(n))nEN convergeant

vers un certain réel xo de [a,b]. Puisque f est continue en xo, la suite (f (uq,(n))) converge vers f (xg). D’autre part, la suite

neN
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(f (u@(n)))nEN est extraite de la suite (f (un)), oy qui converge vers M. On en déduit que la suite (f (u@(n)))
vers M et donc que f(xo) = M. On a montré que M est une valeur atteinte par f.

nen converge aussl

On montre de méme que f atteint sa borne inférieure m et finalement f([a, b]) = [m, M]. On a montré que 'image du segment [a, b]
par la fonction continue f est un segment de R.

a

= Commentaire. Le théoréeme 8 se réénonce parfois sous la forme « l’image continue d’un segment est un segment » ou sous
la forme « si f est une fonction continue sur un segment, f est bornée et atteint ses bornes », cette derniére phrase signifiant que
admet un minimum et un maximum.

3 Fonctions lipschitziennes sur un intervalle

DEFINITION 2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R ou C.

f est lipschitzienne sur I si et seulement si

Jk e R/ V(x,y) € I%, [f(x) — f(y)l < kIx —yl.

Si V(x,y) € 12, [f(x) — f(y)| < klx —yl, on dit que f est k-lipschitzienne. Le nombre k n’est pas unique car si V(x,y) €
12, [f(x) — f(y)l < klx —y) alors par exemple, ¥(x,y) € I?, [f(x) — f(y)l < (k+1)x —yl.

Un résultat immeédiat est

fix) —fy)

Théoréme 9. f est lipschitzienne sur I & Sup {‘
xX—y

‘) (x,y) € 12, X?éy} < +oo.

Exercice 2.
1) Montrer que la fonction x — /x est lipschitzienne sur [T, 4ool.

2) Montrer que la fonction x — /X n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].

Solution 2.

1) Soient x et y deux réels de [1,+ool.

[x —yl Ix —yl 1
— Al = < =[x —yl.

1
Dong, la fonction x +— +/x est =-lipschitzienne sur [1,+ool.

2
2) Soit M = Sup{}@%;/g , (x,y) € 0,112, x ;éy} M est un élément de [0, +o0].
VX—=V0| 1

——=. Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, on obtient M > +o00. Finalement,

x—0 | VX

, (x,y) €0,1]%, x # y} = 400 et donc la fonction x — /x n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].

Pour tout x €]0,1], M >

{5

= Commentaire. Une fonction lipschitzienne & valeurs dans R est une fonction dont les valeurs absolues des pentes des cordes

joignant deux points quelconques de son graphe constituent un ensemble majoré. La fonction x — /X est z—lzpschztzzenne sur

iy . . 1 .
[1,+00[ : les pentes des cordes & son graphe sont positives et inférieures ou égales a 7 qui est la pente de la tangente a son graphe

en son point d’abscisse 1.
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La fonction x — +/x n’est pas lipschitzienne sur [0,1] car ’ensemble des pentes des cordes de son graphe n’est pas majoré.

Théoréme 10. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R ou C.

Si f est lipschitzienne sur I, alors f est continue sur I.

DEMONSTRATION .  Supposons f lipschitzienne sur 1. Il existe k € RY tel que V(x,y) € I%, [f(x) — f(y)| < klx — yl|. Quite a
remplacer k par k+ 1, on peut supposer k > 0, ce que 'on fait.

1ére démonstration. Soit xo € 1. Pour tout x de I, [f(x) — f (x0)] < k|x — x0|. Quand x tend vers xo, k|x — xo| tend vers 0 et donc,
d’aprés le théoréme des gendarmes, Xli)l“)[(l f(x) = f(xo). f est donc continue en xg.
0

X#X(
Ainsi, f est continue en chaque xo de I et finalement f continue sur I.

. . . . € . )
2éme démonstration. Soit xo € 1. Soit € > 0. Soit & = X Soit x un réel de I tel que |x —xo| < «. Alors,

[f(x) = f(xo)l <kPx—yl <k x = =e.

€
k
On a montré que : Vxo € I, Ve > 0, Ja > 0/ Vx € 1| (|[x —xo| < o« = [f(x) — f (x0)| < €). Donc, f est continue en chaque xo de I et
finalement f continue sur I.

a

1
Par exemple, on a vu que la fonction x — /x est z—lipschitzienne sur [1, 4+oo[. La fonction x — /X est donc uniformément

continue sur [1, +ool.

Citons aussi ’'exemple de la fonction 8 — e'9. Pour tous réels 0 et 0,

(© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 7 http ://www.maths-france.fr



.0—0/ .0—0/
166 0—06

i ‘e 7 _—e 2

0+0’
z

= (e :2

sin 0o
2

0—0’
2

gz‘ —lo—0'.

La fonction 0 — €' est 1-lipschitzienne sur R et donc en particulier continue sur R.

Exercice 3. Soit A une partie non vide de R. Pour x € R, on pose da(x) = Inf{lx — al, a € A} (da(x) est la distance
du réel x a la partie A).

1) Montrer que la fonction da est définie sur R.

2) Montrer que la fonction da est continue sur R.

Solution 3.

1) Soit x € R. Soit D ={|x — a|, a € A}. Puisque A n’est pas vide, D n’est pas vide. D’autre part, D est un ensemble de
réels positifs et donc D est minoré par 0. En résumé, D est une partie non vide et minorée de R. On en déduit que D
admet une borne inférieure dans R. Donc, da (x) existe dans R.

On a montré que la fonction da est définie sur R.

2) e Soient x et y deux réels. Soit a € A.

da(x) < x—al=lx—y)+(y—al<Ix—yl+ly—al

Par suite, pour tout a € A, [y —al > da(x) — [x —y|. Le réel da(x) — [x — y| est indépendant de a : ¢’est un minorant
de l'ensemble {ly — al, a € a}. Puisque da(y) est le plus grand des minorants de cet ensemble, on en déduit que
da(x) =[x —y| < da(y). On a montré que

V(x,y) € R, da(x) —dal(y) < x —yl.
e Soient x et y deux réels. En échangeant les roles de x et y, on a aussi : da(y)—da(x) < |ly—x| = [x—yl. |[da(x) — da(y)l
est 'un des deux réels da(x) — da(y) ou da(y) — da(x) et donc |da(x) — da(y)] < [x —y|. On a montré que

V(x,y) € R?, [da(x) — da(y)l < x —yl.

La fonction da est donc 1-lipschitzienne sur R et en particulier la fonction da est continue sur R.

4 Fonctions continues strictement monotones

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R & valeurs dans R.
Rappelons les principaux résultats déja énoncés et démontrés.

e si f est strictement monotone sur I, alors f est injective.
e si  est continue sur I, alors f(I) est un intervalle.

Si on cumule ces deux résultats, on obtient : si f est continue et strictement monotone sur I, alors f réalise une bijection
de I sur J = f(I) qui est un intervalle. On rappelle alors que

e si f est bijective de I sur ] et strictement monotone sur I, alors f~' est strictement monotone sur J, de méme sens
de variation que f.

Vérifions que U'intervalle | est de méme nature que Uintervalle I (ouvert, semi-ouvert, fermé). On suppose que f est continue
et strictement monotone sur I.

ler cas. On suppose que I est un segment [a, b] (a et b réels tels que a < b). On sait déja que f(I) = |:Milllf(x), Male(x)} .
XE Xe

Puisque f est strictement monotone sur I, on a f([a, b]) = [f(a), f(b)] si f est croissante sur I et f([a,b]) = [f(b), f(a)] si f
est décroissante sur 1. Dans ce cas, ] est un intervalle de méme nature que I.

2éme cas. On suppose que [ est un intervalle semi-ouvert [a, b[ (a réel et b réel ou infini tels que a < b). Supposons de
plus f continue et strictement croissante sur [a, b[. On sait que f a une limite en b, réelle ou infinie, et que Vx € [a, bl,
fla) < f(x) < lirrtl’ f(t). Plus précisément, on sait que f(a) = MIin(f) et que lirrtl’ f(t) = Sup(f).

t— t— 1
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Donc f([a, b[) = [Mlin(f), Sup(f) [ = [f(a), lirrtl’ f(t) [
1 t—

t—a

De méme, si f est strictement décroissante sur [a, b[, f([a,b[) = Llinll9 f(t),f(a)] et aussi f(Ja,b]) = |lim f(t),f(b)| si f
—

est strictement croissante et f(]a, b]) = [f(b), tlim f(t) [ si f est strictement décroissante. Dans tous les cas, f([a, b[) est un
—a

intervalle semi-ouvert.

3éme cas. On suppose que [ est un intervalle ouvert Ja,b[ (a et b réels ou infinis tels que a < b). Supposons de plus f

continue et strictement croissante sur [a, b[. On sait que Vx € [a, bl, thm f(t) < f(x) < linll9 f(t). Plus précisément, on sait
—a t—

que lim f(t) = Irllf(f) et que lim f(t) = Sup(f). Donc f(]a,b[) = } Irllf(f), Sup(f) [ :} lim f(t), lirrtl’ f(t) [
1 t—a

t—a t—b 1 t—
De méme, si f est strictement décroissante sur Ja, b[, f(la,b[) = hHé f(t), tlim f(t) |. Dans ce cas, f(]a, b[) est un intervalle
t— —a
ouvert.

On a montré :

Théoréme 11. Soit f une fonction définie sur une intervalle I de R & valeurs dans R.

Si f est continue et strictement monotone sur I alors f réalise une bijection de I sur ] = f(I) qui est alors un intervalle
de méme nature que I (ouvert, semi-ouvert, fermé).

On va maintenant établir que la réciproque ' est continue sur J. On a besoin du lemme suivant :

Théoréme 12. Soit f une fonction définie sur une intervalle I de R a valeurs dans R, strictement monotone sur I.

f est continue sur I si et seulement si f(I) est un intervalle.

DEMONSTRATION . On sait déja que si f est continue sur 'intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Réciproquement, supposons que f(I) soit un intervalle que ’on note J. Quite a remplacer f par —f (qui est aussi strictement monotone
sur 1), on supposera que f est strictement croissante sur I.

Soit xo un élément de I qui n’est pas une borne de I. Montrons que f est continue en xo. Puisque f est strictement croissante sur
I, on sait que f admet en xo des limites & gauche et & droite que 'on note f (Xa) et f (XZ)L) respectivement (f (Xa) = Xlgg f(x) et
0
x<Xg
f(x{) = XILQO f(x)) et que f (xg) < f(xo) < T (x).

xX>X(

Supposons par ’absurde f non continue en xo. Alors, par exemple, f (Xg) < f(x0) de sorte que l'intervalle ]f xg) , f (xo)[ n’est pas
vide. On sait que pour x € I N]—oo, xol, f(x) < f (Xa) et que pour x € 1N [xg,+ool, f(x) > T (x0). Ainsi, f(I) N ]—oo,f (Xg)} + et
f(I) N [f (xo0) , +ool # @ mais f(I) N ]f (xg) , T (x0) [ = & ce qui contredit le fait que f(I) est un intervalle.

La démarche est analogue si xo est une borne de I.

A
On peut maintenant établir :
Théoréme 13. Soit f une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle I & valeurs dans R.
f réalise une bijection (encore notée f) de I sur ] = f(I) qui est un intervalle de méme nature que I et la réciproque
f~1 de f est continue sur J.
DEMONSTRATION . f | est strictement monotone sur ] et ! (J) = I est un intervalle de R. D’aprés le théoréme 12, 1 est
continue sur J.

A

= Commentaire. La continuité de la réciproque n’a rien d’anecdotique. En deuxiéme année, on s’intéressera & la continuité
d’une application dans une situation beaucoup plus générale que le cadre des fonctions de R dans R. La réciproque d’une bijection
ne sera alors pas automatiquement continue.

On peut citer aujourd’hui un exemple de bijection dont la réciproque m’est pas continue. Soit f : [0,2n[ — U . f est une
8 = e
bijection, continue sur [0,27t[ car ses parties réelles et imaginaires le sont ou aussi car f est 1-lipschitzienne. La réciproque de f
est 11 U — [0,2n] o Arg(z) est Uargument de z qui appartient & [0,2n[. Maintenant, =" n’est pas continue en 1 car
z —  Arg(z)
lim f'(z)=2n£0=f"(1).

z—1
zeU, Im(z)<0
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On termine par un résultat plus fin que le résultat : « si f est strictement monotone, alors f est injective ».

Théoréme 14. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I & valeurs dans R.

Si f est injective, alors f est strictement monotone.

DEMONSTRATION . On montre la contraposée : si f n’est pas strictement monotone sur I, alors f n’est pas injective sur I.

Supposons f non strictement monotone sur I. Il existe donc trois réels x1, x2 et x3 de I tels que x1 < x2 < x3 et ou bien f (x7) < f(x2)
et T(x3) < T(x2), ou bien f(x1) > f(x2) et f(x3) > f(x2). Quite & remplacer f par —f (qui est continue et non strictement monotone
sur 1), on peut supposer que f(x1) < f(x2) et f(x3) < f(x2).

Sif(x1) =f(x2) ou f(x3) ="f(x2), f n’est pas injective et c’est fini. Supposons maintenant que f (x1) < f(x2) et f(x3) < f(x2). Soit
v un réel de lintervalle IMax {f (x1),f (x3)}, f (x2)[ (qui n’est pas vide). Puisque f (x1) <y < f(x2) et que f est continue sur [x1,x2],
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe & €]x1,x2[ tel que f() =y. De méme, il existe 3 € ]x2,x3[ tel que f(B) =y.

Puisque & < x2 < 3, o et B sont deux réels distincts et éléments de I tels que f(«) = f(B). Donc, f n’est pas injective.

Par contraposition, si f est injective et continue sur I, alors f est strictement monotone sur 1.
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