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1 Limite en un point. Définitions
La notion de limite de fonction est trés fastidieuse a définir en raison du grand nombre de situations différentes a analyser.
Il vous faudra vous armer de patience pour lire tout ce qui suit.

Dans ce chapitre, quand on dit que le réel x est au voisinage du réel a, cela signifie que x appartient & un ensemble de
réels contenant un intervalle de la forme [x — o, x + & ot &« > 0.

Quand on dit que le réel x est au voisinage de +oo (resp. —o0), cela signifie que x appartient & un ensemble de réels
contenant un intervalle de la forme [A, +oo[ (resp. | — 0o, A]) ot A est un réel.

1.1 Limite finie en un réel.

1.1.1 Définition

DEFINITION 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans
R (resp. C). Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est une extrémité de I (et pas nécessairement dans I). Soit ¢ un
réel (resp. un complexe).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers a si et seulement si

Ve >0, da>0/Vxel, (x—al<a=|f(x) - <e).

Comme le prévoit le programme officiel, la définition précédente est donnée avec des inégalités larges. Elle pourrait tout
autant étre donnée avec des inégalités strictes comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans R
(resp. C). Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est une extrémité de I (et pas nécessairement dans I). Soit € un réel
(resp. un complexe).

f(x) tend vers £ quand x tend vers a si et seulement si

Ve >0, da>0/Vxel, (x—al<a=If(x)—{ <e).

DEMONSTRATION .

e Supposons que Ve > 0, Jou > 0/ Vx € I, (x —a| < o = |f(x) — £ < ¢). Soit € > 0. Soit ¢/ = % Le réel ¢’ est un réel strictement

positif et strictement inférieur & e. Il existe un réel o > 0 tel que, si x est un réel élément de I tel que [x — a| < «, alors [f(x) — £ < ¢’.
Si x est un élément de I,

k—a<a=xk—a<a=fx)—0<e = [f(x) =l <e.
On a montré que Ve >0, >0/ Vx €[, (|x —a| < a = [f(x) — | < ¢).
e Supposons que Ve >0, Jax >0/ Vx €I, (x — al < & = |f(x) — | < €). Soit &€ > 0. Il existe un réel strictement positif «’ tel que, si

i

. [0 , . .. . e s
x est un élément de I tel que [x — a| < ', alors |f(x) — €] < . Soit o« = 5 est un réel strictement positif et strictement inférieur

a o’. Si x est un élément de I,

k—a<a=x—a <o =f(x) =l <e=f(x) =0 <e.
On a montré que Ve >0, Ja >0/ Vx €, (x —a| < o= [f(x) — €| < ¢).

Théoréme 2 (unicité de la limite). Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non
nulle, & valeurs dans R (resp. C). Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est une extrémité de I (et pas nécessairement
dans I). Soient { et ¢’ deux réels (resp. deux complexes).

Si f(x) tend vers £ et £’ quand x tend vers a, alors { = ¢’.

€
DEMONSTRATION .  Soit € > 0. Il existe o« > 0 et o’ > 0 tels que, si x est un élément de I vérifiant [x — a| < «, alors [f(x) —{| < 7

. . €
et si x est un élément de I vérifiant [x — a| < «’, alors [f(x) — '] < 5

Soit xp un élément de I NJa — Min{x, &'}, a + Min{a, o’}[ (Min{et, &’} > 0 et donc xo existe). Alors,

€

228.

60— = |0—f(x0) +f(x0) = &'| <[0—f(xo)|+|f(x0) = €| < %—i—
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Finalement, pour tout ¢ > 0, [{—£'| < &. Ainsi, |[{ —£'| est un réel positif ou nul qui est strictement plus petit que tout réel strictement
positif et qui est en particulier différent de tout réel strictement positif. Il ne reste que [{ — €| = 0 puis ¢ = {’.
a

Ainsi, en cas d’existence, la limite est unique. Quand f(x) tend vers { quand x tend vers a, on peut donc écrire lim f(x) ={
XxX—a

ou plus simplement lim f = £ ou aussi f(x) — £
a xX—a

Dans l'égalité lim f(x) = {, la variable x est muette (lim f(x) = lim f(y)) ou encore lim f(x) n’est pas une
X—a X—a y—a xXxX—a

fonction de x. Une phrase du genre « ¥x € I, lim f(x) =...» n’a absolument aucun sens.
X—a

Visualisons maintenant la définition 1 sur un graphique dans le cas d’une fonction & valeurs réelles. Pour chaque ¢ > 0,
I'intervalle ]€ — €, £+ €[ contient tous les f(x) o x €]la — &, a + [N, & ayant été choisi suffisamment petit en fonction de €.

4 e
(4

f(x)
{—en

1o T
4 YL
/ a—o xa a-+ «

DEFINITION 2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans
R (resp. C). Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est une extrémité de I (et pas nécessairement dans I).

On dit que f converge en a si et seulement si il existe £ un réel (resp. un complexe) tel que f(x) tend vers { quand x
tend vers a.

Théoréme 3. Si a appartient & I et si f converge en a, alors nécessairement lim f(x) = f(a).
X—a

DEMONSTRATION .  Soit ¢ > 0. D’aprés le théoréme 1, il existe o« > 0 tel que pour x € I, si [x — a| < «, alors [f(x) — ] < €. Le
réel x = a est un réel de I tel que [x — a| < «. On en déduit que [f(a) — €] < €.

Ainsi, pour tout ¢ > 0, |f(a) — €| < €. Le réel |[f(a) — {| est un réel positif strictement plus petit que tout réel strictement positif et
en particulier différent de tout réel strictement positif. Il ne reste que [f(a) — €] = 0 et donc £ = f(a).
a

Dans le cas ot le réel a appartient a U'intervalle I (le domaine de définition de la fonction f), la limite que nous venons de
définir s’avére souvent peu pratique a utiliser. Considérons par exemple la fonction f définie sur I =] — oo, +oo[ par : pour

tout réel x, f(x) = { Isix=0 . Voici son graphe

O0six#0

=
==
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Nous avons envie de dire que f(x) tend vers 0 quand x tend vers 0 et que cette valeur limite, & savoir 0, n’est pas f(0) qui
est égal 4 1, ceci traduisant la discontinuité de la fonction f en 0. Pourtant, avec la définition de la limite que nous avons
adoptée, lirr%) f(x) n’existe pas. Vérifions-le explicitement.

X—

1
Si lir% f(x) = € existe, lirr%) f(x) est nécessairement égale a 1 d’aprés le théoréme 3. Soit alors ¢ = 5 Soit « un réel
X— xX—

strictement positif quelconque. Le réel x = « est un réel tel que [x — 0| < awet [f(x) = =10—1]=1>¢.

Ainsi, 3¢ > 0/ Voo > 0, Ix € R/ (]x — 0] < ac et [f(x) — 1| > €). Donc, f ne converge pas vers 1 en 0 puis lir% f(x) n’existe
X—

pas.

Ici, un autre type de limite existe : la limite de f(x) quand x tend vers 0 en restant différent de 0. Cette limite, notée
lim f(x), existe et vaut 0.
x—0
x#0
En résumé, ici, 111% f(x) n’existe pas et lim f(x) = 0. Ceci nous améne a la définition suivante :
xX— x—
x#0

DEFINITION 3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans
R (resp. C). Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est une extrémité de I (et pas nécessairement dans I). Soit ¢ un
réel (resp. un complexe).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers a en restant différent de a et on écrit ’ll_rﬂl f(x) = € si et seulement

xX#£a
si

Ve>0, da>0/Vxel, (0<|x—da<a=|f(x)—1{ <e).

= Commentaire.

o La seule nuance avec la définition 1 est que dans la définition 2, x n’est égal a a (Ix —al > 0).

© Si a n'est pas dans le domaine de définition de f, la limite de la définition 2 est la méme que la limite de la définition 1. Par
sin x
=1.

. ... sinx .
exemple, on peut écrire au choixz lim —— =1 ou lim
x—0 X x—0 X
x#0
o Quand ligl f(x) existe dans R (ou C), on dit aussi que la fonction f converge en a.
X a
X#a

Théoréme 4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, a valeurs dans R
(resp. C). Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est une extrémité de I (et pas nécessairement dans I).

Si f converge en a, alors f est bornée au voisinage de a ou encore il existe & > 0 tel que f est bornée sur [a—«, a+«]NL.

DEMONSTRATION . Supposons que f est converge vers un certain un nombre { en a. On applique la définition 1 avec ¢ =1 : il

existe o > 0 tel que, pour x € [a—a,a+ o] NI, [f(x) —€ < 1. Pour x € [a— ax,a+ ] N1, on a alors

IFO)N = 1F(x) — €4 € < €] + If(x) — & < e + 1.

f est alors bornée sur [a — o, a + ] N 1.

Remarque. Le théoréme 4 est également valable avec la limite de la limite de la définition 2.

3x—1 2
Exercice 1. Montrer, en revenant a la définition, que lim —— = —.
x—1 X+ 2 3

Solution 1. Soit ¢ > 0. Soit x €] — 2, +ool.

f(x)_z C3x=1 2 | x=7 | 7x—1I
30 [ x+2 3| [3x+2)| 3x+2°
. 2 7 7
Prenons déja x dans [0,2]. Alors, |x 4+ 2| > 2 puis |f(x) — 3 < me— 1= g\x— 1l.

6¢
Soit alors o« = Min {1, 7} o est un réel strictement positif. Si x est un réel tel que [x — 1| < «, on a en particulier

2 7
Ix — 1| < 1 ou encore x € [0,2]. On a donc f(x)——‘ < =[x —1|. Mais on a aussi [x — 1| < 6—78 et donc

3 6
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2 2
On a montré que : Ve > 0, Jax > 0/ Vx €]—2, 400, (x —1I<a= ‘f(x) — —‘ < s) . Donc, lin% f(x) existe et lim f(x) =
x—

x—1 3

1.1.2 Limite a droite, limite a gauche

DEFINITION 4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans
R (resp. C). Soit € un réel (resp. un complexe).

1) Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est extrémité droite de I (et pas nécessairement dans I).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers a par valeurs inférieures et on écrit )}g% f(x) = € si et seulement
x<a
si

Ve>0, da>0/Vxel, (—as<x—a<0=|f(x)—{ <e).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers a par valeurs inférieures en restant différent de a et on écrit
lim f(x) = ¢ si et seulement si

XxX—a

x<a

Ve>0, da>0/Vxel, (—as<x—a<0=|f(x)—¢{ <L e).

2) Soit a un réel qui, soit est dans I, soit est Pextrémité gauche de I (et pas nécessairement dans I).

On dit que f(x) tend vers £ quand x tend vers a par valeurs supérieures et on écrit ’1151111 f(x) = € si et seulement
x=>a
si

Ve>0, da>0/Vxel, 0<x—a<a=|f(x)—{ <¢).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers a par valeurs supérieures en restant différent de a et on
écrit lim f(x) = £ si et seulement si

XxX—a

X>a

Ve>0, da>0/Vxel, 0<x—a<a=[f(x)—¥{<Le).

Ainsi, par exemple, lim |[x| = 0, lim |x| n’existe pas, lim |x] = lim |x] = [1] = 1 (o2 | | désigne la fonction « partie
x—] x—1] x—] x—1]
x<1 x<1 x>1 x>1
entiére »).
De maniére générale, si a € 1 et si )}13}1 f(x) existe dans R ou C, alors nécessairement %g% f(x) = f(a) et de méme pour
x<a x<a
lim f(x).

x—a
x=a

Dans la pratique des classes préparatoires, il est fréquent qu’une fonction soit définie sur un ensemble qui n’est pas un
sin(x
() est définie sur R* =] — oo, 0[U]0, +-co[. La

X
notion de limite & droite ou a gauche permet de généraliser la notion de limite en un réel.

intervalle mais une réunion d’intervalles. Par exemple, la fonction x —

DEFINITION 5. Soit I un intervalle de R, non vide et de longueur non nulle. Soit a un réel de I, qui n’est pas une
extrémité de I. Soit f une fonction définie sur I\ {a} & valeurs dans R (resp. C). Soit € un réel (resp. un complexe).

f(x) tend vers £ quand x tend vers a si et seulement si

Ve >0, da>0/Vxel\{a}, ((x—al<a=|f(x)—{ <Le).

Théoréme 5. Soit I un intervalle de R, non vide et de longueur non nulle. Soit a un réel de I, qui n’est pas une
extrémité de I. Soit f une fonction définie sur I\ {a} & valeurs dans R (resp. C).

f a une limite réelle (resp. complexe) en a si et seulement si f a une limite & droite réelle (resp. complexe) et une limite
a gauche réelle (resp. complexe) en a et ces limites sont égales.

De plus, si f a une limite réelle en a, lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
x—a x—a x—a

x<a x=a
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DEMONSTRATION .

e Supposons que f ait une limite réelle (resp. complexe) £ en a. Soit ¢ > 0. Il existe « > 0 tel que pour tout x € I\ {a},
x—al < o= [f(x) - <e)
Mais alors, pour tout x € [\{a}, (0 <x—a< a=x—al <a=|[f(x) —{ <e¢). Ainsi,

Ve>0,Jda>0/VxeI\{a}, (0 <x—a<a=|f(x)—{ <e).

Ceci montre que f a une limite & droite en a et que ill)r}l f(x) = £. De méme, f a une limite & gauche en a et que )113(11 f(x) = L.

x=>a x<a
Finalement, f a une limite & droite et & gauche en a et lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
ey X<a xoa

e Supposons que f ait une limite a droite réelle (resp. complexe) et une limite a droite réelle (resp. complexe) en a et que ces limites
soient égales & un certain réel (resp. complexe) (.

Soit ¢ > 0. Il existe oc1 > 0 tel que pour tout x € T\ {a}, (0 < x—a < a1 = [f(x) — € < ¢) et il existe oz > 0 tel que pour tout
x € I\{a}, (o2 <x—a< 0= [f(x) -l < &)

Soit o« = Min{a1, 2}, « est un réel strictement positif. Soit x un réel de I\ {a} tel que |x — a|] < «.
Six>a x—a<a=20<x—a<a=flx)—{<e.
Six<a. lx—a<a=—x<x—a<0=|f(x) - <e.

On a montré que

Ve > 0,Jac >0/ Vx € I\{a}, (Ix —a] < ax=[f(x) —{ <e).

Donc, f a une limite réelle (resp. complexe) et de plus, lim f(x) = )113(11 f(x) = ilgll] f(x). a

x=>a x<a

Exercice 2. Soient a et b deux réels. Soit f la fonction définie sur R* par :

bx _
¢ ]six<0
vx € R*, f(x) = \/xxﬂ—a

X

six >0

Déterminer a et b tels que f ait une limite réelle quand x tend vers 0. Préciser cette limite en cas d’existence.

Solution 2. f est définie sur R*. f a une limite réelle en O si et seulement si f a une limite réelle a droite et a gauche en 0
et ces limites sont égales.

ebx —1 eb* —1
e Sib#0, pour x <0, f(x) = —— =b x ———— puis
X bx
) ) ebx__ ) eX__]
i T A
x<0 x<0

Si b = 0, pour tout x < 0, f(x) = 0 puis hn}) f(x) = 0. Finalement, pour tout réel b, f a une limite réelle & gauche en 0
X<0
égale 4 b.

Vx+4—a

e Si a # 2, le numérateur de la fraction ———— ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0 alors que le dénominateur

X
tend vers 0. Dans ce cas, f n’a pas de limite a droite réelle en 0.
Si a =2, pour tout réel x > 0,

:\/m—zz(m—z)(\/mu) x+4—4 1

) » x(xid+2) x(Ard+2)  Vara+2

1 1 1
Par suite, lim f(x) = lim = =-.
T fb) = i = = o2 4
x>0 x>0
1 1
e Ainsi, f a une limite réelle en 0 si et seulement sia=2et b = 1 et dans ce cas, lin%) f(x) = T
x—)
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1.1.3 Lien avec les limites de suites

Avec les notations des paragraphes précédents,

Théoréme 6. Si f a une limite réelle (resp. complexe) £ en a, alors pour tout suite (i)
I\ {a}), convergente, de limite a, la suite (f (un)), o, est convergente, de limite €.

nen d’éléments de T (ou

DEMONSTRATION . Soit (Un), ., une suite d’éléments de I (ou T\ {a}), convergeant vers a.

Soit & > 0. Il existe o > 0 tel que,pour tout x de I (ou I'\{a}), si [x — a| < «, alors [f(x) — {| < &. Puisque la suite (un), ., converge
vers a et que « est un réel strictement positif, il existe un rang no tel que, pour n > ne, on a [un, —al < o
Pour n entier naturel supérieur ou égal a no, on a alors |f (un) — | < ¢.

On a montré que : Ve >0, Ino € N/ Vn € N, (n = no = [f (un) — | < ¢). Ainsi, la suite (f (un)), ., converge et lim f(un) = ¢.

ne n—+oo
]

Le théoréme précédent peut étre utilisé de différentes fagons. Son utilisation la plus immeédiate est par exemple : lirJrrl en
n—-+oo

0 = 1. Mais il peut étre utilisé aussi pour prouver qu'une fonction n’a pas de limite.
Exemple 1. Montrons que Xq, la fonction caractéristique de Q, n’a pas de limite en tout réel xo.
1 1 1
Soit xo un rationnel. Alors, pour tout n € N*, xo + — € Q puis 1g <Xo + —) = 1. La suite (un),cp- = <xo + —)
n n nenN*

converge vers Xg et la suite (1g (un)) converge vers 1.

nen*

2 2 2
De méme, pour tout n € N*, xo + £ ¢ Q puis 1g (xo + £> = 0. La suite (vn), g = <x0 + £> converge vers
n n n
neN*

X0 et la suite (1g (vn)) converge vers 0.

nen*

On a trouvé deux suites (Wn), o+ €t (Va), oy convergeant vers xo telles que les suites (g (Un)), gy €t (Lo (Vi) epe
convergent vers des limites différentes. Ceci montre que la fonction 1g n’a pas de limite en xo.

La démarche est analogue si xo ¢ Q. a
1

Exemple 2. Pour x € R*, posons f(x) = sin (—) . Montrons que la fonction f n’a pas de limite en 0. Pour n € N*, posons
X

Up = — et vy = - (Un)peps €t (Vn) ey sont deux suites convergentes de limite 0.

nr ; + 2nm
Pour n € N*, f (un) = sin(nm) = 0. Donc, la suite (f (un)), ¢y~ converge et a pour limite 0.
Pour n € N*, f(vy,,) =

( + 21’17'[) = 1. Dong, la suite (f (vn)), ¢y~ converge et a pour limite 1.
(

On a trouvé deux suites (Un),cp €t (Vi)pcp- Convergeant vers 0 telles que les suites (f(un)),cp- et (f (Vi) cpe
convergent vers des limites différentes. Donc, la fonction f n’a pas de limite en 0.

s
On aurait pu aussi considérer la suite (W), oy = (E —|—n7r) . Pour n € N, f(wy) = (=1)". Ainsi, la suite (Wn), ¢y
neN

converge vers 0 et la suite (f (wn)), ¢, diverge. Cette constatation montre également que la fonction f n’a pas de limite
en 0. a

Le théoréme 6 admet une réciproque assez délicate :

Théoréme 6 bis.
Si pour tout suite (un), ) d’éléments de I (ou I'\{a}), convergente, de limite a, la suite (f (un)),y est convergente,
alors f a une limite réelle (resp. complexe) en a.

DEMONSTRATION .

e Soient (Un), ¢y et (Vn), oy deux suites d’éléments de I (ou de T\{a}), convergentes de limite a. Par hypothése, les suites (f (in))
et (f (vn)),c, convergent. Notons { et ¢’ leurs limites respectives. Vérifions que { = (.

Soit (Wn)nEN la suite définie par : Vn € N, wan = Un et Wont1 = V. Les deux suites extraites (Wzn)nEN et (Wani1 )nelN convergent
et ont méme limite, & savoir a. On sait alors que la suite (Wn), ., converge et a pour limite a. Mais alors par hypothése, la suite
(f (Wn))cp converge. On en déduit que les deux suites extraites (f (un)), oy = (f (W2n)) e €6 (f (vn)) e = (F (Wans1)), ¢ o0t la
méme limite. Ceci montre que { = ',

nenN

Ainsi, toutes les suites (f (un)), ¢y, OU (Un), ¢y, €St une suite d’éléments de I (ou de I\{a}), convergente de limite a, convergent vers
la méme limite. Notons { cette limite.
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e Montrons alors que la fonction f tend vers { quand x tend vers a (ou quand x tend vers a en restant différent de a). Supposons
par I'absurde que la fonction f tend vers { quand x tend vers a. Donc,

Je>0/Va>0, Ixel(oul\{a})/ (Ix —al < xet|f(x) =L >¢e) (%)

¢ est ainsi dorénavant fixé. (*) permet en particulier d’affirmer que

vneN, Ixn €I (oul\{a})/ [xn —a|] < et [f(xn) —1L] > e.

n+1

1
Puisque Vn € N, [xn —a| < T la suite (xn),c, est une suite d’éléments de I (ou I\ {a}), convergente, de limite a. Puisque
n

vn € N, [f (xn) — € > ¢, la suite (f (xn)), c,, ne converge pas vers {. Ceci est une contradiction et on a donc montré que la fonction
f tend vers { quand x tend vers a (ou quand x tend vers a en restant différent de a). a

1.2 Limite finie en oo

DEFINITION 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme Ja, +oo[, a réel ou égal & —oco, & valeurs dans
R (resp. C). Soit € un réel (resp. un complexe).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers +oo si et seulement si

Ve>0, JAeR/Vxel, (x>A=|f(x)—<e¢).

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme | — oo, al, a réel ou égal a +o00, a valeurs dans R (resp. C).
Soit { un réel (resp. un complexe).

On dit que f(x) tend vers { quand x tend vers —oo si et seulement si

Ve>0,IAcR/¥xel, (x<A=[f(x)—1{ <e).

Les divers résultats sont identiques & ceux concernant une limite finie en un réel. Nous donnons ces résultats sans démons-
tration la plupart du temps :

Théoréme 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme ]a, 4+ool, a réel ou égal & —oo, & valeurs dans
R (resp. C). Soit € un réel (resp. un complexe).

f(x) tend vers £ quand x tend vers +oo si et seulement si

Ve>0,JAeR/Vxel, (x>A=If(x)—{<e¢).

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme ] — oo, a, a réel ou égal & +o00, & valeurs dans R (resp. C).
Soit { un réel (resp. un complexe).

f(x) tend vers £ quand x tend vers —oo si et seulement si

Ve>0,JAeR/Vxel, x<A=If(x)—{<e¢).

Ensuite, avec les notations précédentes,

Théoréme 8 (unicité de la limite). Soient { et {’ deux réels (resp. deux complexes).

Si f(x) tend vers { et £’ quand x tend vers +oo (resp. —o0), alors £ = ¢'.

Par suite, quand f(x) tend vers £ quand x tend vers 4+oco (resp. —c0), on peut maintenant écrire ligl f(x) = € (resp.
X—+00
lim f(x) = {) ou plus simplement limf =€ (resp. imf ={) ou aussi f(x) — (€ (resp. f(x) — ().
X——00 +oo —0o0 xX—+00 X——00

Théoréme 9. Si f converge en +oco (resp. —oo), alors f est bornée au voisinage de +00 (resp. —oo) ou encore il existe
A € R tel que f est bornée sur JA, +oo[NI (resp. ] — oo, A[N]).

Théoréme 10 (lien avec les limites de suites). Si f(x) tend vers £, réel ou complexe, quand x tend vers +oo (resp.
—00), alors pour toute suite (un ),y d’éléments de I tendant vers 400 (resp. —00), la suite (f (wn)), ¢, converge vers

(.

DEMONSTRATION . Montrons le résultat quand lim f(x) = {. Soit (un)

y une suite d’éléments de I tendant vers +oco quand
xX—+o00

ne
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n tend vers 4o0.

Soit € > 0. Puisque lim f(x) = ¢, il existe un réel A tel que, pour tout x de I, si x > A, alors [f(x) —{| < €. Puisque lim un = o0,
X—+00 n—+oo
il existe un rang no tel que, pour n > np, un > A.

Soit m > ng. un est un réel de I vérifiant un > A. Mais alors, |f (un) — ] < €.

On a montré que : Ve > 0, Ing € N/ Vn € N, (n > no = [f (un) — | < ¢). Dong, la suite (f (un)),, ,, converge vers {.

1.3 Limite infinie en un réel

DEFINITION 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans
R et soit a un réel qui est une extrémité de I (resp. soit I un intervalle de R, non vide et de longueur non nulle, soit a
un réel de I puis f une fonction définie sur I\ {a} a valeurs dans R).

On dit que f(x) tend vers +oo quand x tend vers a, et on écrit lim f(x) = 400, si et seulement si
X—a

VAER, Ja>0/Vxel, (x—al<a=f(x) >A) (resp. Vx € I\ {a}, (x —a| < ax= f(x) > A)).

On dit que f(x) tend vers —oo quand x tend vers a, et on écrit lim f(x) = —oo, si et seulement si
XxX—a

VAER, da>0/Vxel, ([x—al<a= f(x) <A) (resp. Vx € I\ {a}, (x—a] < x = f(x) < A)).

1
Exemple. Montrons, en revenant & la définition, que 1'on a lin%) — = too.
x—0 X

1
Soit A un réel. Si A < 0, pour tout x de R* on a 2 > A et en particulier, il existe « > 0 (par exemple & = 1) tel que,

1
pour tout x de R*, si [x — 0] < «, alors — = A.
X
Supposons maintenant A > 0. Soit x un réel non nul.

1 1
Le réel & = —= est un réel strictement positif tel que, pour tout réel non nul x, si [x — 0] < «, alors — > A.

VA

1 1
On a montré que : VA € R, Ja > 0/ Vx € R*, (le <a= == A). Donge, lim — = +oo0.
X x—0 X

x2

-3 -2 -1«

On a aussi la notion de limite a droite ou & gauche infinie en un réel. Avec des notations adaptées :
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DEFINITION 7 BIS. On dit que f(x) tend vers +oco quand x tend vers a par valeurs supérieures, et on écrit
lim f(x) = +o0, si et seulement si

X—a

x=>a

VAER, Ja>0/Vxel, 0<x—a<a=f(x)>A).

On dit que f(x) tend vers +oo quand x tend vers a par valeurs supérieures en restant différent de a, et on
écrit lim f(x) = 400, si et seulement si

XxX—a

X>a

VAER, dau>0/Vxel, 0<x—a<a=f(x)>A).

On dit que f(x) tend vers —co quand x tend vers a par valeurs supérieures, et on écrit )}% f(x) = —o0, si et
x=a
seulement si

VAER, Ja>0/Vxel, ( 0<x—a<a=f(x)<A).

On dit que f(x) tend vers —oo quand x tend vers a par valeurs supérieures en restant différent de a, et on
écrit lim f(x) = —o0, si et seulement si

XxX—a

X>a

VAER, Ja>0/Vxel, 0<x—a<a= f(x)<A).

DEFINITION 7 TER. On dit que f(x) tend vers +oco quand x tend vers a par valeurs inférieures, et on écrit
lim f(x) = +o0, si et seulement si

XxX—a

x<a

VAER, da>0/Vxel, (—a<x—a<0=f(x)>A).

On dit que f(x) tend vers +oco quand x tend vers a par valeurs inférieures en restant différent de a, et on
écrit lim f(x) = 400, si et seulement si
XxX—a
x<a
VAER, Ja>0/Vxel, (—a<x—a<0=f(x) >A).
On dit que f(x) tend vers —co quand x tend vers a par valeurs inférieures, et on écrit )}1_1;(11 f(x) = —o0, si et

x<a
seulement si

VAER, Ja>0/Vxel, (—a<x—a<0=f(x)<A).

On dit que f(x) tend vers —co quand x tend vers a par valeurs inférieures en restant différent de a, et on
écrit )}1_1;(11 f(x) = —oo, si et seulement si

x<a
VAER, Ja>0/Vxel, (—a<x—a<0= f(x) <A).
. .1 ]
Ainsi, par exemple, lim — = —oco et lim — = +oc0.
x—0 X x—0 X
x<0 x>0

Les différents résultats des paragraphes précédents restent valables en adaptant : définitions pouvant étre fournies avec
des inégalités strictes, lien avec les limites de suites ...
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1.4 Limite infinie en +oo

DEFINITION 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme Ja, +ool, a réel ou égal & —oco, & valeurs dans
R.

On dit que f(x) tend vers +oco quand x tend vers +oo et on écrit 1ir+n f(x) = 400 si et seulement si
X—+00

VAeR, BeR/Vxel, (x >B=f(x)>A).

On dit que f(x) tend vers —oo quand x tend vers +oo et on écrit lirf f(x) = —oo si et seulement si
X—+00

VAeR, BeR/Vxel, (x >B=f(x)<A).
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme ] — oo, al, a réel ou égal a +oo, & valeurs dans R.

On dit que f(x) tend vers +o0o quand x tend vers —co et on écrit lim f(x) = +oo si et seulement si
X——00

VAeR, BeR/Vxel, (x<B=f(x)>A).

On dit que f(x) tend vers —oo quand x tend vers —oco et on écrit lim f(x) = —oo si et seulement si
X——00

VAER, BeR/Vxel, (x<B= f(x) <A).

Visualisons sur un graphique la définition de lir_P f(x) = +00. On se donne un réel A lu sur 'axe des ordonnées. On
X—+00

fournit un réel B sur 'axe des abscisses, en fonction du réel A, tel que, si x > B, alors f(x) > A.
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On « résume » maintenant les différentes définitions dans un tableau.

e Soit f définie sur D =1 ou I\ {a}, a réel a valeurs dans R (resp. C). Soit ¢ un réel (resp. un complexe).

lim f(x) =0 & Ve >0, Ja>0/Vx €D, (x—a <a=|f(x) =L <e¢).

X—a
gg%f(x):e@v»o, Ju>0/vxeD, (0<x—al<a=|f(x)—1{ <e).
x#£a
%gglf(x)zé(:)V£>O, Ja>0/VxeD, (0<x—a<a=[f(x)—{<e).

x=a
).

)}in(llf(x)zé(:)b’e>0, Jau>0/VxeD, (0<x—a<a=|f(x)—{ <
%ixréf(x):€<:>V£>0, Ju>0/VxeD, (—a<x—a<0=|f(x)—1{ <¢).

o

lig%lf( x)=0&Ve>0, da>0/VxeD, (—a<x—a<0=|[f(x)—0 <¢).
x<a
e Soit f définie sur D =]a, +ool ou ] — 0o, al, a réel, a valeurs dans R (resp. C). Soit £ un réel (resp. un complexe).

lim f(x) =& Ve >0, JAER/VxeD, (x> A= [f(x) —l < o).
X (o)
lim f(x) =0& Ve >0, AR/ VxeD, (x <A = [f(x) U <e).

e Soit f définie sur D = I\ {a}, a réel, a valeurs dans R.

lim f(x) =+to0o & VA ER, I >0/VxeD, (x—a <a=f(x) > A).

X—a

%ig}lf(x):—i—oo@VAe[R,Ech>0/Vx€D, O<lx—al <a=f(x)=A).

x#£a
)}%f(x)z—l—oo(z)b’f\éﬂ?, Ju>0/VxeD, (0<x—a<a= f(x)>A).
x=a
)}%f(x)z—l—oo(z)b’f\éﬂ?, Ju>0/VxeD, (0<x—a<a=f(x)=>A).

X>a
%ig%lf(x):—l—oo@VAE[R, Jau>0/vxeD, (—a<x—a<0=f(x) > A).
x<a
)}%f{x)z—l—oo@}VAE[R, Jau>0/VxeD, (—a<x—a<0=f(x) > A).

x<a

1iixlf(x):—oo<:>VA€[R,Ech>0/VX€D,(\x—aIécx:>f() A).
%ig}lf(x):—oo@VAe[R,Ech>0/Vx€D,(0<|x—a| o= f(x) <A).
x#£a
)}i_x}}lf(x):—oo@VAe[R,Ech>0/Vx€D,(ng—agocéf() A).
x=a

)}i_x}}lf(x):—oo@VAe[R,Ech>0/Vx€D,(0<x—a§océf() A).
X>a
%ig}lf(x):—oo@VAe[R,Ech>0/Vx€D,(—och—a 0= f(x) <A).
x<a
)}%f{x):—oo(:}VAe[R,Ech>0/Vx€D,(—och—a<0:>f() A).
x<a

e Soit  définie sur D =]a, +ool ou ] — 0o, al, a réel, a valeurs dans R.

lim_f(x) =+00 & YA €R, 3B €R/¥x €D, (x > B = f(x) > A).
Xll}l}rloof(x):—OO@VAE[R, FBeR/VxeD, (x=>B=f(x) <A).
lim f(x) = 400 < VA € R, 3B € R/ Vx € D, (x < B = f(x) > A).
:Elzfof(x):—oo@VAe[R, JB e R/ Vx €D, (x <B=f(x) <A)

C’est une compétence de base & acquérir rapidement, que de savoir fournir immédiatement la définition d’une limite

donnée.

2 Opérations sur les limites

Ce qui suit est quasiment un copier-coller du paragraphe « Opérations sur les limites » du chapitre sur les suites.
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2.1 Combinaisons linéaires

Théoréme 11. a est un réel ou —co ou +o0. { et £’ sont deux réels (resp. deux complexes).

Si lim f(x) = € et lim g(x) = ¢/, alors pour tout (A,n) € R? (resp. C?), la fonction Af + pg a une limite en a et
X—a X—a

lim (Af(x) + ug(x)) = AL+ pul’ = A lim f(x) + p lim g(x).

x—a x—a x—a

DEMONSTRATION .
e Cas ou a réel. Soit € > 0. Il existe a7 > 0 tel que, pour tout x de I, si |x — a| < a1, alors [f(x) — €] < m et il existe oz > 0
€
tel que, pour tout x de I, si [x — a| < «z, alors |g(x) — 0| < =——.
J 20+ 1)
Soit & = Min{o1, 2} « est un réel strictement positif. Pour x € I tel que [x — a] < «. Alors, [x — a|] < «; et donc [f(x)] < m

mais aussi [x — a| < az et done |g(x)] < > . Par suite,

__ £
(I +1)

|(M(x) + pg(x)) — (AL + ") = A(f(x) — €) + plg(x) — )]

3 £

< JAIf(x) — €] + x) =< *
INIFGx) = 8+ Iullg(x) — €1 < Mgy + M5y

€ 3
S N+ N grmr—s + (I + 1) s
Dy W g
_£+£—5
_iifle

On a montré que : Ve >0, Ja >0/ Vx € I, (x —a] < o = [(Af(x) + ng(x)) — (M + )] < ¢). Donc, la fonction Af 4+ pg a une limite
en a et de plus, lim (Af(x) 4+ ug(x)) = Al + ue’.

e Cas ol a = +o00. Soit ¢ > 0. Il existe A1 € R tel que, pour tout x de I, si x > Ay, alors [f(x) —{| < 3 et il existe A, € R tel

£
(AI+T1)

€
que, pour tout x de I, si x > A, alors |g(x) — /| < =———.
J 2+ 1)

Soit A = Max{A1,A,}. Comme précédemment, A est un réel tel que si x est un réel de I supérieur ou égal & A, alors

< €.

((AF09) + ug(x)) — A+ ut')] < Wt + Il

€ €
(Al +1 lwl+1)
On a montré que : Ve >0, JA € R/ Vx € I, (x = A = |(M(x) + png(x)) — (M + )| < ¢). Dong, la fonction Af 4 pg a une limite en
+o00 et de plus, Xgriloo()\f(x) +ug(x)) = A+ ul'.

Le cas ol a = —oo se traite de maniére similaire.
a

Une conséquence du théoréme précédent est la possibilité d’analyser la limite d’une fonction & valeurs dans C en analysant
ses parties réelle et imaginaire :

Théoréme 12. a est un réel ou —oo ou +o00. f est une fonction & valeurs dans C.

1) f a une limite finie en a si et seulement si f a une limite finie en a et dans ce cas,

lim f(x) = lim f(x).

XxX—a Xx—a

2) f a une limite finie en a si et seulement si Re(f) et Im(f) ont une limite finie en a et dans ce cas,

lim f(x) = lim (Re(f))(x) + 1 lim (Im(f))(x).

X—a xXxX—a X—a
DEMONSTRATION .
1) Supposons que f ait une limite £ € C en a. Puisque pour tout x de I, |f(x) —{| = ‘f(x) — L] = [f(x) —{, il est immédiat que
lim f(x) = ¢ = lim f(x).
X—a Xx—a _
Réciproquement, si f a une limite { € C en a, en appliquant ce qui précéde a f, f = f a une limite en a puis lim f(x) = lim f(x).
xXx—a xXx—a

_ _ 1 _

2) Si f a une limite £ € C, alors  a une limite en a qui est { puis, d’aprés le théoréme 11, quand x tend vers a, Re(f) = 5 (f + f)

tend vers % (f +f) = Re(l) et Im(f) = % (f7¥) tend vers % (f —f) = Im(¢).
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Réciproquement, si quand x tend vers a, Re(f) tend vers £ € R et Im(f) tend vers ¢’ € R, alors f = Re(f) + ilm(f) tend vers ¢ +il’.
]

Théoréme 13. a est réel ou infini. f et g sont & valeurs dans R.

1) a) Si, quand x tend vers a, f(x) tend +oo (resp. —o0) et si g est bornée au voisinage de a, alors f(x) + g(x) tend
vers +0o (resp. —o0).

b) Si, quand x tend vers a, f(x) tend +o0o (resp. —oo) et g(x) tend vers { € R, alors f(x) + g(x) tend vers +oo (resp.
—00).

2) Si, quand x tend vers a, f(x) et g(x) tendent vers 400 (resp. —o0), alors f(x) + g(x) tend vers +oo (resp. —o0).

DEMONSTRATION .

1) a) Supposons que lim f(x) = +oo et que la fonction g soit bornée au voisinage de a. Montrons que f(x) + g(x) tend vers +oo
Xx—a

quand x tend vers a.

e Cas ou a est réel. Il existe un réel positif M et un réel strictement positif o1 tel que, pour tout x de I, si [x — a| < «y, alors
lg(x)I < M.

Soit A € R. Puisque lim f(x) = 400, il existe un réel strictement positif o, tel que, pour x € I, si [x — a|] < «z, alors f(x) > A+ M.
Xx—a
Soit o« = Min{a1, a2}, & est un réel strictement positif.
Pour tout réel x de I tel que [x —a] < &, on a [x —a] < a1 et [x — a] < az. Mais alors,
f(x)+gx) 2A+M—-—M=A.
On a montré que : VA € R, Ja >0/ Vx € I, ([x —a| < « = f(x) + g(x) = A). Donc, lim (f(x) + g(x)) = +o00. La démonstration est
Xx—a
analogue si lim f(x) = —oo0.
Xx—a
e Cas ol a = 4o0. Il existe un réel positif M et un réel B; tel que, pour tout x de I, si x > By, alors |g(x)] < M.

Soit A € R. Puisque lir+n f(x) = 400, il existe un réel B, tel que, pour x € I, si x > By, f(x) > A + M. Soit B = Max{B1, B,}.
X—+00

Pour tout réel x de I tel que x > B, on a x > By et x > B,. Mais alors,

f(x) +g(x) >A+M—M =A.

On a montré que : VA € R, 3B € R/ Vx € I, (x > B = f(x) + g(x) > A). Donc, lilil (f(x) + g(x)) = +oo. La démonstration est
analogue si a = —oo ou si lim f(x) = —oo0.
X—a

b) Si quand x tend vers a, g(x) tend vers un réel £, g est en particulier bornée au voisinage de a. Le résultat se déduit alors de a).

2) Supposons que lim f(x) = 00 et lim g(x) = +oo.
xXx—a

Xx—a
e Cas ou a est réel. Soit A € R. Il existe o1 > 0 tel que, pour tout x € I, si [x — a|] < «, alors f(x) > > et il existe oz > 0 tel que,

pour tout x € I, si [x — a| < «, alors g(x) > 5

Soit o« = Min{a, a2}, « est un réel strictement positif. Pour tout x € I tel que [x — a] < «, on a

A A
fm+MM>3+—:A

2
On a montré que : VA € R, Ja >0/ Vx € I, ([x —a| < « = f(x) + g(x) = A). Donc, lim (f(x) 4+ g(x)) = +00. La démonstration est

Xx—a
analogue si lim f(x) = —oo et lim g(x) = —o0.
x—a x—b

N >

e Cas ol a = +oo. Soit A € R. Il existe By € R tel que, pour tout x € I, si x > By, alors f(x) > = et il existe B, > 0 tel que, pour

tout x € I, si x > B, alors g(x) > =

2
. A A
Soit B = Max{B1, B,}. Pour tout x € I tel que x > B, on a f(x) + g(x) > > + 5= A.
On a montré que : VA € R, 3B € R/ Vx € I, (x > B = f(x) + g(x) > A). Donc, lilil (f(x) + g(x)) = +oo. La démonstration est

analogue si @ = —oo ou si lim f(x) = —oo et lim g(x) = —o0.
Xx—a x—b
a

Sinon, on a immédiatement
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Théoréme 14. Soient f une fonction & valeurs dans R et A un réel.
—00siA<0
Si lim f(x) = 400, alors lim Af(x) =< 0siA=0 .
X—a XxX—a .
400 siA >0
+oosiA <0
Si lim f(x) = —oo, alors lim AMf(x) =< 0siA=0
xX—a xX—a .
—00siA>0

On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le tableau suivant :

f(x) tend vers ¢ 400 —00 400 —00 +00
g(x) tend vers [ ) ¢ +00 —00 —00
f(x) + g(x) tend e+ ¢ +o0 —00 +o00 —00 ?
vers
Le tableau ci-dessus comporte un 7. Cela signifie que si lim f(x) = 400 et lim g(x) = —oo, tout est possible concernant
X—a xXxX—a

f(x) + g(x). (+00) + (—o0) est une forme indéterminée qui sera analysée plus loin.

2.2 Produits

Théoréme 15. a est réel ou infini. f et g sont deux fonctions & valeurs dans R (resp. C). £ et £’ sont deux nombres
réels (resp. complexes).

Si, quand x tend vers a, f(x) et g(x) tendent vers { et {’ respectivement, alors f(x)g(x) tend vers ¢’ quand x tend
vers a.

DEMONSTRATION .  Soit ¢ > 0. g(x) tend vers ¢’ quand x tend vers a et en particulier, la fonction g est bornée au voisinage de
a.

e Cas ou a est réel. Il existe un réel positif M et un réel strictement positif «; tel que, pour tout x € I, si [x—a| < o alors |g(x)] < M.

Il existe un réel strictement positif «, tel que, pour tout x € I, si [x — a] < ag, alors [f(x) —{ < TMIT et il existe un réel
. . . €
strictement positif as tel que, pour tout x € I, si [x — a| < a3, [g(x) — €] < 00T

Soit o« = Min {at1, o2, 3} > 0. Pour tout x € I tel que [x —a] < «, on a

[f(x)g(x) — '] = [f(x)g(x) —g(x) + Lg(x) — &'| = |(f(x) — &) g(x) + € (g(x) — ')

’ / ¢ £
< IgOIFex) = 8+ 1T |gb0) '] < Mg + 3y

£ €
< (M+1)72(M+” +(\€|+1)72(|e‘+”

On a montré que Ve >0, Ja>0/Vx €1, (Jx —a| < « = [f(x)g(x) — &'| < ) et donc lim f(x)g(x) = €'

XxX—a

e Cas ol a = 4o0. Il existe un réel positif M et un réel A; tel que, pour tout x € I, si x > Ay alors |g(x)| < M.

1l existe un réel A, tel que, pour tout x € I, si x > Ay, alors |f(x) — {| < m et il existe un réel As tel que, pour tout x € I, si
x> A3, lg(x) — U] < £
52 190x) =t < s
Soit A = Max{A1,A2,As}. Pour tout x € I tel que x > A, on a
[F(x)g(x) — '] <L)l [F(x) — 6+ U] [g(x) — '] < My + llls——— < =+ 5 =,
2(M+1) 2(0+1) ~2 2

On a montré que Ve >0, JA € R/V¥x € 1, (x = A = [f(x)g(x) — '] < &) et donc lim f(x)g(x) = &’. Le cas ol a = —oco se traite

X—+o00
de maniére analogue.

a
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Théoréme 16. a est réel ou infini. f et g sont des fonctions a valeurs dans R

1) Si lim f(x) = +o0 et si g(x) tend vers un réel non nul £ quand x tend vers a, alors lim f(x) x g(x) = sgn({) x (+00).

x—a x—a
Si lim f(x) = —oo et si g(x) tend vers un réel non nul £ quand x tend vers a, alors lim f(x) x g(x) = sgn({) x (—o0).
x—a x—a

2) Si lim f(x) = 400 et lim g(x) = +oo, alors lim f(x) x g(x) = +oo.
X—a

Xx—a Xx—a
Si lim f(x) = 400 et lim g(x) = —o0, alors lim f(x) x g(x) = —oo.
X—a X—a X—a
Si lim f(x) = —oo et lim g(x) = —o0, alors lim f(x) x g(x) = +o0.
X—a X—a X—a
DEMONSTRATION .

1) Supposons par exemple que lim f(x) = +oo et lim g(x) = > 0.
Xx—a

xXx—a

( . o . .
e Cas ou a est réel. Le réel 5 est strictement positif et donc il existe un réel strictement positif o1 tel que, pour tout x de I tel que

[x —al < a1, lgx) =10 < g Pour tout x de I tel que [x —al < a1, on a g(x) — € > 7; et donc g(x) > ; > 0.
. . i . . 2A .
Soit A € [0,4oco[. Il existe un réel strictement positif &z tel que pour tout x € I tel que |x — a| < a2, f(x) > E > 0. Soit

o = Min{a1, x2} > 0. Pour tout x € I tel que |x —a] < «, on a

2A
i
On a montré que VA € [0,4o0[, FJax >0/ Vx € I, (|x —a] < a = f(x)g(x) = A).

Mais alors, VA € R, Ja > 0/Vx € I, (x —al < o = f(x)g(x) = A) car si A est un réel strictement négatif, un réel strictement positif
« tel que pour x € IN[a— «,a+ o, on a f(x)g(x) > 0, est aussi réel strictement positif « tel que pour x € 1N [a — «,a + «f,
f(x)g(x) = A. Donc, )113(11 f(x)g(x) = +o0.

f(x) x g(x) =

e Les cas ol a = +o00 ou lim f(x) = —oo ou lim g(x) = £ < 0 se traitent de maniére analogue.
Xx—a Xx—a

2) Supposons par exemple que lim f(x) = +oo et lim g(x) = +o0.
X—a X—a

e Cas oul a est réel. Comme précédemment, on se contente de montrer que VA € [0, +ool, Jx > 0/ Vx € I, (|x — a| < o = f(x)g(x) > A).

Soit A € [0,4oo[. Il existe un réel strictement positif o7 tel que, pour x € I tel que |x — al < a1, f(x) = VA et il existe un réel
strictement positif a, tel que, pour x € I tel que [x — a| < oz, g(x) > VA, Soit o = Min{a1, %2} > 0. Pour x € I tel que |x — a| < «,
on a

f(x) x g(x) = VA x VA = A.
On a montré que VA € [0,+ocol, Jou >0/ Vx € I, (|x — a| < ax = f(x)g(x) > A) et done, lim f(x)g(x) = +oo.

e Les autres cas se traitent de maniére analogue.

On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le tableau suivant :

f(x) tend vers ) +00 —00 +00 +00 —00 +o0
g(x) tend vers ¢’ 0#£0 040 +00 —00 —00
f(x) x g(x) tend e’ sgn(f) x +oo | sgn({) x —oo +o0 —00 +o0 ?
vers

Le tableau ci-dessus comporte un ?. Cela signifie que si lim f(x) = +oo et lim g(x) = 0, tout est possible concernant
xXxX—a xXxX—a

f(x) x g(x). 0o x 0 est une forme indéterminée qui sera analysée plus loin.

2.3 Quotients

Théoréme 17. a est réel ou infini. f est une fonction a valeurs dans R (resp. C). £ est un nombre réel (resp. complexe)
non nul.

1 1
Si f(x) tend vers £ quand x tend vers a, alors la fonction f ne s’annule pas au voisinage de a et m tend vers 1
X

quand x tend vers a.
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DEMONSTRATION . On fait la démonstration dans le cas o a est réel. Supposons que lim f(x) = £ # 0. Le réel % est strictement
XxX—a

¢
positif et donc, il existe un réel strictement positif «; tel que pour x € I tel que |[x — a| < a1, [f(x) —{] < % Pour x € I tel que

[x —al < x2,0on a
)
€] — O < ([ = [FOIF < €= f(x)] < %

li; = li; En particulier, [f(x)| > 0 puis f(x) # 0. La fonction % est bien définie sur [a — o1, a+ o] N L

Pour x € [a—x1,a+ o] NI, ona

et donc |f(x)] > [{| —

1 1 [f(x) =L _ [f(x)—1{ 2
— | = < = — [f(x) — (.
01|~ < g 10—
— x [{
2
I 2
Soit alors ¢ > 0. Le réel 75 est un réel strictement positif. Donc, il existe un réel strictement positif «, tel que, pour tout x € I tel
2
que |x —a] < ag, [f(x) —{ < %s. Soit o« = Min{a, 2} > 0. Pour tout x € I tel que [x — a| < «, on a
1 1 2 2P
— — | < S [f(x) < —= X —-¢=
’f(x) q ‘ gz T — U s gz x e =e
. 1 1 . 1 1
On a montré que : Ve >0, Ja >0/ Vx €l, (x—a/<a=|— — | <e].Donc, lim — = —. a
f(x) ¢ x—a f(x) 14

Théoréme 18. a est réel ou infini. f et g sont des fonctions a valeurs dans R (resp. C). £ et £’ sont deux réels (resp.
complexes), ¢/ étant non nul.

f
Si f(x) tend vers { quand x tend vers a et g(x) tend vers {’ quand x tend vers a, alors la fonction — est définie au

f(x (
voisinage de a et Q tend vers — quand x tend vers a.

g(x) e

. f 1 . .
DEMONSTRATION . Puisque — = f x —, il suffit d’appliquer les théorémes 15 et 17.
g g

Théoréme 19. a est réel ou infini. f est une fonction définie sur I\ {a} a valeurs réelles.

1
Si f(x) tend vers O et est strictement positive au voisinage de a, alors lim m =400
x—a f(x

Si f(x) tend vers 0 et est strictement négative au voisinage de a, alors lim ) =—
x—a (X

DEMONSTRATION . On fait la démonstration dans le cas ou a est réel.

Supposons que f(x) tend vers 0 quand x tend vers a et que la fonction f soit strictement positive au voisinage de a. Il existe un réel
strictement positif «; tel que pour tout x € I\ {a} tel [x — a| < &7, on a f(x) > 0.

1
Soit A un réel strictement positif. Puisque lim f(x) = 0, il existe un réel strictement positif a, tel que, pour x € I\ {a}, [f(x)| < A
xXx—a
1 1
Soit o« = Min{a1, a2} > 0. Pour x € I\ {a} tel que [x — a| < &, on a 0 < f(x) = [f(x)] < A et donc ™ > A
X

On a montré que : VA €]0,4+o0[, I > 0/ Vx € T\ {a}, <|x—a| <a= ﬁ > A) et donc aussi que VA € R, dx > 0/ Vx €

1 1
— < —_— > . i i —_— = .
I\{a}, (Ix a<a= o > A) Par suite, PH}I ) 400

La démonstration est analogue si la fonction f est strictement négative au voisinage de a.

Théoréme 20. a est réel ou infini. f est une fonction a valeurs dans R.

1 1
Si lim f(x) = o0, alors la fonction — est définie au voisinage de a et lim —— = 0.
x—a f x—a f(x)
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DEMONSTRATION .

Soit ¢ > 0. Il existe un réel strictement positif « tel que, pour tout x € I tel que [x — a| <

on a f(x) >

On a montré que : Ve > 0, Ja > 0/ Vx € I, (\X—a\gaé'

1>Oe‘cdoncO<

1
< €.
) S°¢

On fait la démonstration dans le cas ou a est réel et lim f(x)

)

1
fx)

On peut résumer les théoréemes 19 et 20 avec les égalités :

1

R

o0

1

- = OQ.

et

Xx—a

= +00.

& f(x) > .

(')

Par suite, igl}] % =0.

0

Sinon, en combinant les résultats sur les produits et les inverses, on obtient le tableau suivant :

Pour x € [a— o,a+ o] NI,

f(x) tend vers ¢ {>00ou+oo | £<Oou—oco | {>00u+oo | £<O0o0u—oco | H4oo +o0
g(x) tend vers ¢ #£0 ot ot 0~ 0~ >0 <0
f(x)/g(x) tend vers o/ +00 —00 —00 +00 +00 —00
f(x) tend vers —00 —00 0 +oo
g(x) tend vers (>0 (<0 +oo
f(x)/g(x) tend vers —00 400 ? ?

Le tableau ci-dessus comporte deux ?. Cela signifie que si lim f(x) = 0 et lim g(x) = 0 ou bien lim f(x) = +oo et
( ) xX—a X—a XxX—a
f(x

g(x)’

0 . . . s . . .
0 et — sont des formes indéterminées qui seront analysées au paragraphe suivant.
00

lim g(x) = o0, tout est possible concernant

X—a

2.4 Formes indéterminées

On récupére les différentes formes indéterminées des paragraphes précédents et on en rajoute une. On obtient les cing
formes indéterminées des classes préparatoires :

| |
| 0 00 |
(+00) + (—o0) 1 0o x0 — — 1%
! 0 0o |
. 1 1 : - . 0 o A .y o
Puisque — = 0 et — = o0, les trois formes indéterminées co x 0, = et —, sont une seule et méme forme indéterminée.

00
On donne différents exemples montrant que dans chacun des cas ci-dessus, tout est possible.

Pour (+00) + (—00),
o f(x) =x? +xet g(x) =—x%. lim f(x) =400, lim g(x)=—oo et i (f(x) g(x)) = +o0.
X—+00 X—+00 xX—
f(x) =x% et g(x) = —x? —x. lim f(x) = +oo, lim g(x) = —oco et i (f(x) g(x)) = —o0.
X—+00 X—+00 xX—
o f(x) =x? 4+ 1 et g(x) = —x2. 1111{1 f(x) = 400, lim g(x) = —o0 et i (f x)+gx))=1.
—+00
e f(x) = x+sin(x) et g(x) = —x. Erf f(x) =400 (car pour tout réel x, f( ) >x—1), hm g(x) = —oo et la fonction
f4g : x + sin(x) n’a pas de limite en +oo (car par exemple, la suite (Un), oy = ( ) est une suite tendant

vers +oo et la suite (sin (wn)), cp = ((=1)™) ¢y diverge.

Pour 0 x oo,

o f(x) =x? et g(x) = l

X XEI—QI—loo f(x) = +oo, xgg—loo g(X) =0t xgg—loo f(X)g(X) - xgl—ll—loox = oo
1 . . -
o f(x) =xet g(x) = 2 Xglfoof( ) = 400, Xgrfoog( x) =0 et Xgrfoof(x)g(x) =0.
1
e f(x) =xet g(x) =—. lim f(x) =400, lim g(x)=0et lim f(x)g(x)=1.
X x—+oo X—+00 X—+00
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sin(x)

lim f(x) =4oc0, lim g(x) =0 (car [g(x)] < —) et f(x)g(x) n’a pas de limite quand x

X xX—r+00 xX—r+00

e f(x) =xet g(x) =

x| =

tend vers +oo.

Pour 1°°,

e f(x)=1 —J—( et g(x) =x2. lim f(x)=1, lim g(x) = +oo puis

xX—r+00 X—+00

(x?) B m(1-1)
f(x)9) = (1 — l) =e R .
X
In(1—1 In(1+ X In(1—1
lim n(1—y) = lim (1 +X) =1 et donc lim —xn(i1x) = —oco puis lim f(x)9™) =0.
xX—+00 — X—0 xX—+00 - xX——+00

X—+00 X—+00

o f(x) =1+ < et g(x) =x?. lim f(x)=1, lim g(x)=+4oo puis

f(x)9) = (1 + -
X
In(14+1
7( X) = 400 puis lim f(x)9) = +oo.
X—+00

lim x 3
X—+00 -
X

o f(x)=1 —|—J—( et g(x) =x. lim f(x)=1, lim g(x)=+oo puis

X—+00 X—+00

n l
(x) 1 X ! (1l+x)
f(X)g =1 -+ ; =e x .

In(1+4+1
lim n( ") =1 puis lim f(x)9™ =e.
X—+00 % X—+00

—_

On travaillera au second semestre dans le chapitre « Comparaison des fonctions en un point » ’aspect technique du calcul
des limites et en particulier on apprendra différentes maniéres de lever des indéterminations.

2.5 Le théoréme de composition des limites

Théoréme 21. a est réel ou infini, b est réel ou infini, { est réel (resp. complexe) ou infini.

Si f est définie sur I & valeurs dans le domaine de définition | de g et f(x) tend vers b quand x tend vers a et si g(y)
tend vers £ quand y tend vers b, alors g o f(x) tend vers { quand x tend vers a.

DEMONSTRATION . On analyse deux cas.

e Cas a et b réels et £ complexe. Soit € > 0. Il existe B > 0 tel que pour tout y de J, si [y — b| < B, alors |g(y) — {| < € puis il existe
o« > 0 tel que pour tout x de I, si |[x — a] < «, alors [f(x) — b| < B.
Pour x € I tel que [x —a| < «, on a [f(x) —b| < B puis [g(f(x)) — € < €.

On a montré que Ve > 0, o >0/ Vx € I, (x —a| < « = [g(f(x)) — | < ¢). Dong, lim go f(x) = L.

X—a

e Cas a = 400, b réel et £ = —c0. Soit A € R. Il existe « > 0 tel que pour tout y de J, si [y —b| < «, alors g(y) < A. Puis il existe
B € R tel que, pour tout x de I, si x > B, alors [f(x) — b|] < «.
Pour x € I tel que x > B, on a [f(x) — b| < « puis g(f(x)) < A.

On a montré que VA € R, 3B € R/ Vx € I, (x < B = ¢g(f(x)) < A). Donc, liT go f(x) = —o0.
X—+00

/ 1
Ainsi par exemple, lim exp < 14 —2> = lim eV'""X = lim e" =+oo.
x—0 X X—+o0 Y—+oc0

x<0

Le théoréeme de composition des limites a un aspect naturel et intuitif et pourtant, si nous cherchions & énoncer des
variantes de ce théoréme avec par exemple la limite quand x tend vers a en restant différent de a (’113}1 f(x)), on se

x#£a
retrouverait face a des difficultés insoupgonnées : le théoréme deviendrait faux. Dans le théoréme 21, la limite considérée

est )}1_1}}1 f(x) et pas 2% f(x).
x#a
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(TN L 20 0siy £0
Considérons par exemple la fonction f : x — xsm X Stx puis la fonction g : y — { 1 Zi Y o
0six =0 v=
On a lim f(x) =0 (car pour tout réel non nul x, |f(x)| < [x|) puis lim g(y) = 0.
x—0 y—0
x#0 y#0
1six=0
1
D’autre part, pour tout réel x, gof(x) = 0six #0et sin (x) 70 Soit alors (Un)peps = (E) et (Vi)pens =
nen*
lsix=—oune”Z*
1
— - (Un)pepe e (Vi) e sont deux suites convergentes de limite O telles que lim gof(u,) =1#0 =
—4nm n—-+oo
2 neN*
Llrf g o f(vn). Ceci montre que la fonction g o f n’a pas de limite en 0 bien que lir% f(x) =0 et lirr%) g(y) existent dans
n (o] y—

X—
x#0 y#0
R!

3 Limites et inégalités

3.1 Passage a la limite dans des inégalités

Théoréme 22. a est réel ou infini. f et g sont deux fonctions définies sur I & valeurs dans R.

Si les deux fonctions convergent en a et si pour tout x au voisinage de a (c’est-a-dire pour x appartenant a un ensemble
de la forme [a — &, a4+ o] N1 si a est réel, de la forme [A, 4+o00[N] si a = 400, de la forme ] — oo, A]NIsi a = —o0), on
a f(x) < g(x), alors lim f(x) < lim g(x).

X—a XxX—a

DEMONSTRATION .  On fait la démonstration dans le cas ol a est réel. Posons £ = lim f(x) et £’ = lim g(x).
Xx—a XxX—a

Soit € > 0. Il existe un réel strictement positif o1 tel que pour tout x € I, si [x—al < a1, on a f(x) < g(x). Il existe un réel strictement

positif o tel que pour tout x € I, si [x — a] < a2, alors [f(x) — €] < 7 (d’aprés le théoréme 2). I1 existe un réel strictement positif oz
. €

tel que pour tout x € I, si [x — a] < a3, alors |[g(x) — | < 7

Soit o« = Min{a1, a2, &3} > 0. Soit xo € I tel que [xo — al < «. On a

€ ;€
— — < —
{ 2<f(xo)\g(xo)<€ +2

et donc

(-3

On a montré que : Ve > 0, £’ — € > —e. {’ — { est un réel strictement plus grand que n’importe quel réel strictement négatif et en
particulier différent de n’importe quel réel strictement négatif. Donc, ¢’ — € € [0, +oco[ ou encore £ < (.
a

Le théoréme précédent dit que les inégalités larges sont conservées par passage a la limite. Attention, les inégalités
strictes ne sont pas conservées pas passage a la limite ou encore, si les fonctions f et g sont convergent en a,

(Fa>0/Vxel/(x—al <ax=f(x) <g(x)) % lim f(x) < lim g(x).

Xx—a Xx—a

1
Par exemple, pour tout x €]0,+oc0[, — > 0 mais lim — =0.
X X—+o00 X

Par contre, si les fonctions f et g convergent en le réel a, on a bien sir
(Fa>0/vxel/(x—a <a= f(x) <g(x)) = lim f(x) < lim g(x).
xX—a X—a

(car f(x) < g(x) = f(x) < g(x)). On a un résultat analogue si a = +o00 ou a = —co.
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Théoréme 23. a est réel ou infini. f et g sont des fonctions a valeurs dans R convergeant en a vers £ € R (c’est-a-dire
ayant en a une limite réelle ou une limite égale & 400 ou une limite égale & —c0).

1) Silimf > 0, alors f est strictement positive au voisinage de a.
a

2) Silimf < lim g, alors f est strictement inférieure a g au voisinage de a.
a a

DEMONSTRATION . On fait la démonstration dans le cas ou a est réel. Posons { = lim f(x).
Xx—a

{
1) e Cas ou £ €]0, +ool. Le réel ¢ = 5 est strictement positif. Donc, il existe un réel strictement positif « tel que, pour tout x € I,

si|x —al <, alors |f(x) — ¢ < =. Pour x € [a—a,a+ o« NI, onaf(x)—f}—% et donc

N e

{
f(x) > = > 0.
(x) >3
e Cas ou { = +oo. Il existe un réel strictement positif « tel que, pour tout x € I, si [x—a| < «, alors f(x) > 1. Pour x € [a—«, a+a]NI,

on a f(x) > 0.

2) On applique le 1) a la fonction g — f.

3.2 Obtention de limites grace a des inégalités

Dans ce paragraphe, contrairement au paragraphe précédent, l'existence d’une limite ne fait pas partie des hypothéses
mais fait partie de la conclusion. Tous les théorémes qui suivent permettent d’abord de conclure a I'existence d’une limite,
réelle, complexe ou infinie.

On rappelle que 'expression « au voisinage de a » signifie : pour tout x appartenant & un ensemble de la forme [a — «, a +
o] NI, @ > 0, dans le cas o a est réel ou, pour tout x appartenant & un ensemble de la forme JA,+oo[N] dans le cas ou
a = 400 ou , pour tout x appartenant & un ensemble de la forme ] — oo, A[N], A réel, dans le cas ot a = —oo.

Théoréme 24 (théoréme des gendarmes). a est réel ou infini. f, g et h sont trois fonctions a valeurs dans R.

On suppose que pour tout x au voisinage de a, on a g(x) < f(x) < h(x).
On suppose de plus que les fonctions g et h (les gendarmes) convergent en a et ont une méme limite réelle {.

Alors, f converge en a et lim f(x) = {.
X—a

DEMONSTRATION . On fait la démonstration dans le cas ou a est réel. Soit ¢ > 0.

11 existe un réel strictement positif o1 tel que, pour tout réel x de [a — o1, a+ 1] NI, g(x) <
Tl existe un réel strictement positif «, tel que, pour tout réel x de [a — x2,a + 2] NI, [g(x) —
(

1l existe un réel strictement positif &3 tel que, pour tout réel x de [a — oz, a + az] N1, h(x) —

Soit o« = Min{ot1, o2, 03} > 0. Pour x € [a— ¢, a+ a«/ NI, on a
—e<gx) <f(x) <hkx)<(l+e
et donc —e < f(x) — € < € ou encore |f(x) — €] < €.

On a montré que : Ve > 0, Ja >0/ Vx €1, (x —a|l < a = [f(x) — ] < €) et donc (f converge en a et) lim f(x) = {.

Xx—a

Une conséquence immédiate du théoréme des gendarmes est :

Théoréme 25. a est réel ou infini. f est une fonction & valeurs dans C et g est une fonction & valeurs dans R. £ est
un nombre complexe.

On suppose que pour tout x au voisinage de a, |f(x) — €| < g(x) et que lim g(x) =0.
X—a

Alors, f converge en a et lim f(x) = {.
X—a

1 1
Exemple 1. Pour x # 0, posons f(x) = xsin <—> La fonction x — sin —> n’a pas de limite quand x tend vers 0,
X X

ce qui empéche d’analyser 'existence et la valeur de la limite de f en 0 & partir de théorémes généraux du paragraphe
« Opérations sur les limites ».
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Pour tout réel x # 0, |f(x) — 0] = [f(x)| = [x| x

()

qu’il est possible quun produit g x h ait une limite alors qu’au moins une des deux fonctions g ou h n’a pas de limite.

< |x|. Puisque lim [x| = 0, on en déduit que lim f(x) = 0. Notons
x—0 x—0

ix

Exemple 2. Pour x # 0, posons f(x) = —. f est une fonction définie sur R* & valeurs dans C. Pour tout réel x > 0,
X

le™]

X

[f(x)| =

1
= —. Puisque lim — =0, on en déduit que lim f(x)=0.
X X—+o00 X X—+00

Théoréme 26. a est réel ou infini. f est une fonction a valeurs dans C. { est un nombre complexe.

Si lim f(x) = ¢, alors |f| converge en a et lim [f(x)| = [¢].
xX—a xXxX—a

DEMONSTRATION .  Pour tout x de I, [[f(x)| — [{|| < [f(x) — {|. Puisque lim [f(x) — €| = 0, le théoréme 25 permet d’affirmer que
lim [f(x)| = |€].
]

Théoréme 27. a est réel ou infini. f et g sont des fonctions & valeurs réelles telles que pour tout x au voisinage de a,
on a f(x) < g(x).
Si lim f(x) = +o0, alors lim g(x) = +oo.

xXxX—a xXxX—a

Si lim g(x) = —o0, alors lim f(x) = —oo.
xXxX—a X—a

DEMONSTRATION . On fait la démonstration dans le cas ou a est réel.

e Supposons que lim f(x) = +00 et montrons que lim g(x) = +o00. Soit A un réel.
xXx—a Xx—a

11 existe un réel strictement positif o1 tel que, pour tout x € [a — a1, a+ 1| NI, on a f(x) < g(x).
Il existe un réel strictement positif &, tel que, pour tout x € [a — a2, a + 2| N1, on a f(x) > A.

Soit o« = Min{a1, o2} > 0. Pour tout réel x de [a — x,a+ o] NI, on a

g(x) > f(x) > A.
On a montré que : VA € R, Ja >0/ Vx € [, ([x —a| < « = g(x) = A) et donc lim g(x) = +o0.

e Supposons que lim g(x) = —oco et montrons que lim f(x) = —oco. Pour tout x de I au voisinage de a, on a f(x) < g(x) et donc
—g(x) < —f(x). De plus, lim(—g(x)) = +o0. Donc, lim (—f(x)) = 4+o0 puis lim f(x) = —o0.
a

Exemple. Pour tout réel x, posons f(x) = x + sinx. La fonction x +— sinx n’a pas de limite en 400 ce qui empéche

d’analyser 'existence et la valeur de la limite de f en 400 a partir de théorémes généraux sur « Opérations et limites ».

Par contre, pour tout réel x, f(x) = x — 1 et de plus, liIJIrl (x — 1) = +00. On en déduit que liIJIrl f(x) = +o00. Voici les
X—+00 X—+00

graphes des fonctions x — x +sinx et x — x — 1.
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3.3 Limites et fonctions monotones

Dans le théoréme qui suit, si xp est un réel, lim f(x) est plus simplement notée f (xg) et lim f(x) est plus simplement
X—Xo X—Xo
X<Xo X>Xo

notée f(xg).

Théoréme 28 (théoréme de la limite monotone). Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I =]a, b|,
a réel ou égal & —oo, b réel ou égal & +00, a valeurs dans R. On suppose que f est croissante sur I.

1) a) Pour tout réel xo de I, f (xy) et f (x{) existent dans R et de plus

f(xg) = Sup{f(x), x € I, x < xo} et f (x§) = Inf{f(x), x € I, x > xo}.
b) Pour tout réel xo de I, f (xg) < f(xo) < f(x§).

2) Pour tout (xo,x71) € I? tel que xo < X1, on a

fxg) <flxo) <f(xg) <F(xy) <flx1) <F(x7).

3) f a une limite quand x tend vers a par valeurs supérieures qui est soit un réel, soit —co, et f a une limite quand x
tend vers b par valeurs inférieures qui est soit un réel, soit +oo.

DEMONSTRATION .
1) Soit xo € I. Puisque I est un intervalle ouvert, les ensembles €_ (xo) = {f(x), x € [, x < xo} et &4 (x0) ={f(x), x € I, x > x0} sont
des parties non vides de R.

Puisque f est croissante sur I, pour tout x de I tel que x < xo, on a f(x) < f(xo). Ainsi, - (xo) est une partie non vide et majorée
(par f(xo)) et donc € (xo) admet une borne supérieure dans R que 'on note s. Montrons alors que f (Xg) existe dans R et que

f(xy) =s.
Soit € > 0.Par définition de s, il existe x; € I tel que x1 < xp et s — ¢ < f(x1) < s. Soit &« = xo —x7 > 0. Pour x € I tel que

—x<x—x%0 <0,0nax; <x<xo et donc, puisque f est croissante sur I, f(x7) < f(x). Mais alors, s — e < f(x) car f(x1) > s—¢ et
aussi f(x) < s par définition de s. On en déduit encore que [f(x) —s| < €.

On a montré que : Ve >0, Ja >0/ Vx € I, (—a < x—xo < 0= [f(x) —s| < €). Donc, f(xy) existe dans R et que f (x,) =s.

De plus, f étant croissante sur I, f (xo) est un majorant de £_ (xo) et d’autre part, s est le plus petit des majorants de £_ (xo). Donc,
s < f(xo0) ou encore f (xy) < f(xo0).

De méme, en considérant la borne inférieure de £+ (xo), T (XZ)L) existe dans R et f (Xg) > T (xo0).
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2) Soit (xo,x1) € I? tel que xo < X1. Soit x2 un réel tel que xo < x2 < x1. f(x2) est un élément de I'ensemble €. (xo) et donc
f(x2)>"f (Xg) (car f (xg) est un minorant de ’ensemble € (xo) en tant que borne inférieure de cet ensemble). De méme, f (x2) est
un élément de €_ (x1) et donc f(x2) < f (xf). En résumé, f (XO+) <f(xe) < f (xf). On a donc montré que

fxo) <flxo) <F(xg) <f(x7) <fla)<f(x]).

3) Si ensemble &_(b) ={f(x), x € I} est majoré, il admet une borne supérieure s réelle et comme précédemment, on montre que f
a une limite a gauche en b, a savoir s et en particulier que cette limite est réelle.

Supposons maintenant I’ensemble €_(b) non majoré et montrons que f(x) tend vers +o0o quand x tend vers b par valeurs inférieures.
On fait cette démonstration dans le cas ol b est réel, la démonstration étant similaire dans le cas ou b = +o00.

Soit A un réel. A n’est pas un majorant de &_(b). Donc, il existe xo € I =]a, b[ tel que f (xo) > A et en particulier, f (xo) > A.
Soit o« = b —x¢ > 0. Pour tout x de I tel que —a < x—b <0, 0on ab >x = xo et donc, f étant croissante sur I, f(x) > f(xo) > A.
On a montré que : VA € R, Ja>0/Vx €[, (—a <b—x < 0= f(x) > A). Donc, lin}J f(x) = +oo.

X—

x<b

La démarche est analogue en a.

= Commentaire.

o Le théoréme précédent dit qu’une fonction croissante sur un intervalle a une limite a gauche et une limite & droite réelle en tout
point intérieur a cet intervalle. Le théoréeme précédent dit aussi que cette fonction a en a et b une limite réelle ou infinie.

o Le résultat est analogue si f est décroissante sur 1 (en appliquant la démonstration précédente a la fonction —f) en inversant les
différentes inégalités.

4 Continuité en un point

4.1 Définition de la continuité en un point

DEFINITION 9. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle. Soit xo € L.

La fonction f est continue en x si et seulement si

Ve>0, da>0/Vx el (Jx —xol < x= [f(x) —f(xo) < €).

Un résultat immeédiat est

Théoréme 29. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, a valeurs dans R
(resp. C). Soit x¢o € L.

f est continue en xo & lim f(x) existe dans R (resp. C)
X—Xo

& XILIEO f(x) existe dans R (resp. C) et XILIEO f(x) =f(xo).

X#X0 x#Xo

Le théoréme 12, page 13, fournit :

Théoréme 30. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, & valeurs dans C.
Soit xp € L.

e f est continue en xq si et seulement si f est continue en xg.
e f est continue en x¢ si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues en xo.

Le théoréme 26, page 22, fournit :

Théoréme 31. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, & valeurs dans C.
Soit xp € L.

Si f est continue en xg, alors [f| est continue en xg.

Le théoréme 6, page 7, fournit :
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Théoréme 32. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, & valeurs dans R
(resp. C). Soit xo € L.

Si f est continue en X, alors pour tout suite (un ), o, d’éléments de I convergeant vers xo, la suite (f (un)), ) converge
vers T (xg).

4.2 Continuité a droite, continuité a gauche

DEFINITION 10. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, & valeurs dans R
(resp. C).
e Soit xp un point de I qui n’est pas la borne gauche de I.

f est continue & gauche en X si et seulement si

Ve >0, Ja>0/Vxel, (—a<x—x <0=[f(x) —f(xo) <¢).
e Soit xp un point de I qui n’est pas la borne droite de I.

f est continue a droite en x( si et seulement si

Ve >0, da>0/Vxel, (0<x—x < a=[f(x)—1(x0)| <e).

Un résultat immeédiat est

Théoréme 33. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, a valeurs dans R

(resp. C).

e Soit xp un point de I qui n’est pas la borne gauche de I.

f est continue a gauche en xy & Xlgg f(x) existe dans R (resp. C)
0

x<Xo

& lim f(x) existe dans R (resp. C) et lim f(x) = f(xo) .
X—X0 X—X0
X<Xo X<Xo

e Soit xp un point de I qui n’est pas la borne droite de I.

f est continue & droite en xg & le f(x) existe dans R (resp. C)
X—Xp0
X=X
& Xlg{(lo f(x) existe dans R (resp. C) et Xlg{(lo f(x) =1 (xo0).

X>X0 X>X0

et aussi
Théoréme 34. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et longueur non nulle, a valeurs dans R
(resp. C). Soit xp un point de I qui n’est pas une borne de 1.

f est continue en xp & f est continue a gauche et & droite en x¢
& lim f(x) et lim f(x) existent dans R (resp. C)
X—Xo X—X0
x<Xo X=X
& lim f(x) et lim f(x) existent dans R (resp. C) et lim f(x) = lim f(x) = (xo).

X—Xo X—X0 X—X0 X—X0
X<Xo X>X0 X<Xo X>X0

4.3 Prolongement par continuité en un point

Considérons la fonction f définie sur R* par : Vx € R*, f(x) = sm(x)' Voici son graphe :
X
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La fonction f n’est pas définie en 0 mais lin}) f(x) =1 € R. Le probléme est alors de savoir comment démarre la courbe
X—
représentative de f en 0 ou encore quel est le coefficient directeur de la tangente a C¢ en son point d’abscisse 0. On se heurte
A A : ) : PP . . . - f(x) — f(O)
a un probléme : le point d’abscisse 0 n’existe pas. Dit autrement, on ne peut pas étudier la limite du taux ——0 car
x —
f(0) n’existe pas.
Pour pallier a cette difficulté, nous allons considérer une autre fonction, définie en 0, en prolongeant la fonction f dans la
sinx
six #0

1six=0

continuité. Pour cela, pour tout réel x, on pose F(x) = { . La fonction f a trois propriétés : 1) f est définie

en 0 (et donc sur R), 2) ?/[R* =1, 3) f est continue en 0. ?s’appelle le prolongement par continuité de la fonction f
sin(x)
—1

. On montrera dans les

f(x) — f(0
en 0. On peut maintenant, si on le désire, étudier par exemple lim M = lim —%
x—0 x—0 x—0 X

chapitres ultérieurs que cette limite est nulle. Voici le graphe de la fonction f.

De maniére générale, on a immédiatement :

Théoréme 35 (et définition 12). Soit I un intervalle de R, non vide et de longueur non nulle. Soit xo un réel
élément de 1. Soit f une fonction définie sur I\ {xo} a valeurs dans R (resp. C).

Si f a une limite réelle (resp. complexe) { quand x tend vers xo, alors il existe une et une seule fonction f vérifiant :

° fest définie sur I,
* f/nxo) =1,
e f est continue en X0-
f est définie sur I par : Vx € 1, ;“v(x) = { fb?) six € I\ {xo} )
£six =xp
f s’appelle le prolongement par continuité de la fonction f en xo.

Réciproquement, si f admet un prolongement par continuité en xo, alors f admet une limite réelle (resp. complexe) en
X0-

On dit que f est prolongeable par continuité en xg si et seulement si f admet un prolongement par continuité en xo.
Ainsi, une fonction est prolongeable par continuité en un point x¢ ou elle n’est pas définie si et seulement si cette fonction
admet une limite finie en xg.

Dans la pratique, il y a deux maniéres de poser une question sur le sujet :

Arcsin(x
Exercice 3. Pour x réel non nul, on pose f(x) = 7() Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
X
. . . Arcsin(x) L ) i . L
Solution 3. On sait que hr% ———— = 1. Dongc, f admet une limite réelle en 0 égale & 1. On en déduit que f est
X—

X
prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =1 (on a encore noté f le prolongement).
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In(1—x) . 0
Exercice 4. Pour x €] — 1, 400l, on pose f(x) = { si x # . Vérifiier que f est continue en 0.
—1six=0
Solution 4. f est définie en 0 et de plus,
In(1— In(1— In(1+X
i fx) = fim 20 =X, O =) mO+X) )
x—0 x—0 X x—0 =X X—0 X

x#£0

Donc, f est continue en 0.

= Commentaire.

o Dans l'exercice 3, on a posé f(0) = 1 ce qui n'est pas trés rigoureur puisque f n’est définie que sur R*. On aurait dd poser :

~ { Arcs;n(x) six £0 _

vx € R, f(x) = et en particulier, f(0) = 1. Si cette question avait été posée au début d’un probléme,le
1six=0
probléeme aurait continué pendant de nombreuses questions avec la notation f, ce qui est une complication inutile. On a donc décidé

d’oublier que la lettre f désignait une certaine fonction et on a utilisé cette méme lettre f pour désigner une nouvelle fonction (en
posant f(0) =1).

o Dans ’exercice 4, il ne s’agit plus de montrer qu’une fonction est prolongeable par continuité car quelqu’un l’a fait G notre place
en posant f(0) = —1. Il s’agit par contre de vérifier qu’on a effectivement prolongé par continuité.

4.4 Continuité en un point et opérations

Sinon, les différents théorémes généraux sur les limites fournissent immédiatement les différents théorémes généraux sur
la continuité :

Théoréme 36. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, a
valeurs dans R (resp. C). Soit xo un réel de I.

Si f et g sont continues en xo, alors pour tout (A, u) € R? (resp. C?), la fonction Af + pg est continue en xo.

Ainsi, une combinaison linéaire de deux, trois, quatre ... fonctions continues en un point est continue en ce point (par
récurrence sur le nombre de fonctions).

Théoréme 37. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, a
valeurs dans R (resp. C). Soit xo un réel de I.

Si f et g sont continues en x¢, alors la fonction f x g est continue en xg

Ainsi, un produit de deux, trois, quatre ... fonctions continues en un point est continue en ce point (par récurrence sur le
nombre de fonctions).

Théoréme 38. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, a
valeurs dans R (resp. C). Soit xo un réel de I.

f
Si f et g sont continues en xg et si g (xo) # 0, alors la fonction — est continue en xo.

g
En particulier, I'inverse d’une fonction continue en xo et ne s’annulant pas en xo est continu en xo.

Et enfin,

Théoréme 39. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, non vide et de longueur non nulle, & valeurs dans
] C R et soit g une fonction définie sur ] a valeurs dans R ou C. Soit x¢ un réel de I.

Si f est continues en x¢ et si g est continue en f (xg), alors la fonction g o f est continue en xo.
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