Chapitre 13. Suites réelles. Suites complexes
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1 Généralités sur les suites réelles ou complexes

1.1 Définitions

DEFINITION 1. Une suite réelle est une application de N dans R. L’ensemble des suites réelles se note RY.
Une suite complexe est une application de N dans C. L’ensemble des suites réelles se note CN.

e Une suite peut se noter u : N u(n) ou u = (Un),cy ou U = (Un) ou plus simplement 1 mais pas .

Un est le n-éme terme de la suite (un), -

o Il faut bien différencier les termes d’une suite et les valeurs d'une suite. Par exemple, la suite ((—1)™), .y a une infinité

de termes (uo, ut, uz, ...) mais la suite ((—1)™), oy ne prend que deux valeurs a savoir 1 et —1.

e Une suite réelle (resp. complexe) est en fait plus généralement une application d’une partie infinie de N dans R (resp.
ou (1/ sin (%)) sont des suites réelles.

1
C). Par exemple, <—)
n) ene ne(4N+1)

Quand chaque uy existe pour n supérieur ou égal a un certain entier no, on dit que la suite (wn ), oy est définie & partir

d’un certain rang. Par exemple, la suite (\/ nZ—n-— 6) est définie & partir du rang 3.
neN

Sur I’ensemble des suites (réelles ou complexes), on peut définir trois opérations :

e Somme de deux suites : si (Un), cy et (Vn),y sont deux suites, on pose

(un)neN + (vﬂ)neN = (un +Vn)n€N .

e Multiplication d’une suite par un nombre : si (un), oy est une suite et A est un nombre, on pose

A(un) = (Aun)

neN neN -

e Produit de deux suites : si (un), oy €t (Vn),cy sont deux suites, on pose

(un)neN X (Vn)neN = (unvn)neN .

Théoréme 1. (RN, =+, ><) et ((CN, +, x) sont des anneaux commutatifs (voir chapitre « Structures »).

DEMONSTRATION . Les différentes vérifications & effectuer sont fastidieuses mais simples. On vérifie aisément que

+ est une loi interne dans RY ou CV, + est commutative, + est associative, posséde un élément neutre a savoir la suite nulle
0= (0),,cn, et une suite (un), oy posséde un opposé a savoir la suite — (un), oy = (—Un), oy
X est une loi interne dans RY ou CV, x est commutative, x est associative, posséde un élément neutre a savoir la suite constante
1T=(1)

nenN:

X est distributive sur +.

= Commentaire .

o Les éléments inversibles de l’anneau (KN, +, ><) ou K =R ou C, sont les suites ne s’annulant pas : si (un), oy est une suite ne

. ) ) 1
s’annulant pas, alors l'inverse de la suite (un), o\ est la suite <—> .
Un /en

o Dans KV, un produit de deuz suites peut étre nul sans qu’aucune des deuz suites ne soit nulle :

uxv=0%Au=0o0uv=0.

nmn n+1)n .
Par exemple, pour n € N, posons un = sin (7) et vn = sin <%) . Pour tout entier naturel n, on a uyn =0 et vani1 =0 et

donc, pour tout entier naturel n, on a unvny = 0. Mais, w1 =1 et donc w # 0 puis vo =1 et donc v # 0.

Une suite peut étre définie de plusieurs maniéres :

- Explicitement : on donne explicitement w,, en fonction de n. Par exemple, soit (uy,) la suite définie par :

neN
ZTl
mneN u, = .
) n n + ]
T T
- implicitement. Par exemple, pour n € N, soit x,, 'unique solution dans }—E + n, 5 + nﬂ[ de I’équation tan(x) = x

- par récurrence. Par exemple, soit (uy)
soit (vn)

nen la suite définie par : up =T et Vn € N, un41 = 2un + 3 ou aussi

nen la suite définie par : vo =0, vi =let Vn € N, vy 12 =vny1 +vn
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1.2 Suites majorées, minorées, bornées

DEFINITION 2. Soit (un), ¢y une suite réelle.
(Un) ey est majorée & IM € R/ Vn € N, u,, < M. Un tel réel M s’appelle alors un majorant de la suite (un ), cy-

<
(Un) ey est minorée & Im € R/ Vn € N, u;, > m. Un tel réel m s’appelle alors un minorant de la suite (un),, cy-

(Un) ey est bornée & (un), oy est majorée et minorée & 3(m, M) € R?2/¥neN, m<u, <M.

On rappelle que 'ordre des quantificateurs : AM € R/ ¥Yn € N, ... a pour conséquence le fait que le réel M ne varie
pas quand n varie. Quand on écrit une majoration du type : ¥n € N, u,;, < n, on n’a pas majoré la suite (it,,)
au sens de la définition précédente ou encore, on n’a pas montré que la suite (un), oy est majorée.

neN

Théoréme 2. Soit (un), oy une suite réelle.

La suite (un),, oy est bornée si et seulement si la suite ([un|),, oy est majorée.

DEMONSTRATION .
e Supposons la suite ([unl),, oy majorée. Il existe un réel M tel que, pour tout n € N, [un| < M. Pour tout n € N,ona —M < un < M.
On en déduit que la suite (un), o est bornée.

e Supposons la suite (un) bornée. Il existe deux réels m et M tels que, pour tout n € N, m < u, < M. Pour tout n € N, on a

neN

—Max{|m/, M|} € =[m| < m < un <M < M| < Max{|ml, M|}

et donc, pour tout n € N, [un| < Max{/m|, IM[}. On en déduit que la suite (jun|), o est majorée.
]

Le théoréme précédent fournit une démarche utilisée fréquemment dans la pratique : si on veut montrer qu’une suite réelle

(Un) ey est bornée, la plus part du temps, on se lance en écrivant [u,| < ... et non pas en écrivant ... <un < ...
n—3 .
Par exemple, pour n € N, posons u, = T2 Alors, pour tout entier naturel n,
2n—3]  2n|+|—-3] 2n+3 2n+4
un| = < = < =2
n+2 n+2 n+2 n+2

et donc la suite (un), oy est bornée.

DEFINITION 3. Soit (un), oy une suite complexe.

La suite (un ),y est bornée si et seulement si la suite (Junl), oy est majorée ou encore
(Un) ey bornée & IM € R/ Vn € N, fu,| <M.

einrt/S
Par exemple, la suite (un), oy = | —— est bornée car, pour tout entier naturel n,
n+1 /) cn
einrr/3 1 1
f < f ].
n+1 n+1 1+0

Théoréme 3. Soient (un), oy et (Vn), oy deux suites complexes bornées. Alors

1) Pour tout (A,p) € C?, la suite A (Un)pen + B (Vi) ey est bornée (une combinaison linéaire de suites bornées est
une suite bornée).
2) La suite (Un), ey X (Vn)pen st bornée (un produit de suites bornées est une suite bornée).

DEMONSTRATION . Soient (un), .y et (vn) deux suites complexes bornées. Il existe deux réels M et M’ tels que pour tout

neN
entier naturel n, [u,| < M et [v,| < M.

1) Soit (A, ) € C2. Pour tout entier naturel n,

Mun 4 ] < A [un| + [ val < AIM + [uM".
La suite A (un),, oy + 1 (V) oy st donc bornée.

2) Pour tout entier naturel n,

[Unvn| = un|vn| < MM'.

La suite (un) X (Vn), ey est donc bornée.

neN
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Exercice 1. Soit (un ),y une suite complexe. Pour n € N, on pose

1 n
Vn = —Tl-|-1 Zuk.
k=0

1) Montrer que si la suite (un), oy est bornée, alors la suite (vin), oy est bornée.
2) Montrer que si la suite (vin), oy est bornée, la suite (un), oy n'est pas nécessairement bornée.

Solution 1.
1) Soit (un),, oy une suite complexe bornée. Il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel n, u,| < M. Pour n € N,

n

>

k=0

B 1
Tn+1

I 1T 1
< < — = = .
\n+]k§:O\uk|\n+]kE:OM — Xxnm+1)M=M

Ainsi, pour tout entier naturel n, [v,| < M et donc la suite (vy),cy est bornée.

vnl

2) Considérons la suite (un),cy = (0,—0,1,—1,2,—2,...) ou encore, pour p € N, posons uzp, = p et uzpy1 = —p. La
suite (Wn ), oy n'est pas bornée. Montrons que la suite (v ),y est bornée. Soit p € N.

1
1 P PTs
=—0—-04+1-1+... —1)—(p—1 = < ==
Vapl 2p+1( + +...+(pp=1—=(p-1)+p) 1 Sprl 2
1 1
= — — — “ee - - - - - < Py
Vap il = g 0= 04 1T+t (== (p =T +p—p) =0< 5
1
Ainsi, pour tout entier naturel n, [v,| < 5 et donc la suite (vn), oy est bornée. On a ainsi fourni une suite (un),, oy telle

que la suite (v ), oy s0it bornée bien que la suite (un),, oy ne le soit pas.

1.3 Sens de variation d’une suite réelle

1.3.1 Définitions

DEFINITION 4. Soit (un), ¢y une suite réelle.

Un), oy et croissante & Vn € N, un 1 > un.

Un ), oy est strictement croissante & Vn € N, wn 1 > uy.

est croissante a partir d’un certain rang & dng € N/ Vn > ng, Un1 > Un.

est strictement croissante a partir d’un certain rang < Ing € N/ Vn > ng, Uni1 > Un.

(
(un)
(un)
(un)
(Un), ey est décroissante & Vn € N, Uun i1 < Un.

(Un) e est strictement décroissante & Vn € N, w1 < up.

(un) est décroissante a partir d’un certain rang & Ing € N/ Vn > ng, un1 < Un.

(un) est strictement décroissante a partir d’un certain rang & Ing € N/ Vn > nog, un 1 < Un.
(un)
(un)

Un ),y €St constante (ou stationnaire) & Vn e N, uni1 =un, & (u“)neN est croissante et décroissante.

est monotone & (un)neN est croissante ou (un)neN est décroissante

S (WMmeN, U1 >u) ou (MneN, w1 <uy).
(Un) e est strictement monotone & (un ), oy est strictement croissante ou (wn),, oy est strictement décroissante
S (MmeN, up >uy) ou (neN, uy g <up).

On a immédiatement par récurrence :

e si la suite (Wn), oy est croissante, alors ¥n € N, un > uo.
e si la suite (Wn),, oy est décroissante, alors Vn € N, u, < uo.
e la suite (un), oy est constante si et seulement si ¥n € N, u, = uo.

On rappelle que la définition avec quantificateurs d’une suite monotone n’est absolument pas
(VneN, upy1 > un ou Unyg < Up), car ce qui précéde est vérifiée par toute suite réelle, méme non monotone
(voir chapitre « Logique »).
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1.3.2 Sens de variation et opérations

Théoréme 4. Soient (un), oy et (Vi) deux suites réelles.

neN

1) a) Si les suites (Wn), ¢y et (Vn), oy sont croissantes (resp. décroissantes), la suite (Un + vn), oy est croissante
(resp. décroissante).
b) Sil'une des deux suites (Un ), O (V) ¢y et croissante (resp. décroissante) et I’autre est strictement croissante
(resp. strictement décroissante), la suite (Uun +Vn ), oy est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

2) a) Si les suites (Un), oy €t (Vn), oy sont croissantes (resp. décroissantes) et positives, la suite (Unvn), ¢y est
croissante (resp. décroissante).
b) Sil'une des deux suites (Un ), O (V) ¢y et croissante (resp. décroissante) et I’autre est strictement croissante
(resp. strictement décroissante) et si les deux suites (Un), oy OU (Vi) sont strictement positives, la suite
(UnVn) ey est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

DEMONSTRATION .

1) a) Supposons que les suites (un)neN et (v“)neN soient croissantes. Soit n € N. Alors, un < Uns1 et v < vno1. En additionnant
membre & membre ces inégalités, on obtient un +vn < Unt1 + Va1
On a montré que : Vn € Ny Un + vn < Uni1 + Vni1. La suite (un +vn)n€N est croissante.

La démarche est analogue pour des suites décroissantes.

b) Supposons que la suite (un), .y soit croissante et la suite (vn), o soit strictement croissante. Soit n € N. Alors, un < Un41 et
Vn < Vni1. En additionnant membre & membre, on obtient un + vn < Uny1 + V1.
On a montré que : Vn € Ny Un + vn < Un41 + Vni1. La suite (un +vn)n€N est strictement croissante.

La démarche est analogue pour des suites décroissantes.

2) a) Supposons que les suites (Un), oy €t (Vn), oy soient croissantes et positives. Soit n € N. Alors, 0 < Uun < Uni1 et 0 < v < vyt
En multipliant membre & membre ces inégalités entre réels positifs, on obtient Unvn < Unt1Vni1.
On a montré que : Vn € Ny unvn < Un1Vni1. La suite (unvn)nEN est croissante.

La démarche est analogue pour des suites décroissantes.

b) Supposons que la suite (un) nen Soit croissante et strictement positive et la suite (vn) nen Soit strictement croissante et strictement
positive. Soit n € N. Alors, 0 < un < Un4+1 et 0 < vn < Vni1. En multipliant membre & membre, on obtient UnVvn < Un41Vn41.
On a montré que : Yn € Ny unvn < Un+1vn+1. La suite (un"n)neN est strictement croissante.

La démarche est analogue pour des suites décroissantes.

1.3.3 Techniques usuelles pour étudier le sens de variation d’une suite réelle

Technique 1 : majoration ou minoration directe.

La technique consiste a comparer directement wu, et u,41. Par exemple, si, pour n € N donné, on multiplie les deux
membres de I'inégalité 1 < 2 par le réel strictement positif 2, on obtient 2™ < 2™*1. Ainsi, pour tout n € N, 2" < 2n+!
et donc la suite géométrique (2™), o est strictement croissante.

Technique 2 : étude du signe de w1 —un.

La technique consiste & étudier le signe de u,, 11 — un pour pouvoir ensuite comparer U, et un4q1. On a les résultats
immeédiats suivants :

est croissante.
est décroissante.

eSivVne N, uy 1 —un >0, la suite ()
e Sivn € N, un 1 —un <0, la suite (wy,)
e Sivn € N, up 1 —un >0, la suite (un), oy est strictement croissante.

e Sivn e N, un1 —uy <0, la suite (un), oy est strictement décroissante.

e La suite (un), oy est strictement monotone si et seulement si la suite (sgn (Wn 1 —Wn)), ¢y est constante (on rappelle
que le signe d’un réel x est 1six >0, —1six <0et 0six=0).

neN
neN

Exercice 2. Soit (u,) la suite définie par : up =1 et Yn € N, up 41 =+vun, +6.

neN

1) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et 0 < u, < 3.
2) Etudier les variations de la suite (uy)

neN-

Solution 2.

1) Montrons par récurrence que Vn € N, u,, existe et 0 < u, < 3.
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e C’est vrai quand n = 0.
e Soit 1 > 0. Supposons que u, existe et 0 < u, < 3. Tout d’abord u,, + 6 > 0 et donc u,, 1 existe. Ensuite,

0<Un<3=20<Vun +6<V3+6=0<upn1 <3.
Le résultat est démontré par récurrence.

2) Soit n € N. Par stricte croissance de la fonction x +— x? sur R,

2
sgn (Uny1 — Un) = sgn (\/un +6— un) = sgn (\/un +6 — uﬁ) = sgn (—u,z1 +un + 6)
=sgn ((up +2) (—un +3)) =sgn (—un +3) (car u, +2 > 0).
D’aprés la question 1), 3 —uy > 0 et donc uny1 —un > 0.

On a montré que pour tout entier naturel n, w1 > uy et donc la suite (un)neN est strictement croissante.

Exercice 3. Soit (un ),y une suite réelle. Pour n € N, on pose
n
k=
(v

) nen est croissante.

Montrer que si la suite (1), oy est croissante, alors la suite

Solution 3. Supposons la suite (un ), oy croissante. Soit n € N.

n+1 1 n+1 n
— - S — 1 —(n+2)
vy 3wy S e (e S w3 )

k=0 k=
:m <(n+1)un+1 + M+ ];)uk— (n+2) g ) ——n+”](n+2) <(n+1)un+1 —éw)
—(n+1—n+z<2 W‘Z“k>— T e )
Maintenant, Vk € [0,n], un+1 —ux > 0 et donc i (Une1 —ux) =0 puis vy —vn = 0.
k=0

On a montré que : Vn € N, v, > vy, et donc la suite (vn)neN est croissante.

! par rapport a 1 pour des suites strictement positives.

Technique 3 : étude de la position de v

n

Si la suite (un), oy est strictement positive, alors pour tout n € N,

Un+1 Un41 —Un
sgn —1) =sgn — 5 )= (Unt1 —un).

u'ﬂ. n

plutot que la différence wn 1 —un sila suite (un ), oy est définie par de

()

u
On utilisera alors de préférence le rapport ntl
419

nombreux produits.

Exercice 4. Etudier les variations de la suite u définie par : Yn € N, u,, =

22n
Solution 4. Soit n € N. u,, # 0 puis

Unj1 (2n +2)! y (n)222m  22n y (2n +2)! y (n!)?
Uy ((n+T1)1222n+2 (2n)! 22n+2 (2n)! (n+1)!)2

1 y (2n+2)2n+1)  2Zn+1  2n+1

4 m+1)2 T 2n+1) 2n+2

- n+2

m+2
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Un 41

On a montré que : ¥n € N, < 1 ou encore que Vn € N, un;1 < un (car u, > 0) et donc la suite (vn), oy est
n

strictement décroissante.

Technique 4 : si u,, = f(n), étude des variations de f.

On suppose que T est une fonction définie sur [0, +oo[ & valeurs dans [0,+oo[. Pour n € N, on pose u, = f(n). On a le
résultat immédiat suivant :

si la fonction f est croissante (resp. décroissante, strictement croissante ...),
alors la suite (un), cy est croissante (resp. décroissante, strictement croissante ...).

En effet, si par exemple f est croissante sur [0, +oo, alors V(a, b) € [0, +oo[?, (a < b = f(a) < f(b)). Si maintenant n est
un entier naturel, alors les réels a = n et b = n+1 sont des réels positifs tels que a < b. On en déduit que f(n) < f(n+1)
ou encore Uy < Un41. Ainsi, pour tout entier naturel n, u, < un1, et donc la suite (un)neN est croissante.

2 1
Par exemple, pour n € N, posons u,, = #—;_&_2 Pour étudier les variations de la suite (un), oy, on dispose de deux
techniques :
1) Soit n € N.
2(n+1)+1 2n+1 2n+3 n+1

U T T )23+ 1) 12 n2+43n+2 nii5n+6 nli3nt2

(n+3)(n?+3n+2)—(2n+1) (n? +5n+6)
M24+3n+2)(n2+5m+6)
—2n? —4n
- M2+3n+2)(n2+5n+6)
< 0.

Ainsi, pour tout entier naturel n, un 1 < u, et donc la suite (un), oy est décroissante.

2x +1
2) Pour x réel positif, posons f(x) = ZL f est dérivable sur [0, 400l et pour x > 0,
x%+3x+2

flx) = 2(x* +3x4+2) —(2x+1)(2x+3) 22 —2x+1
(x2 +3x +2)° (x2+3x+1)2

1\ 3
_2<X+E> “rz
(x2+3x+1)7

—1+3
4

décroissante sur [1,+oo[. En particulier, la suite (un), o est décroissante & partir du rang 1. Puisque d’autre part,

1 . .
u = 5= Up, la suite (U,n)neN est décroissante.

Ainsi, pour étudier les variations d’une suite, on a dérivé une fonction. A ce sujet, attention :

Cette derniére expression est négative sur ,+oo| et en particulier sur [1,4ool. La fonction f est donc

on ne dérive pas une suite.

Dans ce qui précéde, une autre erreur classique est sous-jacente. Plus haut, on a dit que : f croissante sur [0, +oo[= (un), oy
croissante. Par contre,

(Un) ey croissante # f croissante sur [0, +ool.

Par exemple, pour n € N, posons u, =n. La suite (un)neN est croissante. Voici sa représentation graphique :
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|
T

1

| | | |
T T T T

3 4 5 6

i

2
7

Il se trouve que si pour x > 0, on pose f(x) = xsin (z + 27'[x), alorsvn e N, u, =f(n) :

1l
RAVARR

La fonction f n’est pas du tout monotone sur [0, +oo[ bien que la suite (f(n)), oy soit croissante.

1.4 Suites périodiques

DEFINITION 5. Soit (un), <y une suite complexe.

1) Soit p € N. La suite (un ),y est p-périodique si et seulement si ¥Yn € N, un 1 = un.
2) La suite (un),y est périodique si et seulement si Ip € N*/¥n € N, wnyp = un.
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= Commentaire.
o Toute suite, méme non périodique, est O-périodique.
o Les suites 1-périodiques sont les suites constantes.

o Sip est période d’une suite (un)

alors pour tout q € N, qp est période de la suite (un)

neN neN-

Exemples. La suite ((—1)"), oy est 2-périodique et la suite ((—j)™), oy est 6-périodique. La suite des décimales de

o=] @

est 2-périodique.

2 Convergence des suites

2.1 Suites convergentes. Suites divergentes

DEFINITION 6.
1) Soient (un), ¢y une suite réelle (resp. complexe) et soit { un nombre réel (resp. complexe).

La suite (un)neN converge vers le nombre £ si et seulement si
Ve >0, Inp €N, (VneN), n>no= u, —{ <e).

2) Soit (Un), ¢y une suite réelle (resp. complexe).

La suite (un),y est convergente si et seulement si il existe un nombre réel (resp. complexe) £ tel que la suite
(Un) ey converge vers le nombre {. Dans le cas contraire, la suite (un), oy est dite divergente.

Dans le cas d’une suite réelle, la définition précédente se visualise de la fagon suivante : ¢ > 0 étant donné, les termes de
la suite u appartiennent a U'intervalle [{ — ¢, £ + €] & partir d’un certain rang ng (et peut-étre méme avant).

Uo U Un Un, uz

0—¢ 0 L+

Dans le cas d’une suite complexe, la définition précédente se visualise de la fagon suivante : ¢ > 0 étant donné, les termes
de la suite u appartiennent au disque fermé de centre £ et de rayon € a partir d'un certain rang ng (et peut-étre méme
avant).

Dans la définition précédente, on a utilisé une inégalité large (Ju, — €| < €). On aurait tout autant pu utiliser une inégalité
stricte comme le prouve le théoréme suivant :
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Théoréme 5. Soient (un), o une suite réelle (resp. complexe) et soit { un nombre réel (resp. complexe).

La suite (un ),y converge vers le nombre { si et seulement si

Ve>0,dnp €N, ("neN), m=no=|uy —{ <e¢).

DEMONSTRATION .

e Supposons que Ve >0, Ing € N; (Vn € N), (n > no = [un —{ < ¢).

Soit € > 0. Il existe un rang ng € N tel que, pour n > no, [un —{| < €. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ng, on a
[un — {| < € et en particulier, [un, — ] < €.

On a montré que Ve >0, Ing € Ny (Yn € N), (n > no = |un — € < ¢).
e Supposons que Ve >0, Inp € N; (Vvn € N), (n > no = |[un — { < ¢).
Soit ¢ > 0. Le réel % est un réel strictement positif. Il existe donc un rang no € N tel que, pour n > no, |[un — €| < % Pour tout
entier naturel n supérieur ou égal a no, on a [un, — £ < % < E.
On a montré que Ve >0, Ing € Ny (Yn € N), (n > no = [un — € < ¢).
a

Théoréme 6 (unicité de la limite). Soit (u, ), oy une suite réelle ou complexe.

Si la suite (un),, o converge vers le nombre { alors £ est unique ou encore, si la suite (un ), oy converge vers les nombres
(et £, alors £ ={'.

DEMONSTRATION .  Supposons que la suite (un), .y converge vers les nombres ¢ et A

€

il et il existe un rang n, tel que pour

Soit ¢ > 0. Il existe un rang n; tel que pour tout entier naturel n supérieur a ny, [un — £ <

tout entier naturel n supérieur a n,, u, — '] < 7 (d’aprés le théoréme 5).
Soit no le plus grand des deux entiers n; et n,. no est un entier supérieur ou égal & n; et aussi un entier supérieur ou égal a n,.
On a donc

e €
6= U] =[(t=ne) + (ung = )| W —ungl+ [une | <5+ 5 =
On a montré que : Ve > 0, [{ — | < e. Par suite, [{ —£’| est un réel positif qui est strictement inférieur & tout réel strictement positif.
En particulier, [€ — €’ est un réel positif qui est différent de tout réel strictement positif. Il ne reste que [{ —£’| = 0 ou encore ¢ = (.

a

= Commentaire. L’unicité de la limite (en cas d’existence) aura des conséquences pratiques. Par exemple, il ne faudra pas dire
que la suite ((—1)"), oy converge vers 1 et —1 car une suite ne peut avoir deux limites distinctes.

Ainsi, une suite convergente (un ), oy @ exactement une limite. On note cette limite lim w, ou plus simplement lim u.
—+00

mn
Quand ¢ = lim u,, on peut aussi écrire u,, — { (et on lit : u, tend vers £ quand n tend vers +oc0). Attention,
n—-+4oo n—-+oo
Pécriture lim u, — {n’aaucun sens (ce n’est pas la limite qui tend vers quelque chose mais c’est u,, qui tend vers
n—-+oo n—-+oo

sa limite).
On doit remarquer que la limite d’une suite convergente u est un nombre associé & cette suite u. Ce n’est donc

absolument pas une fonction de n. Dit autrement, dans la notation liril Un, la variable n est muette et on peut la
n——+oo

remplacer par une autre lettre sans changer la valeur du résultat :

lim u, = lim u,.
n—-+oo p—+oo

n
Ainsi, la limite de la suite (un),.y n’est pas une fonction de n et donc, des calculs du genre, lirerl (1 + E) =
n—-+oo

n
2n+1 2n
1™ =1 (en fait, lim (1 + —) =e)ou lim RELIN L 2, sont totalement faux (méme s’il est exact que
n—-+oo n n—too N+ 3 n
n -+ 1 . . )
im =2). De méme, la phrase « Yn € N, lim u, =2» n’a aucun sens.
n—+oo N+3 n—-+oo

. o . n+3
Exercice 5. Montrer en revenant & la définition que lim =2
n—too N+ 1
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Solution 5. Soit n € N.

2] = 2n+3_ ]
" T in41 n+1
Soit alors € > 0.
1 1
lun—2/<e&s ——<eeEn+ 1> -
+1 13

1
Soit ng = LJ o est un entier naturel tel que pour tout entier naturel n, n > no = juy — 2| <

2n+3
n—+1

On a montré que : Ve > 0, dng € N/ Vn € N, (n > ng = [u, — 2| < ¢). Dong, la suite ( ) converge et
neN

n+3
1im =
n—+oo M+ 1

Exercice 6. Soit (un ),y une suite complexe. Pour n € N, on pose

% S e
k=0

1) Montrer que si la suite (un), oy converge vers un certain complexe {, alors la suite (v ), oy converge et a pour
limite {.
2) Montrer que la réciproque est fausse.

Solution 6.
1) Soit € > 0. Il existe un rang 1 tel que pour n > ny, ju, — £ < % Soitn>ng + 1.
1 - 1 - T |
ot (zuk)—e (S (L) - e B o
n—H n+1 = n+1 = n+1 =
] n
< —— - =— 0+ — ./
n+1Z|uk \ n_’_]Z‘uk |+ — > w1
= k=0 k=n;+1
Sty > Sty mmete gy )]
n+1 ko +1 — 2 n+l K 2
k=m; k=0
€ 1
:—+—Z|uk—ew.
2 n+1 =
ng ng
Maintenant, I’expression Z [ui — €] est constante quand n varie et donc ngI—lr—loo — Z [u — € = 0. On en déduit qu’il
k=0 k=0
n €
existe un rang n; tel que pour n > ny, ) Z lug — ¢ < <5
k=0
Soit ng = Max{nj 4+ 1,n,}. Pour n > ny, on a
& & 13
<= < sa s
vn =l < 5+ 1Z\uk I<5+5=
On a montré que : Ve >0, Ing € N/Vn € N, (n > no = [un —{| < ¢). Donc, la suite (vin), ¢y converge et lim v, ={.

n—-+oo

2) Pour n € N, posons u,, = (—1)". La suite (un), ¢y est divergente (nous 'admettons pour le moment en attendant des
notions et des résultats qui arriveront en fin de chapitre). Vérifions alors que la suite (vn),, oy converge vers 0.
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1 1
Soit n € N. Sin est impair, v, = ——(1—=1+1—=1+4...41—1) = 0 et sinest pair, vy = ——=(1—14+1=-T+...+1-14+1) =
n+1 n+1
—— . Par suite,
n+1
1

VﬂEN,Og\)ngn—H.

D’apreés le théoréme des gendarmes (théoréme énoncé en terminale et qui sera énoncé et démontré plus loin), lim v, = 0.
n—-+oo

Dong, il est possible que la suite (vi), oy converge et que la suite (un), oy diverge.

Théoréme 7. Soit (un), oy une suite réelle ou complexe.

Si la suite (un), oy converge, alors la suite (), oy est bornée.

DEMONSTRATION . Soit (Un), . une suite réelle (resp. complexe) convergeant vers un certain réel (resp. complexe) £.
Le réel € = 1 est un réel strictement positif. Il existe donc un rang no € N tel que pour tout n > ng, [un — € < 1. Soit n > ny.

[unl =l(un —0) + € < fun — €+ 0] < T+ 2.

Ainsi, pour tout n > no, [un| < 14 [f]. Soit alors M = Max{[uol, wl,...,[un,l, 1+ €]} (M existe dans [0, +oo[ car 'ensemble
{luoly iy ...y lungl, 14 [€]} est fini). M est supérieur ou égal & chacun des réels [uol, [uil,..., [un,| et donc pour tout n < no,
[un| < M. D’autre part, si n > no, [un| <1+ < M.

On a montré que : IM € R/ ¥n € N, [u,| < M. Dong, la suite (un), oy est bornée.

a
Théoréme 8. Soient (un), oy une suite complexe et £ un nombre complexe.
Si la suite (un), oy converge vers ¢, alors la suite ([un|),, oy converge vers [(].
DEMONSTRATION .  Supposons que la suite (un), o converge vers {. Soit ¢ > 0. Il existe un rang no tel que, pour n > no,
[un — € < €. Soit n > ny.
un| = €] < hun — € < e.
On a montré que Ve >0, Ino € N/ Vn € N, (n > no = [un| — [{]| < ¢). Donc la suite ([unl), o converge vers [{].
a

= Commentaire. La réciproque du résultat précédent est bien str fausse. Par exemple, la suite (I(=1)" ey converge vers |1|

mais la suite ((—1)"), o diverge.

Sinon, on a le résultat immédiat suivant.

Théoréme 9. Soient (un), oy une suite complexe et £ un nombre complexe.

La suite (un ),y converge vers £ si et seulement si la suite (Jun —€|),, .y converge vers 0.

Ce dernier résultat est trés utilisé dans la pratique. On veut montrer qu'une suite (un),, o converge vers un nombre {. On
s’intéresse immeédiatement a [u,, — 4| ...

2.2 Suites réelles de limite infinie

DEFINITION 7. Soit (un), ¢y une suite réelle.

On dit que u,, tend vers +oco quand n tend vers +oo et on écrit lirf U, = 400 si et seulement si
n—-+oo

VAER, Ing e N/VneN, m>2no=>u, > A).

On dit que u,, tend vers —oco quand n tend vers +oo et on écrit lim wu,, = —oo si et seulement si
n—-+oo

VBeR, Ing e N/VYneN, (n>ny = u, <B).

= Commentaire. I est clair qu’une suite réelle de limite infinie n’est pas bornée et en particulier est divergente.
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Graphiquement, dire que la suite (un), oy tend vers 400 quand n tend vers +oo signifie que, pour tout réel A, les points
de coordonnées (n,u, ) sont tous au-dessus de la droite d’équation y = A a partir d’un certain rang, dépendant de A :

‘LL“0 ................................ [ )

o

Exercice 7. Montrer en revenant a la définition que lim (Snz —3n+ 4) = +4o00.
n—-+4oo

Solution 7. Pour tout entier naturel n (y compris n =0), 5n? —3n +4 > 5n? — 3n? + 0 = 2n2.

Soit alors A un réel.

A
2 —3n+4>Am?P>A M > |Al&En> %
A
En> | —— ||+ 1.
2
. [ VIA] : 2
Soit ng = 5 + 1. ng est un entier naturel tel que, pour n > ngp, 5n“—3n+4 > A.
On a montré que : VA € R, 3ng € N/Vn € N, (n >no = 5n? —3n+4 > A). Donc, lirf (5n* —3n +4) = +oco.
n——+oo
= Commentaire. On aurait aussi pu résoudre directement Uinéquation 5n* —3n+4 > A. Si A > % :
34+ V20A —T71

5n’ —3n4+4>A&5m’—3n+4—-A>08n> n ,

. 71 . ) . . . .
et si A < =, pour tout entier naturel n, on a Sn* —3n+4 > A. Cette solution n'est ni meilleure, ni moins bonne que celle proposée

20
3+ V20A —71
10

intérét par exemple si Uon cherchait le plus petit entier no & partir duquel on a 5n* —3n+4 > A.
Dans la solution, nous avons commencé par minorer la suite (Snz — 3n+4)neN par la suite (an)neN, beaucoup plus simple puis
nous avons 1mposé & un terme de cette suite minorante d’étre supérieur a A. L’inéquation a résoudre est beaucoup plus simple mais

VIAI

2

en solution. Ici, l'inéquation « a €té résolue par équivalence » (Snz —-n+4>AEn> ) et ceci pourrait avoir un

on n'obtient pas forcément le plus petit rang a partir duquel on a 5n* —3n+4 > A. On a obtenu un rang Mo = +1)a

partir duquel on est sdr que 5n’> —3n+4 > A.

Exercice 8. (un), oy est une suite réelle. Enoncer avec des quantificateurs les phrases suivantes :

1) La suite (un), oy ne tend pas vers +oo.
2) La suite (un),cy n’est pas bornée.
3) La suite (un), oy ne tend pas vers le réel L.
4) La suite (un), oy est divergente.
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Solution 8.

1) La suite (un),cy ne tend pas vers +oo si et seulement si 3JA € R/ Vno € N, In € N/ (n > ng et up < A).
2) La suite
3) La suite

Un ), ey D'est pas bornée si et seulement si VM € R, In € N/ u;, > M.

(un)
(un)
(Un) ey ne tend pas vers € si et seulement si 3e > 0/ Vno € N, In € N/ (n > ng et [un — € > ¢).
(un)

4) La suite (un), ¢y est divergente si et seulement si V¢ € R, 3¢ >0/ Vno € N, Ine N/ (n > ng et [u, —{f > e).

2.3 Quelques limites de référence

On donne ici quelques limites de suites usuelles avant de donner au paragraphe suivant les différents résultats sur les
opérations sur les limites.

Théoréme 10.
1) Soit q € R.
eSi—1<qg<T,alors lim q"=0.
n—+oo
eSiq>1, alors lim q" =4o0.
n—+oo
o L1 n o _
e Siq=1,alors nLHEOOq =1
e Si g < —1, la suite (q™)
2) Soit q € C.

nen diverge.

e Silgl<1,alors lim q™=0.
n—-+oo

e Siq=1, alors ngl}rlooqnzl

e Dans tous les autres cas, la suite (q™), o diverge.

DEMONSTRATION .

1) Soit q € R.

e Supposons —1 < q < 1. Si q = 0, la suite (q™) (1,0,0,0,...) est nulle & partir du rang 1 et donc hIP q™ = 0. Sinon
n—-+oo

neN =
q €] —1,0[U]0, 1[ puis |q| €]0, 1[. Soit ¢ > 0. Pour tout entier naturel n (en tenant compte de In(|q|) < 0),

In(e)

W

lq" < e« e <o = nin(lql) <In(e) &n >

In(g)
In(lq) H -

=n2z
In(|q|)

<:n>{

In(e)
In(|q|)

On a montré que : Ve >0, Inp e N/Vn € N, (n > no = |q" — 0| < ¢). Donc, lirf q" =0.
n—-+oo

Posons ng = { H + 1. no est un entier naturel tel que, pour tout n > no, |q"| < €.

e Supposons q > 1. Soit A € R. Pour tout entier naturel n,

In(|A] + 1)

Q" A"V A+ e nln(q) > (Al +1) &n > — )
n

s rn(\AHnJ 1
In(q)

Posons ng = {%J + 1. no est un entier naturel tel que, pour tout n > ng, q" > A.
On a montré que : Ve >0, Inpo e N/VneN, (n >no = q" > A). Donc, lim q" = +oo.
n—-+oo

e Si q =1, la suite (q"), oy est constante et en particulier immédiatement convergente de limite 1.

e Supposons maintenant q < —1. Donc, pour tout entier naturel n,

’q“” —q“( =lg"g—1=1"x2=2.
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1
Supposons par I'absurde que la suite (q™), c converge vers un réel {. Pour ¢ = 5

1

> 0, il existe alors un rang no tel que pour n > no,

[q" — 1 < =. Pour n > nop, on a

NI

(q“” —q“] = ](q““ —€)+(€—q“)] < ]q““ —f’+|f—q“\< %Jr%:‘-

ntl q“| > 2. Il était donc absurde de supposer la suite (q"),, .\, convergente.

Ceci contredit le fait que pour tout entier naturel n, !q
On a montré que la suite (q™), .y est divergente.

2) On suppose maintenant que q est un nombre complexe.

e Si|q| < 1, alors la suite (|q™]), oy = (\q\n)neN converge vers 0 d’aprés 1’étude du cas ou ( est réel. On en déduit que la suite
(9™),en converge vers 0 d’aprés le théoréme 9, page 12.

e Si|g| > 1, la suite (q"), oy n’est pas bornée et donc la suite (q™), . diverge.
e Le cas oit q =1 a déja été traité.
o Il reste le cas on q € U\ {1}. Posons q = e ou 0 €]0,27[. Pour n € N,

eL(n+1)9 _e e

ine‘ -

i(Zn+l)G/2‘ o etz _ e"‘e/z‘ s (g) = 0 (car g € 10, 1.

i(n+1)0 _ ei.ne

Comme plus haut, si par I'absurde la suite (eme)neN converge, ’expression |e

’ doit étre petite pour n grand ce qui

n’est pas. Donc, la suite (eine)neN diverge.
a
Théoréme 11. Soit x € R.
eSia<0, lim n*=0.
n—-+oo
eSiaa=0, lim n%*=1.
n—-+oo
eSia>0, lim n%*=+4oco.
n—-+oo
DEMONSTRATION .
e Soit o« < 0. Soit € > 0. Pour n € N*,
1 1
N <e&n®<e&n>ex (par décroissance de la fonction x — x = sur 0, +ool)
1
=n> {SEJ + 1.
Soit ng = {E&J + 1. no est un entier naturel tel que pour n > 1o, on a In%| < ¢. On a montré que
Ve >0, Ino e N/VneN, (m=no=Mn*—0 <e¢)
et donc lim n® =0.
n—+oo
e Soit o« > 0. Soit A € R. Pour n € N,
1 1
n* > A &n*<JAl &n > |Al= (par croissance de la fonction x — x= sur [0, +ool)
1
en> UAFJ 1.
Soit ng = UA\%J + 1. no est un entier naturel tel que pour n > np, on a n® > A. On a montré que
VAER, InpeN/VneN, n=>no=n">A)
et donc lim n% = +oo. a

n—-+oo

2.4 Opérations sur les limites

2.4.1 Combinaisons linéaires

Théoréme 12. Soient (un), oy et (V) deux suites complexes et A et pw deux nombres complexes. Soient £ et £’

deux nombres complexes.

neN

Si les suites (Un ),y €t (Vn), oy convergent vers € et {’ respectivement, alors la suite (AMu,, + pvn ), oy converge vers
AL+ pl.
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DEMONSTRATION .  Soit ¢ > 0. Il existe un rang n; tel que pour n > nq, [un, —{ < 7

€
————— et il existe un rang n; tel que
(Al +1)

£
our n > ny, fvn — | < =——-.
p = Z|n ‘ 2(‘”—“"])

Soit np = Max{ni,n,}. Pour n > no, on a

|(Mtn + pvn) — A+ )| = [A (wn — ) + p (va — £')]

£ £
<N n — € + [l [vn — €] <A +
| | <Py Mg
3 3
SN+ N5 + (1 + 1) 57—
RRPIER TR A TS
_ELE L,
2 2T

On a montré que Ve >0, Ing € N/Vn e N, (n > 1o = |(Min + pvn) — (M + ') < e et donc lIim  (Aun + pvn) = A+ pl’.

n—-+oo

Théoréme 13. Soient (un), oy et (Vn) deux suites réelles.

neN

1) a) Si 'une des deux suites tend vers 400 (resp. —oo) et I'autre est bornée, alors la suite (un +vn), oy tend
vers +0o (resp. —00).

b) Si l'une des deux suites tend vers +oo (resp. —oco) et 'autre converge, alors la suite (w, + vy )
vers +00 (resp. —o0).

nEN tend

2) Si les deux suites tendent vers +oo (resp. —o00), alors la suite (un +Vn), ¢y tend vers +oo (resp. —oo).

DEMONSTRATION .

1) a) Supposons que lim u, = 400 et que la suite (Vi) ey soit bornée. Il existe un réel M tel que pour tout entier naturel n,
n—+oo
vn| < M.

Soit A € R. Puisque lim wu, = 400, il existe un rang no tel que pour n > ng, un > A + M. Pour n > ny, on a alors
n—-+oo

Un+Vvn ZA+M—-—M=A.
On a montré que : VA € R, Inp € N/ Vn € N, (n > 1o = un +vn > A). Donc, lim (un +vn) = +0o. La démonstration est
n—+oo

analogue si lim un, = —o0.
n—-+oo

b) Une suite convergente est bornée et donc le b) est une conséquence du a).

A
2) Supposons que lim un, = +oco et lim vn = 4o00. Soit A € R. Il existe un rang n; € N tel que, pour n > ny, un > = et il
n—+oo n—+oo 2
A
existe un rang n, € N tel que, pour n > ny, vn > 5
Soit ng = Max{n,n,}. Pour n > ny,
A A
Un +Vn 2 5 + 5 = A.

On a montré que : VA € R, Inp € N/ Vn € N, (n > no = un +vn > A). Donc, lim (un +vn) = +0o. La démonstration est

n—-+oo

analogue si lim u, =—ocoet lim v, = —o0.
n—-+oo n—-+oo

a

Sinon, on a immédiatement

Théoréme 14. Soit (W, ), oy une suite réelle et A un réel.
—0c0siA<0
Si lim u, = +4o0, alors lim Au, = 0siA=0
n—-+oo n—-+oo .
4+oosiA >0
+oosiA <0
Si lim u, =—o0,alors lim Au, =< 0siA=0
n—-+oo n—-+oo .
—0c0siA>0

On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le tableau suivant :
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un, tend vers { +00 —00 +00 —00 +00
v, tend vers ¢’ ) ) +00 —00 —00
Un + v tend vers L4¢ 400 —00 400 —00 ?
Le tableau ci-dessus comporte un 7. Cela signifie que si lim u, =4oco0et lim v,, = —o00, tout est possible concernant

n—-+oo n—-+oo
Up + Vi (+00) 4+ (—o0) est une forme indéterminée qui sera analysée plus loin.

2.4.2 Produits

Théoréme 15. Soient (un), oy et (vn) deux suites complexes. Soient £ et £’ deux nombres complexes.

neN

Si les suites (Un),cy et (Vn),cy convergent vers £ et £’ respectivement, alors la suite (unvn), oy converge vers {€'.

DEMONSTRATION .  La suite (vn), oy est convergente et donc bornée. Soit M un majorant de la suite ([vnl), -

€

— et il existe un rang n, tel que pour n = ns, [va — 0’| <
Z(M+]) X1 gmn2 q p 2 |n ‘

Soit ¢ > 0. Il existe un rang nj tel que pour n > ny, [un —{| <

&
2(e+1)°

Soit np = Max {ni,n,}. Pour n > ngp, on a

Unvn — 0| = [unvn — vn + tvn — 8| = [(un — O vn + L (va — )|

/ £ €
< onl hun — n— ] <
< alfun = U410 on =] < Mggms + 503
€ £
(M + )2(M+])+(H+ )Z(W-i-])
_E+E—g
—s+i=e

On a montré que Ve >0, Inp € N/Vn € N, (n > no = [unva — &’| < €) et donc lirf Unvn = 0.
n—+oo

a
Théoréme 16. Soient (un),cy et (Vn), ¢y deux suites complexes.
Si (un), e converge vers 0 et si la suite (vin), oy est bornée, alors nlﬂirfm Uy X vy =0.
DEMONSTRATION .  La suite (vn), oy est bornée. Soit M un majorat de la suite ([vnl), cy-
. . €
Soit alors ¢ > 0. Il existe ng € N tel que, pour n > no, |[un| < M Pour n > np, on a :
€ €
UnVn| = [un|vn] < x M < x (M+1)=c¢.
vl = ftnl o] € 57 X M S s x (M)
On a montré que Ve >0, Ing € N/Vn € N; (n > no = |lupva| < €) et donc  lim upvy =0.
n—-+oo
a

sin(n)

1
Par exemple, la suite (sin(n)) est bornée et la suite <—> converge vers 0. Donc, la suite <—> converge vers 0. On
n n

doit noter que la suite (sin(n)) est divergente (il est possible de le démontrer mais nous ne le ferons pas ici).

Théoréme 17. Soient (un), oy et (Vn) deux suites réelles.

neN

lim up X v, =sgn(l) x (+00).
n—-+oo

lim w, X vy, =sgn(f) X (—o0).
—+00

1) Si lim wu, =400 et sila suite (Vi) pen converge vers un réel non nul ¢, alors
n—-+oo

Si lim u, = —oo et si la suite (vy) converge vers un réel non nul {, alors
n—-+oo neN ’ n

2)Si lim u, =4occet lim vy =400, alors lim u, X vy, = +oo.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Si lim u, =4ocoet lim v, =—00,alors lim wu, X vy, = —o0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Si lim uw, =—-ocoet lim v, =—00,alors lim wu, X vy = 4o0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
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DEMONSTRATION .

{
1) Supposons par exemple que lim un, = +oco et lim vy = € > 0. Le réel = est strictement positif et donc il existe un rang
n—-+oo n—-+oo 2

{ { {
ny € N tel que, pour n > ny, |[vn —{| < E.Pourn}m,onavnf@}f— et donc vn, > = > 0.

2 2
. . 2A .
Soit A € [0,+ool. Il existe un rang n, tel que pour n > na, un > - > 0. Soit np = Max{ni,n;}. Pour n > ng, on a
2 {
U—nXVn2TX§:A.

On amontré que VA € [0,+0o[, Ing € N/ Vn € N; (n > 1y = unvn > A). Mais alors, VA € R, Ing e N/Vn € N, (n > 1y = unvn > A)
car si A est un réel strictement négatif, un rang no tel que pour n > no, on a un,vy > 0, est aussi un rang a partir duquel unvn > A.
Donc, lim unvn = +4o00.

n—+oo

2) Supposons par exemple que lim un =400 et lim vn = +00. Comme précédemment, on se contente de montrer que
n—-+oo n—+o0o
VA € [0,4oof, Ing e N/ Vn €N, (n > np = Uunvn = A).

Soit A € [0, +ool. Il existe un rang n; € N tel que, pour n > ny, un > VA et il existe un rang n, € N tel que, pour n > n,,
vn = VA. Soit ng = Max{nj,nz}. Pour n > ngp, on a

unxvn>\/K><\/K:A.

On a montré que VA € [0,4o00[, Ino € N/ Vn € N, (n > ng = unvn = A) et donc, lim upvn = +oo.
n—+oo

On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le tableau suivant :

un, tend vers { +00 —00 +00 +00 —00 +o00
v, tend vers ¢’ L#£0 0#£0 +o0 —00 —00 0
U, X vy tend vers 0’ sgn(f) x +oo | sgn({) x —oo +00 —00 +00 ?

Le tableau ci-dessus comporte un 7. Cela signifie que si lim u, = foo et lim v, = 0, tout est possible concernant
n—-+oo n—-+oo

U X Vp. 00 X 0 est une forme indéterminée qui sera analysée plus loin.

2.4.3 Quotients

Théoréme 18. Soit (un ),y une suite complexe. Soit ¢ un nombre complexe non nul.

Si la suite (un), oy converge vers {, alors la suite (un), .y ne s’annule pas a partir d’un certain rang et la suite

1
(— converge vers z .
Un / nen

DE S 1 it 1 b ! 1¢ L ’lw t strict t
EMONSTRATION . upposons que la suite (un)neN converge vers le nombre complexe non nul {. Le rée 5 est strictemen
.. . . (
positif et dong, il existe un rang n; tel que pour n > ny, lun — € < % Pour n > ny, on a
. 4
€] — fun| <€) — [unll < 1€ —un| < 5

{ { - . . 1 . . .
et donc |[un| > (| — l—z‘ = I—Z‘ En particulier, [un| > 0 puis un # 0. La suite <—> est bien définie & partir du rang n;.
n/ neN
Pour n > ny, on a
T =t un—t 2
= < :—Z\Hn*@\-
un ¢ [un | 1€] 1¢] I¢]
5 x [{]
2
. P , . .. . |0 .
Soit alors ¢ > 0. Le réel ——¢ est un réel strictement positif. Donc, il existe un rang n, tel que, pour n > ny, Jun, —{| < 78. Soit
no = Max{nj,n,}. Pour n > np, on a
! ! <2\u /Z\<2 xwzsfs
T N EE N
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1 1 1 1
On a montré que : Ve >0, Ino e N/VneN, (n>2ny=|— —-|<e¢). Donec, lim — = -. a
un L n—+oo Un 4
Théoréme 19. Soient (un), oy et (Vn), oy deux suites complexes et € et € deux complexes, £’ étant non nul.
S S , [ un e .
Si la suite (un), oy converge vers { et si la suite (v ), o converge vers €', alors la suite | — est définie a partir
Yn /nen
d’un certain rang et converge vers I
. . u 1 . .
DEMONSTRATION . Puisque pour tout entier naturel n, v_n =1Un X o il suffit d’appliquer les théorémes 15 et 18.
n n
K
Théoréme 20. Soit (un),, oy une suite réelle.
Si la suite (un) converge vers 0 et est strictement positive & partir d’un certain rang, alors lim — = +o0.
neN ’ n—+00 Up
Si la suite (un), oy converge vers 0 et est strictement négative a partir d'un certain rang, alors lim — = —oo.
n—+oo0 Up
DEMONSTRATION .  Supposons que la suite (un), o converge vers 0 et soit strictement positive & partir d'un certain rang ns.
Soit A un réel strictement positif. Puisque lim w, = 0, il existe un rang n, € N tel que, pour n > nz, un < A Soit no =
n—+oo

1 1
Max {ni,nz}. Pour n > np, on a 0 < un < A et donc o > A.
™

Un

On a montré que : VA €]0,+oc0l, Ino € N/ vn € N, (n}no = L 2/\) et donc aussi que VA € R, Ing € N/ Vn €

n n—-+oo Un

N, (n >no > ul > A). Par suite, lim L = +o0.

La démonstration est analogue si la suite (un), oy est strictement négative & partir d'un certain rang.

a
Théoréme 21. Soit (un),, oy une suite réelle.
.o : 1 e o . . 1
Si lim u, = £o0, alors la suite | — est définie & partir d’un certain rang et lim — =0.
n—-+oo Unp neN n—-+o0 Up
DEMONSTRATION .  Supposons que lim un = +oo. Il existe un rang n1 € N tel que, pour n > n1, un > 1. La suite (un),
n—+oo
est strictement positive a partir du rang n; et donc la suite o est définie & partir du rang n;
n/ neN
1
Soit € > 0. Puisque lim wu, = +o0, il existe un rang n, € N tel que, pour n > ny, un > . Soit ng = Max{nj,nz}. Pour n > nyo,
n—+oo
1 1
onaun2getdonc0<—<£.
n
. 1 . . 1
On a montré que : Ve >0, Ino e N/VneN,| [ n>no = |—| < ¢ |. Par suite, lim — =0.
Un n—+oo Upn
a

On peut synthétiser les théorémes 20 et 21 avec les égalités efficaces :

1 1
— =0 et = =o00.
00 ¢ 0

Sinon, en combinant les résultats sur les produits et les inverses, on obtient le tableau suivant :

u, tend vers ( {>00u+oc0 | {<O0ou-—oco | £>0o0u-+oo | £L<0ou—co 400 400
vn tend vers ¢ £0 (s ot 0~ 0~ (>0 | ¢<0
Un /vy tend vers /e +00 —00 —00 +00 +00 —00
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U, tend vers —00 —00 0 +oo

v, tend vers >0 <0 0 +oo

Un/vn tend vers —00 +o00 ? ?

Le tableau ci-dessus comporte deux ?. Cela signifie que si lim u, =0et lim v, =0 ou bien lim u, = oo et
n—-+oo n—-+oo n—+oo

. . Un
lim v, = +o0, tout est possible concernant —.
n—-+oo Vn

0 o0 S . . ) .
— et — sont des formes indéterminées qui seront analysées au paragraphe suivant.
00

0

2.4.4 Les formes indéterminées

On récupére les différentes formes indéterminées des paragraphes précédents et on en rajoute une. On obtient les cing
formes indéterminées des classes préparatoires :

[ [
| 0 00 |
(+o0) + (—o0) 1 oo x0 — — 1 ]®
! 0 oo |
. 1 : o . 0 oo . o .
Puisque — = 0 et — = o0, les trois formes indéterminées oo x 0, 0 et —, sont une seule et méme forme indéterminée.
00 00

On donne différents exemples montrant que dans chacun des cas ci-dessus, tout est possible.

Pour (+00) + (—00),

eu, =n?4+netvy=-—n% lim up =400, lim vy =—oc0et lLm (un+vn)=+00.
n—-+o0 n—-+oo n—-+oo
eu,=n?etv, =-—n?—n. lim u, =400, lim vy, =—ooet lm (un+v,)=—00.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
eu,=n?+1letvy, =-n? lim u, =+co0, lim vy =—-0coet lim (un+vn)=1.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
— 2 —1)" — _n2 li _ li _ ) de limi
eu, =n“+(—1)"etvy =-—m~. lim up =+oo, lim v, =—o0 et u, +vy n’a pas de limite.
n—-+oo n—-+oo
Pour 0 x oo,
5 1 . . . .
eu, =n“etvy, =—. lim uy, =400, lim v, =0et lim u,vya = lim n =4oo.
n n—+oco n—-+oo n—-+oo n—-+oo
1 . . . . 1
euy=netvy, =—. lim u, =+oc0, lim vp=0et lim up,vqa= lim — =0.
T n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—+oo N
1 . . .
eu, =netvy,=—. lim u, =400, lim vy=0et lim uyv, =1.
n n—+oo n—-+oo n—-+oo
(=™ . . , .
eu, —=netv, = lim u, =+oc0, lim v, =0 et u,v, n’a pas de limite.
n n—-+oo n—-+oo
Pour 1°°,
=1——et =n? 1l =1, I = i
e U, et vp =n°. lim u, , llm vu = +00 puls
n n—-+oo n—-+oo
1 (n?) _nl“(ljﬁ)
wr=(1——= =e B
n
In(1-1 In(1 + X) n(1—21
lim (0-%) = lim =1et donc lim —n# = —oo puis lim uy" =0.
n—+oo _ X—0 X n—+oo 1 n—+oo
n

eu,=1+—cetv,=n2 lim u, =1, lim v, =+oo puis
n n—-+oo n—-+oo

1 (n?) nln(w%)
u}’;‘:(1+—) =e T .
n

21—

In (1+
lim n ( ] ) = +oo puis lim uy* = +oo.
n—+00 o n—-+oo

eu,=1+—etvy,=m. lim u, =1, lim v, =+oco puis
n n—-+oo n—-+oo

N m(1+L)
u:)l“ = (] -+ H) =€ .
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Vn __

In(1+4
lim Mz]puis u"t =e.

3 lim
n—+oo — n—+oo
n
On a obtenu au passage :
1 n
lim |1+—=) =e.
n—-+oo n

On donne maintenant un exemple ol « on léve une indétermination » mais l'aspect technique des calculs de limites sera
principalement travaillé dans le chapitre suivant.

Exemple. On veut liIJxrl (\/ n2+4+2n+3— n). On est en présence d’une indétermination du type (4+o00) + (—o0).
—+00

n

On va transformer I'expression vn? +2n + 3 — n sans écrire le symbole lim et ceci pour deux raisons. La premiére
n—-+oo

est qu’on n’écrit pas ce symbole tant qu’on n’est pas str de 'existence de la limite. Il serait mauvais de faire un calcul

du type lim ...= lim ...=...= lim (—1)™ qui n’existe pas. La deuxiéme raison est que, pendant un certain
n—-+4oo n—-+oo n—-+4oo

nombre d’étapes de calcul, on transforme 'expression vn2 + 2n + 3 —n sans jamais s’intéresser a sa limite. Il serait donc
techniquement maladroit d’écrire de nombreuses fois le symbole lim pour rien. Quand on ne travaille que sur un
n—-+oo

morceau d’une expression, on n’écrit que ce morceau.

Pour tout entier naturel n, vn2 +2n + 3 +n # 0 puis

(viZF 3 —n) (VRZF 2R T3410)  (n2 4204 3)—n2

V2 +2n+3+n  VnZ+i2n+3+n
2n+3

B VnZ+2n+34+n

L’utilisation de la quantité conjuguée vnZ +2n + 3 +n a permis de mettre en évidence le « face a face » n? —n? qui
contient I'indétermination (+00) 4 (—o00). Quand on simplifie n* —m?, on fait disparaitre I'indétermination (4o00) + (—o0).

VnZ+m+3-—n=

2

. . . , N L . 00
On ne peut toujours pas calculer la limite car on est toujours en présence d’une indétermination, cette fois-ci du type —.
00

On poursuit donc le calcul avec une idée clé : on met le terme prépondérant en facteur.

2 >
2n+3 Tl(]_‘_Zn)
vVnZ+2nm+3—n= =
VvnZ+2n+3+n 2 3
n +n

10242
+n+n2

3 3

14+ — 14+ —

n 2 3 2 3
1+—+—2+] 1+—+—2+]

n n n n

Quand on met en facteur le prépondérant 2n dans 2n+3, on obtient 2nx une expression qui tend vers 1. La mise en facteur
du prépondérant est la technique algébrique qui permet de dire que « 2n + 3 vaut environ 2n pour n grand ». De méme,

on a écrit le dénominateur sous la forme nx une expression qui tend vers 2. Le face a face 2?“ contient l'indétermination
%. Cette indétermination disparait quand on simplifie 1.
On peut maintenant passer a la limite :

3

14+
lim (\/n2+2n+3—n): lim 2 _, 10

2n =2 =1
nStoo nSieo 2 3 VI4+0+1
1+—+—2+]
n n

Dans le chapitre suivant, on dégagera des notions et des techniques qui permettront d’améliorer nettement le calcul
précédent. l:l
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2.5 Limites et inégalités

Théoréme 22 (passage a la limite dans les inégalités larges). Soient (), oy et (Vn), oy deux suites réelles.

Si les deux suites (un), oy €t (Vn),cy convergent et si il existe un rang np € N tel que, pour 1 > no, on a un < vn,

alors lim u, < lm v,.
n—-+oo n—-+oo

DEMONSTRATION. Posons {= lim u, et £’ = lim vn.

. . €
Soit ¢ > 0. Il existe un rang n; € N tel que pour n > ny, [un — 4| < 7 (d’aprés le théoréme 5, page 10). Pour n > nq, on a en

L € . . . € L
particulier w, > { — 7 De méme, il existe un rang n, € N tel que, pour n > n,, v, — 0’| < 5 Pour n > n,, on a en particulier

€
n < e/ + E
Soit N = Max{no,n1,n2}. N est un entier naturel supérieur ou égal a no, ny et ny. On en déduit que
€ , €
{— = <un Sy <+ =
Z N X VN Z
puis que
O — 0> —e.

On a montré que : Ve > 0, ¢’ —{ > —¢. {’ — € est un réel strictement plus grand que n’importe quel réel strictement négatif et en
particulier différent de n’importe quel réel strictement négatif. Donc, ¢’ — € € [0, +oo[ ou encore £ < (.
a

Le théoréme précédent dit que les inégalités larges sont conservées par passage & la limite. Attention, les inégalités
strictes ne sont pas conservées pas passage a la limite ou encore, si (un)neN et (Vn)neN sont deux suites

convergentes,
(o eN/VYn>2nog/up <vn) 7 lim u, < lim v,
n—-+oo n—-+oo
1 1
Par exemple, pour tout n € N, —— > 0 mais lim —— =0
n+1 n—+oon+ 1

Par contre, si (un), oy et (Vn), oy sont deux suites convergentes, on a bien str (puisque Un < Vn = Un < Vi)

(Fno e N/Vn > no/un <vn) = lim u, < lim v,.

n—-+oo n—-+oo

Théoréme 23.

1) Soit (un), ¢y une suite réelle convergente.

Si lim u, >0, alors il existe un rang np € N tel que, pour n > ng, u, > 0.
n—-+oo

2) Soient (Un), ey et (Vn)ney deux suites réelles convergentes.
Si lim u, < lim vy, alors il existe un rang ng € N tel que, pour n > ng, U, < vy.

n—-+oo n—-+oo
DEMONSTRATION .
. , ¢ . . - )
1) Posons { = lim un. Le réel ¢ = 3 est strictement positif. Donc, il existe un rang no € N tel que, pour n > no, [un — | < 3
n—-+oo
{
Pourn > no,onau, — (> ) et donc
Un > ¢ >0
n = 2
2) On applique le 1) a la suite (vn —un),, oy
a
Théoréme 24 (théoréme des gendarmes). Soient (un), oy, (Vn)ney €6 (Wn),cy trois suites réelles.
Si il existe np € N tel que pour n > np, on a vy, < Un < Wy et si les suites (Vi) oy et (Wn), oy (les gendarmes)
convergent vers une méme limite £, alors la suite (un), o converge et a pour limite {.
DEMONSTRATION .  Soit ¢ > 0. Il existe un rang ny € N tel que, pour n > nj, on a vy, > { — ¢ et il existe un rang n, € N tel

que, pour 1 > Mo, Wn < L+ €.
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Soit N = Max{no,ni,nz}. Pour n > N, on a

C—e<vn <un <wn <+

et en particulier

[un — € < e.

On a montré que : Ve > 0, AN € N/Vn € N, (n > N = [un —{] < ¢). Dong, la suite (un), o converge et lirf un = L.

a
Une conséquence du théoréme des gendarmes est :
Théoréme 25. Soient (un ),y une suite complexe, (vin), oy une suite réelle et ¢ un complexe.
Si il existe np € N tel que pour n > ng, on a [un —{ < vn et si la suite (vi), oy converge vers 0, alors la suite
(Un) ey converge et a pour limite {.
DEMONSTRATION. Pour n > np, on a 0 < |un —{ < vn. De plus, lim vy = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, [un — {|
n—+oo
tend vers 0. Donc la suite (un), . converge et a pour limite €.
a
. (=" ) ~ _
Par exemple, si pour tout n € N, u, = ———, alors pour tout n € N, Ju,| < avec lim —— = 0. Donc,
+1 +1 n—+oo N + 1

1" —_1)n
(=1 = 0. On peut noter que la suite ((—1)™), oy est divergente et donc que la limite de - +)]

lim
n—+oo N+ 1
par opérations sur les limites.

ne s’obtient pas

Théoréme 26. Soient (un), oy et (Vn),cy deux suites réelles. On suppose qu’il existe np € N tel que pour n > no,
onau, < Vvn
Si lim u, = +4o0,alors lim v, = +oo.

n—-+oo n—-+oo

Si lim v, =—oc0, alors lim w, = —oco.
n—-+oo n—-+oo

DEMONSTRATION . Supposons que lim u, = 4o0o. Soit A € R. Il existe un rang n; € N tel que, pour n > ny, un > A

n—+oo ’

Soit N = Max{no,ni}. Pour n > N, on a vy > un, > A. On a montré que VA €¢ R, AN € N/Vn € N, (n > N = v, > A). Dong,
lirf Vi = 400.

n—+oo

On a montré que si lim un, = +o00, alors lim v, = +o0.
n—+oo n—+oo
Le deuxiéme résultat s’obtient alors en appliquant le premier résultat aux suites (—un), cy €t (—vn), cy 1 POUr L 2 Mo, —Vn < —Un
et lim —vn=+o00o = lim —u, =+00).
n—+o0 n—+oo

a

2.6 Limites et parties denses

DEFINITION 8. Soit D une partie de R (resp. C).
D est dense dans R (resp. C) si et seulement si

Vx € R (resp. C), Ve >0, Iy e D/ [x —y| < e.

= Commentaire. La définition du programme officiel est : D est dense dans R si et seulement si tout intervalle ouvert non
vide rencontre D. Cette définition est équivalente a la définition donnée ci-dessus.

On a déja vu que Q, R\ Q et D sont des parties de R denses dans R. Ceci signifie que, aussi prés qu’on veut d’un réel
donné, on trouve un rationnel (ou un irrationnel ou un décimal). On peut caractériser la densité en terme de limites de
suites (caractérisation séquentielle de la densité) :

Théoréme 27. Soit D une partie non vide de R (resp. C).

D est dense dans R (resp. C) si et seulement si, pour tout x € R (resp. C), il existe une suite (un), oy d’éléments de
D, convergente, de limite x.
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DEMONSTRATION .  Soit D une partie non vide de R (resp. C)

e Supposons D dense dans R (resp. C). Soit x € R (resp. C).

1
Pour tout ¢ > 0, il existe y € D tel que |[x —y| < €. En particulier, pour tout n € N, il existe un € D tel que [x —un| < g
n
1

Puisque lim —— =0, on en déduit que la suite (un), . est convergente et que lim un, =x.
n—t+oo N+ 1 ne n—+oo

On a montré que si D est dense dans R (resp. C), alors pour tout x € R (resp. C), il existe une suite (un), o d’éléments de D,
convergente, de limite x.

e Supposons que pour tout x € R (resp. C), il existe une suite (un), oy d’éléments de D, convergente, de limite x.

Soit x € R (resp. C). Soit &€ > 0. Soit (un),y une suite d’éléments de D, convergente, de limite x. Il existe no € N tel que, pour
n 2 no, |x —un| < €. Le nombre y = un, est alors un élément de D tel que |x —y| < e.

On a montré que si pour tout x € R (resp. C), il existe une suite (un) d’éléments de D, convergente, de limite x, alors D est
dense dans R (resp. C).

neN

a

= Commentaire. Ainsi, par evemple, tout réel est limite d’une suite de rationnels. On donne ci-dessous quelques exemples
célebres :

et

On peut aussi démontrer que

2.7 Compléments sur les suites complexes

On sait qu'une suite complexe (un), oy converge vers un certain nombre complexe { si et seulement si Ve > 0, dng €
einn/S einn/3 1

+1

N/VneN, (n>ng= |lu, —{ <¢). Ainsi, par exemple, la suite <

> converge vers 0 car
neN

n+1 n+1’

On décrit ci-dessous d’autres maniéres d’étudier la convergence de suites complexes.

Théoréme 28. Soient (u,), .y une suite complexe et ¢ un nombre complexe.

(Un) ey converge vers £ si et seulement si (Wy),, oy converge vers {.

DEMONSTRATION . Pour tout n € N, [ty — | = [un — €| =[un — | — 0.
n—-+oo

Théoréme 29. Soit (un ),y une suite complexe.

(Un) ey converge si et seulement si (Re (un)), oy et (Im (un)), oy convergent.
De plus, en cas de convergence, lim u, = lim Re(u,)+1 lim Im (uw,).
n—+oo n—-+oo n—+00

DEMONSTRATION .

e Supposons que les suites (Re (1)), oy et (Im (wn)), oy convergent. Alors, la suite (un), iy = (Re (un)), ¢ +1 (Im (un)), y converge
d’aprés le théoréme 12, page 15, et de plus, lim un = lim Re(un)+1 lim Im (un).
n—+o0 n—+o00 n—+oo

e Supposons que la suite (un), oy converge. Alors, la suite (y), o converge d’aprés le théoréme 28 puis les suites (Re (un))

1

% (wn)pen + (@) en) €t (Im (un)), oy = i ((un)peny — (W) ,ey) convergent.

neN —

a
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Théoréme 30. Soient (1), oy et (0n),cy deux suites de réels et T et 0 deux réels.

Si les suites (Tn),cp et (On),, oy convergent, vers T et O respectivement, alors la suite complexe (Tneie“) converge

et de plus, lim rhe'® =re'®.
n—-+oo

neN

DEMONSTRATION .

e Soient 0 et 0’ deux réels.

/
eie_eie' 00

— le 5

. ’ . ’ s ’
i(0+07)/2 (el(efe )/2 _ (00 )/2)‘ )

i 0—0’
sin | —5—

gz' ’:|e’—e|.

e Pour tout entier naturel n, |eie“ — eie| < [6n — 0. Dong, si la suite (0n), .y converge vers 0, alors la suite (eie“)neN converge
vers e'?.
e Si 1 tend vers T et 0, tend vers 0, alors rhe'®" tend vers re'® d’aprés le théoréme 15, page 17.

a

. . Z\™
Exercice 9. Montrer que pour tout nombre complexe z, lim (1 + —) = e~
n—-+oo n
Solution 9. Soit z € C. Posons z = x + 1y ol x et y sont deux réels. Pour tout n € N*,
n

(-2 = (38"

7N\
—_
+
| =
SN~—
N
_'_
/N
3 <
N—
N
N——
[NE
—
x

n
2442

e Tout d’abord, ((1 + %)2 + (%)2>2 = e%hl(H%Jr s ) puis

+

2 2 2 2 2 2
n 2x X2 +y? n/2x x> +y? 1n(1+TX+X—$y_) x? +y? 1n(]+%+x—:zy—)
i G Rl (e =t :

n? n n? 2%4_%& 2n 2x +L:ZL2
2 2+ 2
L U e ) _ In(1+X) . X2 +y?
Or lim 5 5 =lm ———F=Tet lim (x+———)=x.
n—-+oo x4 x n+23 X—0 X n—+oo 2n
2 2+y? n
. ) Xz+yz ln(1+7"+x—nzL)_ ) . x\ 2 y 2 z_X
onc, lim (x+ —— =x puis lim T+—) +(= =e~.
n—+o0 n 2x 4 x +21J n—+o0 n n
n n

14+
n

El
o Tl reste a déterminer lim z} otz = +1 n .
n—-+oo x\ 2 y 2 X\ 2 y 2
S @ D0
n n n n

z, est un nombre complexe de module 1. Donc, il existe 8, € R tel que z,, = €. De plus, lim (1 + 1) =1>0.

n—-+oo n
y
T
Done, pour n suffisamment grand, Re (z,,) > 0 et on peut choisir 0,, dans }—E, 3 [ Puisque tan (0,,) = Lx’ on peut
1T+ —
n
y
prendre 6, = Arctan n + | = Arctan (L> Pour n suffisamment grand, on a alors
] + - TL-l—X
n
= (eien)“ — ein®n _ ginArctan(x )
) ny Arctan (;%) ... Arctan (%) . ArctanX ) ny
Or,s1y;£0,n9n:nArctan(;%):n+x ] pu1snlﬂ1rilm7:>£%T:1etnglfmn+x—

n+x n+x

ino i . Z\"

MPn — e et enfin, lim (1 + —)
n—+ n

y.Donc, lim nB, =y cequiresteclairsiy = 0. Ainsi, lim m6, =ypuis lim e
n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo o]

e’ x ey = e~
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= Commentaire. Ci-dessus, on a écrit des expressions assez longues et pénibles. Le chapitre suivant apportera des notations et
des techniques permettant d’alléger énormément la solution précédente.

3 Suites monotones

3.1 Suites monotones et limites

Théoréme 31. Soit (un ),y une suite réelle.

1) Si la suite (un),,cy est croissante et majorée, alors la suite (un), oy converge.
Si la suite (un), oy est décroissante et minorée, alors la suite (un), oy converge.

ey est croissante et non majorée, alors lim u, = +oo.
n—-+oo

cn est décroissante et non minorée, alors lim u, = —oo.
n—-+oo

(un)
2) Si la suite (un)
Si la suite (u,)

n
n

Un

DEMONSTRATION .

1) Supposons la suite (Un), ey croissante et majorée. Alors, € = {un, n € N} est une partie non vide et majorée de R et donc &
admet une borne supérieure dans R que I'on note (.

Vérifions alors que la suite (un), oy converge et que lim un = €.
n—+oo

Soit ¢ > 0. Par définition d’'une borne supérieure, il existe nog € N tel que { — ¢ < un, < {. Soit n > no. Puisque la suite u est
croissante, on a Un > Un, > { — € et aussi un < { puisque £ = Sup(A). En résumé, pour n > no, { — & < un < { et en particulier,
[un —{ < e.

On a montré que : Ve > 0, Inp € N/ Vn € N, (n > mno = [un — € < ¢). Ceci montre que la suite (un),.y converge et que
lim uw, =¢(.
n—+oo

Supposons la suite (un), oy décroissante et minorée. Alors, la suite (—un), oy croissante et majorée. On en déduit que la suite

(—un), oy converge puis que la suite (un), oy = — (—Un), ¢y converge.

ne

2) Supposons la suite (un), o croissante et non majorée. Soit A € R. A n’est pas un majorant de la suite (un), o et donc il existe
no € N tel que un, > A. Puisque la suite u est croissante, pour n > no, on a Un > Un, = A.
On a montré que : VA € R, I3ng e N/Vn € N, (n > ng = un > A). Ceci montre que lim un = +oo.

n—-+oo

Supposons la suite (un)nEN décroissante et non minorée. Alors, la suite (—un)neN croissante et non majorée. On en déduit que la

suite lim (—un) = +oo puis que lim u, = —oo.
n—+oo n—+oo

a

= Commentaire.

o On peut dire que toute suite croissante (ou toute suite décroissante) converge dans R.

o i (Un), ey est une suite réelle croissante, alors limu = Sup {un, n € N}. En particulier, pour tout n € N, un < limu.

n
1
Exercice 10. Pour n € N*, posons H,, = Z X puis yn = H,, — In(n).
k=1
1) a) Montrer que pour tout n € N*, In(n+ 1) < Hp <1+ In(n).
b) Déterminer lim Hy,.
n—-+oo
c) Montrer que la suite (yn), oy est bornée.

2) a) Etudier les variations de la suite (yn), cy-
b) Montrer que la suite (yn), oy converge vers un certain réel y de [0, 1].

Le nombre vy s’appelle la constante d’EULER.

Solution 10.
1) a) Soit n € N*.
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1 1 1
Soit k € [1,n]. La fonction t — T est définie et décroissante sur [k, k+ 1]. Donc, Vt € [k, k+1], n < X Puisque la fonction
1
t— n est de plus continue sur [k, k + 1], par croissance de l'intégrale, on obtient

k+1 k+1
dt dt 1T 1
— <K — = — —_ = —.
| T Teterro0g—g

En additionnant membre a membre ces inégalités pour k variant de 1 & n, on obtient

n n k+1 n+1

1 dt dt

Ho= Y >ZJ _:J 4 mt).
k=1 k=1"kK t 1 t

De méme, pour n > 2 et k € [2,n],
Jk at _ (* at 1
2 T = 1)
1 ko k

puis en additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient

n n k n

1 dt dt

— = — K —_— = — =

Hp —1 Zk\qut L - =In(n)
k=2 k=2

k-1 t

et donc H, < 1+ In(n). Cette derniére inégalité reste vraie quand n =1 et on a donc montré que

vne N In(n+1) <H, <1T+1In(n).

b) Puisque pour tout n € N*, Hy, > In(n+1) et que lim In(n+ 1) = 400, on en déduit que

n—-+4oo

lim H, = +oo. I
n—-+00

c) Pourtout n > 1,0 <In(n+1)—In(n) < Hyp —In(n) < 1 et donc 0 < yn < 1. En résumé, pour tout n > 1,0 < yn < 1.
Ceci montre que la suite (yn),, oy est bornée.

2) a) Soit n € N*.

n+1 n
1 1 1
Yn+l —Yn = (; E—ln(n—i-])) - (; E_ln(n)> = nii — (In(n+1) —In(n))
n+1 n+1
:J 1 dt—J' Tat
n M1 a

n+1 ] ]
Maintenant, pour tout t € myn+ 1], —— — — < 0 et donc J' (— — —) dt < 0. Ainsi, pour tout n € N*,

n n+1 t

=]
+
-l =

Yn+1 < Yn et donc

la suite (Yn), ey~ est décroissante.

b) La suite (yn), cy- est décroissante et minorée par 0. On en déduit que la suite (yn)
v. De plus, pour tout n € N*, 0 < y,, < 1. Par passage a la limite, on obtient

nen- converge vers un certain réel

o<y«

. 1 1 ) ) ) . 1
= Commentaire. Pourk € [1,n], X E(k+1 —k) est laire, exprimée en unités d’aire, d’un rectangle de cotés 1 et X et donc
laire de l'un des deux rectangles ci-dessous.
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% .................
—

b

k—1 k k+1
k+1 1
Pourk € [1,n], J — =1In(k+1)—In(k) est l’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine D = {(X,y) ER?/k<x<k+1et0< y < ;}
K
k
et pourk € [2,n], J % = In(k)—In(k—1) est l’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine D = {(x,y) ER*/k—1<x<ketO<y < %
k—1

k1 gy 1 k=T dx ‘ ' o
— < ¢ < — se visualise donc ainst :
X k K X

y=+

L’encadrement J
k

k k+1

Sinon : X

E}

—In(n) est l'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine coloré en bleu ci-apres.

~
Il

28 http ://www.maths-france.fr

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



Yy=x

Théoréme 32. Soit (un ),y une suite réelle.

Si la suite (un), cy est strictement croissante et majorée, alors Vn € N, u;, < limu.
Si la suite (un), oy est strictement décroissante et minorée, alors ¥n € N, u, > limu.

DEMONSTRATION .  Supposons par exemple que la suite (un), oy soit strictement croissante et majorée. Cette suite converge

vers un certain réel { et de plus, pour tout entier naturel n, u, < {. Supposons par I'absurde qu’il existe un rang no tel que un, = {.
Puisque la suite u est croissante, pour n > ng, on a { = un, < un < £ et donc, pour tout n = ng, Un = un,. Ceci contredit la stricte
croissance de la suite (un) Donc, pour tout n € N, un < €.

nenN-
a

3.2 Suites adjacentes
DEFINITION 9. Soient (un), cy €t (Vn),cy deux suites réelles.
Les suites (Un), ¢y et (Vn),cy sont adjacentes si et seulement si

e ['une des deux suites croit,

e 'autre décroit,

e u, — Vv, tend vers 0 quand n tend vers +oo.
Théoréme 33. Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.
DEMONSTRATION . Supposons par exemple que la suite u soit croissante, la suite v soit décroissante et que la suite v —u

converge vers 0.

e Vérifions tout d’abord que pour tout entier naturel n, un < vn. Supposons par I'absurde qu’il existe un rang no tel que wn, > vn,.
Puisque la suite u est croissante et la suite v est décroissante, pour n > no, Un = Un, €t Vu < Vny PUis Un —Vn 2> Uny — Vn, > 0.

Quand n tend vers 400, on obtient lim (un —Vvn) = Un, —Vn, > 0 ce qui contredit le fait que la suite u—v converge vers 0. Donc,
n—-+oo

pour tout entier naturel n, un < vn.

e Ainsi, pour tout entier naturel n, un, < vn < vo. La suite u est donc croissante et majorée par vo. On en déduit que la suite u
converge vers un certain réel {. De méme, la suite v est décroissante et minorée par up. Donc, la suite v converge vers un certain
réel €.

Puisque les suites 1 et v convergent, on peut écrire { — £’ = lim(u —v) = 0 et donc { = ¢’
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= Commentaire. Siu etV sont deuz suites adjacentes telles que w < v et si L est leur limite commune, alors

meN wp < <...<up <€<vn <... < vy <.

n
1
Exercice 11. Pour n € N*, posons H,, = Z X puis u, = Hy, —In(n) et v, = H,, —In(n +1).
k=T

1) Montrer que les suites u et v sont adjacentes et retrouver ainsi la convergence de la suite u vers un certain réel y.

2) Montrer que v € [0, 5;0, 6].

Solution 11.
1) Soit n € N*.

] ] n+1 dt n+1 -I ]
el —Un = —— — (1 ) —Inn)) = —— — & — __)at<o.
® Unst —Un = o — (I 1) =In(n)) = 7= L t L <n+1 t>d 0

Vg — ¥ L 42 —mm+1) = — JMZ dt JMZ P Naeso
eV i1 —vp=———(In —1In =—— — = —_— - > 0.
+ n+1 n+1 t n+1l t

n+1 n+1
eu, —vy=Inn+1)—Inn)=1In (1 + %)

Ainsi, la suite u est décroissante, la suite v est croissante et la suite uw— v converge vers 0. On a montré que les suites u
et v sont adjacentes et on en déduit que les suites u et v convergent vers une limite commune notée .

2) On avg <y < uz avec vg = 0,504... et upy = 0,5997... En particulier, 0,5 <y < 0,6.

Exercice 12. (moyenne arithmético-géométrique de deux nombres réels positifs).
Soient a et b deux réels positifs tels que a < b. On pose uy = a, vop = b puis,

1
YneN, un 1 =Unvn et v =<

3 (Un +vn).

1) Veérifier que les suites u et v sont bien définies.

2) Montrer que les suites w et v convergent vers une limite commune appelée moyenne arithmético-géométrique des
nombres a et b (on ne cherchera pas a calculer cette limite).

Solution 12.

1) Montrons par récurrence que Vn € Ny u,, et v, existent et sont positifs.
e C’est vrai pour n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que u,, et v, existent et soient positifs. Alors, Un41 = \/UnVn et Vi1 = % (un + vn) existent
et sont positifs.

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n, u, et v, existent et sont positifs. Les suites u et v sont donc
bien définies.

2)

. 1 1 1 2
e SoitneN vy —Unpr = 7 (Un +Vn) — VUnVn = 5 (Un = 2\/Un/Vn +Vn) = 5 (Vun —vn)”.
On en déduit que Yn € N, vj; 41 = un41 ou encore Yn € N*| v; > u,,. Cette inégalité restant vraie pour n = 0 puisque
a < b, on a montré que

vn e N, u, <vn.
=

e Soit n € N. Upyi1 —Un = /UnVn — Un = Un (/Vn — Un)
1
e SoitneN. v 1 —v, = 7 (Un +Vn) —Vn = 3 (un —vn) < 0. La suite v est donc décroissante.

Pour tout n € N, u, < v, < vp. La suite u est croissante et majorée par vo. On en déduit que la suite u converge. On
note £ sa limite.
Pour tout n € N, up < u,, <vy. La suite v est décroissante et minorée par up. On en déduit que la suite v converge. On
note £’ sa limite.

0. La suite u est donc croissante.

1 1
= (Un +Vvn). Quand n tend vers +oco, on obtient £’ = 3 (L+¢') et donc £ =1¢'.

Pour tout n € N, on a vy = 3
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On a montré que les suites (Wn), oy €t (Vn), oy convergent vers une limite commune.

4 Suites particuliéres

4.1 Suites arithmétiques. Suites géométriques

4.1.1 Suites arithmétiques

DEFINITION 10. Soit (un ),y une suite complexe.
La suite (un ),y est arithmétique si et seulement si 3r € C/Vn € N, un 1 =un + 1.

Si u est arithmétique, le complexe 1 est uniquement défini et s’appelle la raison de la suite.

On affirme ci-dessus que la raison r est uniquement définie. En effet, si u est une suite arithmétique, alors nécessairement
T=u; —Uup.

On démontre facilement par récurrence :

Théoréme 34. Soit (un),, oy une suite arithmétique de raison .

1) Vne N, up =up +nr.
2) Plus généralement, V(n,p) € N2, up =u, + (n—p)r.

Ainsi, les suites arithmétiques sont les suites de la forme (an + b)necn. Sinon, on rappelle le sens de variation d’une suite
arithmétique réelle (qui s’obtient immédiatement a partir de : Vn € N, up 41 —un =7) :

Théoréme 35. Soit (un),, oy une suite arithmétique réelle de raison r.

Sir >0, la suite (un), oy est strictement croissante.
Sir <0, la suite (un), cy est strictement décroissante.
Si T =0, la suite (un), ¢y est constante.

Enfin, les différents résultats sur les sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique ont été donnés dans le chapitre

« Les symboles Z et H Le binome de NEWTON ».

4.1.2 Suites géométriques

DEFINITION 11. Soit (un ),y une suite complexe.

La suite (un ),y est géométrique si et seulement si 3 € C/Vn € N, un 1 = qu,.

Siu est géométrique et si up # 0, le complexe q est uniquement défini et s’appelle la raison de la suite

On affirme ci-dessus que la raison g est uniquement définie si up # 0. En effet, si u est une suite géométrique et si up # 0,

. . uq
alors nécessairement q = —.
Uo

On démontre facilement par récurrence :

Théoréme 36. Soit (un),, oy une suite géométrique de raison q.

1) V/n e N, up, =upq™.
2) Plus généralement, si q # 0, V(n,p) € N?, un =up,q™ P (si ¢ = 0, on n’accepte pas des exposants n —p négatifs).

Sinon, on rappelle le sens de variation de la suite (q™), oy avec q €]0,+oo[ (qui s’obtient immédiatement & partir de :
Un+1
vn €N, 3 =q):

mn

Théoréme 37. Soit q un réel de ]0, +ool.

Si g > 1, la suite (q™), ¢y est strictement croissante.
Si g <1, la suite (q™), ¢y est strictement décroissante.
Si g =1, la suite (q™), ¢y est constante.
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Enfin, les différents résultats sur les sommes de termes consécutifs d’'une suite géométrique ont été donnés dans le chapitre

« Les symboles Z et H Le binéme de NEWTON ».

4.2 Suites arithmético-géométriques

On se donne deux complexes a et b et on s’intéresse aux suites complexes u tels que :

vneN, u, g =au, +b  (*).
De telles suites sont appelées suites arithmético-géométriques.

e Si a = 1, une suite u vérifiant (*) est arithmétique de raison b. Donc, Vn € N, u,, = uo + nr.

b
e On suppose dorénavant a # 1. L’équation z = az + b admet une solution et une seule & savoir w = T—a Soit alors u
a

une suite complexe.

vneN, upg =au, +b&vneN u g —w=(auy +b)— (aw +b)
sSvneN, up—w=a(u, —w)
sSvneN, u, —w=a"(uy—w)
svneN, u, =w+a™ (u — w)

Théoréme 38. Soient a et b deux nombres complexes tels que a # 1. Soit u la suite définie par la donnée de son
premier terme g et

vneN, u,11 =au, +b.
b
1—a’

Alors, pour tout entier naturel n, u,, = w + a™ (Lo — w) ot W =

Exercice 13. Soit u la suite définie par up =1 et Vn € N, w41 = 2u,, + 3.

1) Calculer u, en fonction de n.

n
2) Pour n € N, calculer Z Ug.
k=0

Solution 13.

1) L’équation z = 2z 4+ 3 admet pour solution z = —3.

w=letvneN up,1=2un+3&u=letVneN, uy 1 +3=2(u, +3)
Su=letvneN, u, +3=2"(uo+3)
SvneN, u, =-3+4x2"

vneN, u, =22 3.
2) Soit n € N.

2n+1 —1

D we=) (-3+4x2") =3+ 1) 45—

I
N
3
+
w
|
w
3
|
N

n
neN, ) w=2""-3n-7
k=0
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4.3 Reécurrences linéaires homogénes d’ordre 2

On se donne trois nombres complexes a, b et ¢ tels que a # 0. On note (&) ’ensemble des suites complexes vérifiant :

yneN, aunio +bupig +cuy =0 ().

On veut déterminer (€). On peut noter que (&) n’est pas vide car la suite nulle est solution de (*). On commence par
deux résultats généraux :

Théoréme 39. Soient u et v deux éléments de (€). Alors, pour tout (A, 1) € C2, la suite Au+ pv est un élément de

(€).

DEMONSTRATION .  Soient u et v deux éléments de (&) et (A, i) € C2. Pour n € N,

a(Mtni2 + pons2) +b (Mgt + wnir) + ¢ (Aun + pvn) = A(alns2 + bUnir + cun) + p(@Vni2 + bvngr + cvn)
—AXO0+ux0=0.

Donc, la suite Au + pv est un élément de (&).

Théoréme 40. Soit ¢ : (&) — C?
u = (ug, )

@ est une bijection et donc pour tout («, ) € C2, il existe une suite complexe et une seule vérifiant ug = «, u; = f
et Vn € N, aun 2 +bun 1 +cuy =0.

DEMONSTRATION .

e @ est effectivement une application.
e Vérifions que @ est injective. Soient u et v deux éléments de (&) tels que @(u) = @(v).
Montrons par récurrence (double) que : Vn € N, un = vn.

- Puisque @(u) = @(v), on a (wo,u1) = (vo,v1) et donc affirmation est vraie quand n =0et n = 1.
- Soit n > 0. Supposons que Upn = Vn et Un+1 = V1. Alors

b c
Uni2 = ——Uni1 — —Un (car a #0)
a a
c . .
= ——Vn+1 — —Vn (par hypothése de récurrence)
a a
= Vn42.

On a montré par récurrence double que Yn € N, u, = vy, et donc u =v. Ceci montre que @ est injective.

e Vérifions que ¢ est surjective. Soit («, p) € C2.
. . . b c
Soit u la suite complexe définie par uo =, w1 = et Vn € N, upn12 = ——Un+1 — —Un.
a a

Alors, Vn € N, aun42 + buni1 + cun = 0 et donc u est un élément de (€). De plus, @(u) = (wo,u1) = («, ). Ceci montre que @ est
surjective.

Finalement, @ est bijective.

On va maintenant chercher les suites géométriques solutions de (x).
Sic =0, (%) sécrit : Vn € N, aun 2 + bu, 1 = 0. Pour une telle suite, 1y est quelconque et d’autre part, ¥n € N*
. . . b 1 .
Un41 = ——Un. La suite (un), 5 est géométrique de raison ——. Le calcul de u, s’achéve donc aisément.
a Z a
On suppose dorénavant que ¢ # 0. Soit q un nombre complexe non nul (par convention si g = 0, la suite (q™), oy est la

suite (1000 ...) et donc ag? +bq' +cq® = ¢ # 0 de sorte que la suite (@™), ey n'est pas solution de (x)).

(@™) ey solution de (x) & Vn € N, aq™? +bq"" +eq"t =0
svneN, q" (ag?+bq+c) =0
&ag?+bgt+c=0.
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DEFINITION 12. L’équation (E.) : az? +bz+c = 0 est 'équation caractéristique associée & la relation de récurrence
auny2 +bun 1 +cuy, =0, n €N,

Deux cas de figure se présentent alors.

ler cas. Si b? —4ac # 0, I'équation caractéristique (E.) admet deux solutions complexes distinctes q7 et qz. D’aprés le
travail précédent, les deux suites géométriques (q7) nen €t (93),, cn sont solution de (x). D’aprés le théoréme 38, les suites
de la forme A (q7), o + 1 (43 ) eny (A1) € C2, sont solutions de (). On va vérifier que ce sont toutes les solutions de
(%)

Soit 1 une solution de (*). Pour n € N, posons v, = AqT + pnq¥, (A, ) € C? et déterminons A et p tels que vo = ug et
Vi =Uy.

Vo=uo A+ p=1ug H=1uo—A o (g1 —gq2) A = —upq2 +uq
Vi =1 Ad1 + Kg2 =W Aqqr + (wo —A) g2 =y L=1up—A
_ —Uoq2 + U A — —Uoq2 + 1y
q1 —q2 qi1 — Q2
< _ —Uoq2 + 1 d  upqr — W
B=Up— ———— p=———
q1 —qz2 qi1 —qz2
Pour n € N, posons v, = —Uod2 T+ Yo — q%. v est un élément de (&) vérifiant vo = up et vi = w3 ou encore
- 2

@(u) = @(v) ou @ est application du théoréme 39. Puisque @ est injective, on en déduit que u = v et donc qu’il existe
(A1) € C2 tel que w=A(q}) g + 1 (43 ) (A1) € C2.

En résumé, si b2 — 4ac # 0, les suites solutions de () sont les suites de la forme A (A1) hen T (A3 ) eny A1) € C?, ou
g1 et g2 sont les deux solutions distinctes de (E.).

b
2éme cas. Si b2 —4ac # 0, 'équation caractéristique (E.) admet une solution complexe double qo = g D’aprés le
a

travail précédent, la suite géométrique (qg), oy est solution de (). Vérifions que la suite (nqg), o est solution de (x).
Pour n € N,

am+2)q3 "2 +bn+1)qy"" +engqg =nqd (aq§ +bqo +c¢) +q5 "' (2aqo +b)

=ngl x0+q""" x0=0.

La suite (an)neN est donc solution de (x). D’aprés le théoréme 38, les suites de la forme A (nqg)neN + p(qg)neN =
(A +1)4q8 ), ey (A1) € C2, sont solutions de (x). On va vérifier que ce sont toutes les solutions de (x).

Soit u une solution de (). Pour n € N, posons v, = (An+ p)qy, (A, u) € C? et déterminons A et u tels que vo = up et
Vi =Uq.

Vo = Uo W= 1uo
{ Vi =1 (:){ A+ u)go =w

H=1Uo
& ?\z—uo—l—;ﬂ (qo # 0 car c # 0).
0

u
Comme dans le premier cas, si pour n € N, on pose vy, = ((—uo + q—l) n+ uo> qgy, alors v = u. Les solutions de (x)
0

sont les suites de la forme A (nqg), oy + R (40 ) ey = (AN + 1) q5)eny (A1) € C2.

On peut énoncer :
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Théoréme 41. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes tels que a # 0 et ¢ # 0. Soit (E.) I’équation

az? +bz4+c=0

d’inconnue le nombre complexe z. Soit (&) I'ensemble des suites complexes vérifiant

vn eN, aupiz +bunyg +cu, =0.

Si b2 —4ac # 0, (E.) admet deux solutions complexes distinctes q7 et q2. Dans ce cas,

(&) = {Aq + 1} ) eny (A1) € C2L.

Si b2 —4ac =0, (E.) admet une solution double qo. Dans ce cas,

(&) = {((An+wWqd)en, (A w) €C?}.

Exercice 14. Soit u la suite définie par up =0, u; =1 et Vn € N, un2 = uny1 + u, (suite de FIBONACCI).

Déterminer u, en fonction de n.

Solution 14. L’équation caractéristique associée est z2 —z — 1 = 0. Cette équation admet deux solutions distinctes
n n
1 5 1—+5 1 5 1—+5
q1 = V5 et q2 = \/_.Donc, il existe (A, n) € C? tel que Yn € N, un=7\< +\/_> —I—u( \/_> . De plus,

2

) ) 2
0 Ad+pn=0 N
{u?—1¢> A(H”G>+u<hﬂﬂ>=1 @{t%x_1
) )
-
< 1

Donc,

On étudie maintenant le cas particulier ot a, b et ¢ sont réels et toujours a # 0 et ¢ # 0. On veut déterminer les suites
réelles vérifiant

vneN, aupi2 +Fbung +cuy =0 ().

ler cas. On suppose que b? —4ac > 0. L’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes qq et qz. On

sait que les suites complexes solutions de () sont les suites de la forme A (qT), oy + 1 (95 ) o (A1) € C2. Soit u une
telle suite.

west réelle & Vn € Ny AqT + 1qy = Aq} + ngb (car (q1,q2) € R?)
{§+H=A+p ()
Ad1 +Hq2 = Aq1 + 1q2 (1)
:>{ (qz—q1)§:(fh—q1)7\ q2(I) — (1)
(@2 —q)E=(q2—qi)p  (ID—qi(D)
= A=Aet L= (car g2 — q1 #0)
= (A n) € R

(obtenu pourn=0etn=1)

Réciproquement, si A et p sont réels, il est clair que u est une suite réelle. Finalement, dans ce cas, les suites réelles
solutions de (*) sont les suites de la forme A (q1'), oy + 1 (93 ) oy (A 1) € R2.
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2éme cas. On suppose que b? — 4ac = 0. L’équation caractéristique admet une solution réelle double qo non nulle (car
¢ #0). On sait que les suites complexes solutions de (x) sont les suites de la forme A (4 ) pey T R0 ) nens (A1) € C2.
Soit u une telle suite.

west réelle & Vn € N, Anq{ + £qg = Anqgy + pnqy
{ E=p (D
Aqo + Hdo = Aqo + Kdo (1)
= A=Aet T=p (car qo #0)
= (A u) € R

(obtenu pourn =0et n=1)

Réciproquement, si A et p sont réels, il est clair que u est une suite réelle. Finalement, dans ce cas, les suites réelles

solutions de (x) sont les suites de la forme A (nqg), oy + 1 (40 )y (A B) € R2.

3éme cas. On suppose que b? —4ac < 0. L’équation caractéristique admet deux solutions non réelles conjuguées qq
et q2. Posons q1 = pe'® ot p €]0,+oco[ et 0 €]0,7[ (q1 est donc la solution de partie imaginaire strictement positive)
puis g2 = pe~'. On sait que les suites complexes solutions de (%) sont les suites de la forme A (1) hen + 1 (d3)
(p™ (Ae'™® e ™)) (A1) € C2. Soit u une telle suite.

neN —

west réelle & ¥n € N, Ape ™0 £ fip"e'™® =Apmet™® 4 ppme O
L AE=A (D)
Ae 19 4 et = Aet® +pe 0 (ID)
(el — _‘9) A= (e —eO)p e®(I) — (II)
= { (6—19 )ﬁ_ ( —1i0 __ 9))\ e—LQ(I)_(H)
= 1 =A (car 0 €]0,7[ et donc e*® — e ™ = 2isin(0) #0).

(obtenu pour n =0 et n =1 en tenant compte de p # 0)

Réciproquement, si t = A, u=A(q7) neN +A (@1™) e est une suite réelle. Les suites réelles solutions de () sont donc les
suites de la forme (p“ (7\6”‘9 + Xe*ine))neN,
la forme (p™ (2a cos(n®) — 2bsin(nd))), cx, (a,b) € R?. Maintenant, Papplication ~R?  — R? est

((l,b) — (a/)b/) (2(1, _Zb)
bien siir une bijection et donc les suites réelles solutions de (x) sont les suites de la forme (p™ (a’ cos(n®) + b’sin(n6)))
(a’,b’) € R?.

A € C. En posant A = a+1ib ou a et b sont deux réels, on obtient les suites de

neN»

On peut énoncer :

Théoréme 42. Soient a, b et ¢ trois nombres réels tels que a # 0 et ¢ # 0. Soit (E.) 'équation

azZ+bz+c=0

d’inconnue le nombre complexe z. Soit (€) 'ensemble des suites réelles vérifiant

YneN, auno +bunig +cuy =0.

Si b2 —4ac > 0, (E.) admet deux solutions réelles distinctes g1 et qz. Dans ce cas,

(&) = {(Aq} + 114} ) pen> (A1) €R?}.

Si b2 —4ac =0, (E.) admet une solution réelle double qo. Dans ce cas,

(&) ={((M+wad) ey, A n) € R?}.

Si b? —4ac < 0, (E.) admet deux solutions non réelles conjuguées q; = pe'® et q2 = pe ® ott p € R** et 0 €]0, 7.
Dans ce cas,

(&) = {(p™ (Acos(n®) + wsin(nd))) .y, (A ) € R?}.

Exercice 15. Soit 0 €]0, 7t[. Soit u la suite réelle définie par wo = 1, u; = cos(0) et

vneN, uny2 —2cos(0)unyg +un =0.

Déterminer u,, en fonction de n.
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Solution 15. L’équation caractéristique associée a I'équation Un42 — 2cos(0)Uny1 4+ un = 0 est z2 —2zcos(8) + 1 = 0.
Pour z € C,

2?2 —2zc0s(0) +1 =04 (z—cos(0))? +1—cos?(0) =0 & (z—cos(0))? +sin?(0) =0
& (z—cos(0) —isin(0))(z — cos(0) +1sin(0)) =0 & (z—e'f) (z—e ) =0
Sz=e%ouz=e1,

L’équation caractéristique admet deux solutions non réelles (car 0 €]0,7t[) conjuguées q; = €' et q2 = e 9. Les suites
réelles vérifiant Vn € Ny w2 — 2cos(0)un 1 + un = 0 sont les suites de la forme (1™ (Acos(nd) + psin(nd)))
(Acos(nB) + pusin(nd)) oy, (A1) € R2. Soit u une telle suite.

neN —

ug =1 A=1 A=1
u; = cos(0) A Acos(0) + pusin(0) = cos(0) d psin(0) =0

& { ﬁj) (car sin(0) #0).

Donc,

vn € N, u, = cos(no).

5 Suites extraites

5.1 Définition

On commence par établir un résultat qui étaiera la définition d’une suite extraite.

Théoréme 43. Soit @ : N — N une application de N dans lui-méme, strictement croissante sur N. Alors,

1) @ est injective.

2)VneN, ¢(n) >n.

3) lim @(n)=+oo.
n—-+oo

DEMONSTRATION .

1) Immeédiat.
2) Montrons le résultat par récurrence.

e ¢(0) € N et donc ¢@(0) > 0.
e Soit n > 0. Supposons @(n) > n. Puisque n+ 1 > n et que @ est strictement croissante sur N, on a @(n+1) > ¢(n).
Puisque @(n) et @(n + 1) sont des entiers, on en déduit que
om+1)>2em)+T=>2n+1.
Le résultat est démontré par récurrence.

3) Puisque Yn € N, @(n) > n et que lim n = +o0, on en déduit que lim @(n) = +oo.

n—+oo n—-+oo

On peut maintenant poser la définition suivante :

DEFINITION 13. Soit (un), cy une suite complexe.

Une suite extraite de la suite (un),, ¢y est une suite de la forme (vn), ey = (Wo(mn)),, cy Ol @ est une application de
N dans lui-méme, strictement croissante sur N.

Par exemple, (Unt1),eny (W2n)nens (Want1)nens (Un2)neny (Wan)pens (Wp,)pey 00 Pn est le n-¢éme nombre premier,

sont des suites extraites de la suite (un), cy-
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5.2 Convergence de suites extraites

Théoréme 44. Soit (un),, oy une suite complexe.

Si la suite (un), oy converge vers un certain ¢ € C, alors toute suite extraite de (un), oy converge et a pour limite £.

DEMONSTRATION . Soit (un), o une suite complexe. On suppose que la suite (un), .y converge. On pose ¢ = lm un.
n—+oo

Soit @ : N — N une application de N dans lui-méme, strictement croissante sur N. Pour n € N, posons vi = Uy (n). Montrons que
la suite (vn), oy converge et a pour limite £.
Soit ¢ > 0. Il existe un rang no € N tel que pour tout n > ng, [un — £ < €. Soit n > ng. D’aprés le théoréme 43, @(n) > n > no.
On en déduit que

n — 8 = ’U—(p(n) *f{ < e

On a montré que : Ve > 0, Ino € N/ Vn € N, (n > no = |va —{| < ¢). Dong, la suite (vn),, y converge et a pour limite {.
a

On en déduit immédiatement le corollaire suivant, fréquemment utilisé dans la pratique pour prouver qu’'une suite est
divergente :

Théoréme 45. Soit (U, ),y une suite complexe.

diverge.

Si il existe deux suites extraites de la suite (un ), .y convergentes, de limites différentes, alors la suite (un), oy

Par exemple, si pour n € N, u, = (—1)", alors les deux suites extraites (Uuxn), oy et (Uzni1),cy SONt convergentes, de

limites respectives 1 et —1. Le théoréme précédent montre une nouvelle fois que la suite ((—1)™), .y est divergente.

Le théoréme suivant analyse une situation elle aussi fréquemment rencontrée dans la pratique :

Théoréme 46. Soit (un),, oy une suite complexe.

Si les deux suites extraites (Uzn), oy €t (Uzni1),cy convergent et ont méme limite, alors la suite (un), o converge.

DEMONSTRATION. Posons {= lim uz, = lim uyni1.

Soit € > 0. Il existe n; € N tel que, pour n > ny, [uan — € < € et il existe ny € N tel que, pour n > ny, [uzn — € < e.
Soit nyg = Max {2ns,2n, + 1}. Soit n > ny.

e Sin est pair, posons n =2p ou p € N.

nzZno=2p22ni=>p>2n =uy —l<e=sjun—{ <.

e Sin est impair, posons n =2p+ 1ot p € N.

nzno=2p+122m+l1=p2n=upn —l<e=un— <e.

Finalement, pour tout n > no (puisqu’un entier est pair ou impair), |un — £ < ¢. On a montré que : Ve > 0, Ing € N/ ¥Vn €
Ny (n = no = [un — | < €). Donc, la suite (un), o converge et a pour limite €.
a

= Commentaire. Dans le théoréme précédent, si on enléve la condition « les suites (Uan), oy €t (Wani1) ey 0Nt la méme limite »,
Pezemple de la suite ((—1)"), .y montre que la suite (un), oy peut diverger.

Exercice 16. Soit (uy), .y une suite complexe.

Montrer que si les trois suites (uzn ) (Wzn+1)nen e (Uan), oy convergent, alors la suite (un), oy converge.

nelN»

Solution 16. Posons { = lim Uy, &' = lim uzniy et €7 = lim uzn.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

La suite (Uen)peny = (Wax3n)ney = (Udx2n) ey est extraite des suites (Uan), oy et (Uzn) Donc, la suite (ugn)

converge vers { et vers £”. On en déduit que { =¢”.

nenN- neN

La suite (Wen13)peny = (u2(3n+1)+1)n€N = (u3x(2n+1))n€N est extraite des suites (Uzni1),cy €t (Usn), ey Donc, la
suite (UWen3), ey converge vers €' et vers £”. On en déduit que ¢ = ¢”.

Finalement, ¢ = {’. Donc, les deux suites (Uan), ¢y €t (Wan+1),ecy convergent et ont méme limite. On en déduit que la
suite (Un), ¢y converge.
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Exercice 17. Construire une suite (un),, o telle que toutes les suites (Uzn) ey (Wan)pens (Wan), oy et plus généra-
lement toutes les suites (ukn), oy, k = 2, convergent et la suite (un) diverge.

neN

1 si n est un nombre premier

0 sinon .Donc,uozo,m:0,u2:1,u3:1,u4:0,

Solution 17. Pour n € N, posons u,, = {
Us :],LLGZO,

Soit p > 2. Pour n > 2, l'entier p X n n’est pas un nombre premier et donc ¥n = 2, upn = 0. En particulier, la suite

(Wpn ), ey converge et nEIEoo Upn = 0.

Il y a une infinité de nombres premiers et donc la suite (uz uz us wy ...) = (upn)neN* (ot pn est le n-éme nombre
premier) est une suite extraite de la suite (uy) Puisque pour tout n € N*, u,, =1, la suite extraite (up, ) est
convergente de limite 1.

neN- neN*

La suite (un), oy admet donc au moins deux suites extraites convergentes de limites différentes. On en déduit que la suite
(Un) e diverge.

5.3 Le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS

Théoréme 47 (théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS).

De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.
De toute suite complexe bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

DEMONSTRATION .
® Soit (un),cy une suite réelle bornée. Il existe deux réels a et b tels que vn € N, a < un <b.
On pose ap = a et bp =b. On pose aussi @(0) =0 et on a ap < Uyp(o) < bo.

a+b a+b
ou 2

L’un au moins des deux intervalles {a, ,b] contient une infinité de termes de la suite u. En effet dans le cas

. . b b
contraire, les deux intervalles {a, %} et {i

> ,b] contiendraient un nombre fini de termes de la suite et il en serait de méme

de lintervalle [a,b] ce qui n’est pas.

b a+b . . . . .
+ ou L,b} qui contient une infinité de termes de la suite u et on le note [aj, bi].

2
b b bo —
at at ,b}. Dans tous les cas, on a ap < a; < by <bpet by —a; = 07(10. Puisque

ou [aj,by] =
72 outan o = |4 .
[ar,by] contient une infinité de termes de la suite u, on peut trouver un entier naturel @(1) strictement supérieur a @(0) tel que

Uy (1) € [ar,b1] ou encore tel que a1 < ugy(r) < by.

.. . a
On choisit un des deux intervalles {a,

On a donc [a7,b1] = |aq,

Soit n > 1. Supposons avoir construit des réels ap = a, ai, ..., an, bo =b, by, ..., bn, et des entiers naturels ¢ (0) =0, ¢(1), ...,
@(n) tels que

e Vk € [1,n], [ax, bk] est « 'une des deux moitiés » de l'intervalle [ax_1,bx_1] et Vk € [0,n], [ak, bx] contient une infinité

de termes de la suite u.

e p(0) < (1) <...<@m)et Vk € [0,n], ax < ugp) < bk.
L’intervalle [an, bn] contient une infinité de termes de la suite u et il en est de méme de I'un des deux « intervalles moitié » {an, %bn}

an + bn
2

tervalle [an1,bn41] contient une infinité de termes de la suite u, on peut trouver un entier que I'on note @(n + 1), strictement
supérieur a @(n), tel que ani1 < Ugmi1) < bryr.

,bn} . On note [an+1,bns1] un tel intervalle (qui est donc l'une des deux moitiés de l'intervalle [an, bn]). Puisque I'in-

On a ainsi construit par récurrence des suites (an), cy et (bn), oy puis (u@(n))neN une suite extraite de la suite (un), o\ telles que
pour tout n € N, l'intervalle [an41,bns1] est I'une des deux moitiés de U'intervalle [an,bn] et pour tout n € N, an < ugpn) < bn.

Pour tout n € N, puisque [an1,bn 1] est 'une des deux moitiés de Uintervalle [an, bn], on a an < any1 < byt < bn. Ceci montre
que la suite (an), oy est croissante et la suite (bn), .\ est décroissante.

bn—a

Pour tout n € N, puisque [an+1,bni1] est P'une des deux moitiés de Uintervalle [an,bn], on a buy1 — ane1 = > = et donc

bo —

neN| bn —an = z—nao. On en déduit que bn — an tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Ainsi, la suite (an), oy est croissante, la suite (bn), o\ est décroissante et bn — an tend vers 0 quand n tend vers +oo. Les suites
(an)pen €t (bn), oy sont des suites adjacentes et donc les suites (an), et (bn), c sont convergentes de méme limite £.
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Puisque pour tout n € N, an < upm) < bn et que lim a, = lim by = {, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la
n—+oo n—+oo
converge. La suite (Uymn))

suite (Ug(n)) est donc une suite extraite de la suite (un), .y et convergente.

neN nenN
e Soit maintenant (zn), . une suite complexe bornée. La suite (xn), oy = (Re (zn)), ¢y est une suite réelle bornée (car ¥n € N, xn| <
|zn| < M oit M est un majorant de la suite |z|). On peut en extraire une suite convergente (X@(“J)neN‘
Les suites (X‘P(“))neN et (Z‘P(“J)neN sont bornées et donc la suite (y‘P(TU)neN = (Im (Zq’(“)))neN est une suite réelle bornée. On peut
en extraire une suite (yﬂ’(“>)neN convergente. La suite (yﬂ’(“>)neN est extraite de la suite (y¢(n))n€N et donc de la suite (yn), ¢y
La suite (X‘l’(“])neN est extraite de la suite convergente (X‘P(n])neN et est donc convergente.

Les suites (X‘N“))neN et (y‘b(“))neN sont convergentes et donc la suite (Z‘N“J)neN = (X‘l’(“J)neN +1 (y‘b(“))neN est convergente en
tant que combinaison linéaire de suites convergentes.

Finalement, la suite (Z“N“))neN est une suite extraite de la suite (zn), cy et est convergente.

6 Etude des suites définies par une relation du type w3 = f (u,)

On se donne une fonction f définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R et un réel a de I et on s’intéresse & la suite u
définie par

w=aetvmeN, u, 1 ="7(uy).

On va énoncer quelques généralités sur ce type de suite et fournir un exemple d’étude d’une telle suite. Néanmoins, & ce
niveau du cours, il nous manque des outils qui seront fournis dans le chapitre « Dérivation ». On complétera alors I'étude
de ces suites.

Le premier probléme que l’on rencontre est le fait que la suite u soit définie ou pas. Si pour un entier n, u, existe et est
éléement de I (par exemple n = 0), alors on peut calculer le terme suivant un 1. Si U1 reste dans I, on peut continuer.
Mais si Uun41 n’est plus dans I (et que f n’est pas définie en dehors de I), alors on ne peut plus calculer f(un1) et le
processus s’arréte. Ceci nous ameéne a poser la définition suivante :

DEFINITION 14. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

[ est stable par f &S f(I) CI & VVxeR, (xel= f(x) €.

Exemple. Si f est la fonction x — x2, I'intervalle [0, +-00[ est stable par f car I'image par f d’un réel positif reste un réel
positif mais 'intervalle [0, 2] n’est pas stable par f car I'image par f d’un réel compris entre 0 et 2 n’est pas nécessairement
un réel compris entre 0 et 2 (par exemple, f(2) =4 ¢ [0, 2]). a

On suppose dorénavant que f est une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R et que I est stable par f.
Dans ce cas, pour tout entier naturel n, u,, existe et est dans I. En effet :

e up = a. Donc, ug existe et ug est dans I.
e Soit n > 0. Supposons que u, existe et u, € I. Alors up1 = f (uy) existe (car f est définie sur I) et w7 € 1
(car I est stable par f).

Le résultat est démontré par récurrence.

Intéressons nous maintenant a la représentation graphique d’une telle suite. On commence par construire le graphe de
la fonction f et la droite d’équation y = x puis on place up = a sur I'axe des abscisses. En allant parallélement a (Oy)
jusqu’a la courbe représentative de f, on parvient au point de coordonnées (ug, f (ug)) = (1o, wy) dont 'ordonnée est uy.
En allant parallelement a (Ox) jusqu’a la droite d’équation y = x, on parvient au point de coordonnées (uy,uy) dont
Pabscisse est 1uy. On peut alors de nouveau aller parallelement a (Oy) jusqu’au graphe de f pour lire u; en ordonnée et
ainsi de suite ...
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Intéressons nous maintenant au sens de variation de la suite (un),cy. On a le résultat suivant :

Théoréme 48. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R ou I est stable par f. Soit a € I.
Soit u la suite définie par
u =aetvneN, u, 1 ="f(un).

1) Si f est croissante sur I alors la suite (un), oy est monotone.
2) Si f est décroissante sur I alors les deux suites (Uzn), oy €t (Uzni1),cy SONt monotones.

DEMONSTRATION . Puisque f est définie sur I et que I est stable par f, pour tout n € N, u, existe et un € L.

1) Supposons f croissante sur I. Alors, pour tous réels a et b de I, sgn(f(b) — f(a)) = sgn(b — a). Puisque tous les termes de la suite
u sont dans I, on en déduit que pour tout entier naturel n,

sgn (Un+2 — Un+1) = sgn (f (Unt1) — f (Un)) = sgn (Uns1 —Un) .
Ainsi, la suite (Wnt1 —Un), cy est de signe constant ou encore la suite (un), oy est monotone.

2) Supposons f décroissante sur I. Posons g = f o f. g est bien définie sur I (car I est stable par f), I est stable par g et g est
croissante sur 1.
Pour n € N, posons vn = Uzn €t Wn = Uzn41. Pour tout n € N, viyy1 = g (vn) et wni1 = g (wn). Puisque g est croissante sur I, les
deux suites (Uan), ey = (Vn)pen €6 (Wzn+1) ey = (Wn), ¢y SONt monotones.

a

Parlons maintenant de la limite d’une suite définie par une relation du type w, ;7 = f(u,). Supposons que cette suite
converge vers un certain réel {. La suite (un 1), ¢y est extraite de la suite (un), oy et donc liIJIrl Uny1 = L. D’autre
n—-+0oo

part, si la fonction f est définie et continue en {, alors 11111 f (un) = f(€) (cette derniére affirmation sera pour l'instant
n—-+0oo

admise et nous attendrons le chapitre sur la continuité pour 'analyser avec précision). On a obtenu :

Théoréme 49. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R ou I est stable par f. Soit a € I.
Soit u la suite définie par

u=aetvmeN, u, 1 ="7(uy).

Si la suite (un), oy converge vers un certain réel € et si f est définie et continue en €, alors f({) = €.

= Commentaire. La condition «f est définie et continue en € » est vérifice si { reste dans | et si f est continue sur 1. Cette
derniére condition sera assurée si par exemple l'intervalle 1 est un intervalle fermé, borné, c’est-a-dire un segment [, B]. En effet,

(© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 41 http ://www.maths-france.fr



les inégalités larges : Yn € N, oo < un < B3, fournissent par passage a la limite o« < € < .

Pour finir ce chapitre, on donne un exemple d’étude d’une suite définie par une relation du type w1 = f (un).

Exercice 18. Soit a € [—1,4oo[. Soit u la suite définie par :

w=aetvne N, u 1 =+1+u,.

Etudier la suite (un),cy-

Solution 18.

e Représentation graphique

A
Y _xx
3+ 9 ‘3"//
2,,
1A
| | | | | | | |
Tu T O(,‘ T T T T T /T
. 1 %2 3 4 5 6 7 W8
_]77

e Définition de la suite u
Montrons par récurrence que ¥n € N, u,, existe et u,, > —1.

e C’est vrai pour n = 0.

e Soit 1 > 0. Supposons que u, existe et u,, > —1. Alors u,.1 = /1 + u, existe et de plus up,1 > 0> —1.
On a montré par récurrence que : ¥n € N, u,, existe et u,, > —1.
e Recherche de la limite éventuelle de (un),y

Si la suite u converge vers un certain réel ¢, alors, puisque Yn € N, u,, > —1, par passage a la limite on obtient { > —1.
Par continuité de la fonction x — /1 4+ x sur [—1, 400l et donc en £, on a nécessairement £ = /1 + £. Or, pour x € R,

x:\/1+x<:>x2:1—|—xetx20<:>x2—x—1:Oetx}O
1 5 1—+5
<:><x— +\/_oux: \/_> etx >0

2

14
2

I6

ex=

S

1+45 1—5
7 (tB="—

e Etude de la position de u,, par rapport a «

Posons o« = ). Si la suite u converge vers un certain réel £, alors { = o.

Soit n € N.

sgn (Uny1 — &) =sgn (\/1 +up — V1 +oc)
=sgn (u, — ) (par stricte croissance de la fonction x — /1 + x sur [—1, +ool).

Dong, la suite (un — &), est de signe constant. On en déduit que
-Si 1<y <a alorsneN, -1 <u, < «;
-Siuy > «, alors Vn € N, u, > «;
- Siup = «, alors ¥n € N, un = . Dans ce dernier cas, la suite (un), oy est constante.
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e Etude des variations de la suite (u,)

Soit n € N.

neN

sgn (Un+1 — Un ) = sgn (1 + U — ui) (par stricte croissance de la fonction x — x? sur [0, +o0l)
=sgn ((a¢—un) (un —B)) =sgn(x—un).

Donc,

-Siuy < «, alors Yn € N, ¢ —u, >0 et donc Vn € N, w11 > u,. Dans ce cas, la suite u est strictement croissante

-Siuy > «, alors vn € N, o —uy < 0 et done Vn € N, uy, 11 < u,,. Dans ce cas, la suite u est strictement décroissante
- Siup > «, alors Yn € N, u,, = a« —u,,. Dans ce cas, la suite u est constante.

e Convergence de la suite (un), oy

- Siup < «, alors la suite u est croissante et majorée par «. On en déduit que la suite u converge. De plus,
d’aprés un calcul fait plus haut, lim u, = «.

n—-+oo

- Siup > «, alors la suite u est décroissante et minorée par «. On en déduit que la suite u converge. De plus,
d’aprés un calcul fait plus haut, lim u, = «.

n—-+oo

- Siup = «, alors la suite u est constante et en particulier convergente. De nouveau, lim u, = «.
—+oo
Dans tous les cas, la suite u converge vers «.
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