Planche n° 12. Fonctions puissances. Corrigé

Exercice n° 1
1) La fonction u; : x x? + 1 est définie sur R et positive sur R. Donc, la fonction f; = \/Al7 est définie sur R.

La fonction u; : x — x2 + 1 est dérivable sur R et strictement positive sur R. Donc, la fonction f; = /17 est dérivable
sur R.

2) La fonction f, est définie sur R.

La fonction u; : x — x> + 1 est dérivable sur R et ne s’annule pas sur R\ {—1}. Donc, la fonction f, = $At; est dérivable
sur R\ {—1}.

Etudions la dérivabilité de la fonction f, en —1. Pour x # —1,

200 —fa=1) _ /A D0E—x+1) _ VX2 —x+1

x—(=1) x+1 (W)Z )

f — (=1

Par suite, 1im1 %ﬂ()) = +4o00. La fonction f; n’est pas dérivable en —1.
X—— X—(—

En résumé, la fonction f, est définie sur R, dérivable sur R \ {—1} et pas dérivable en —1.

3) Soit x € R. f3(x) existe & x> —x* > 0. Or, pour tout réel x,

sgn (x3 —x4) = sgn (x3(1 —x)) =sgn (x(1—x)).

Donc, pour tout réel x, f(x) existe si et seulement si x € [0, 1]. Le domaine de définition de la fonction f3 est [0, 1].

3

La fonction uz : x — x3 —x* est dérivable sur ]0, 1[ et strictement positive sur ]0, 1[. Donc, la fonction f3 = /3 est

dérivable sur ]0, 1[.

Dérivabilité en 0 (a droite). Pour x €]0, 1],

carx3>Oet1—x>0)

f3(x) — 3000 VX301 —x)  Vx3VT—x (
x—0 X B X

\3/2
= T\H —x=vxV1—x.
f3(x) —3(0)

x—0
Dérivabilité en 1 (a4 gauche). Pour x € [0, 1],

Donc, lir% = 0. La fonction f3 est dérivable en O.
X—

f300 —f3(1) _ /0 —x) _ VVT—x

x—1 x—1 1—x
V3
VI=x

f3(x) —f3(1)

] = —o0. La fonction f3 n’est pas dérivable en 1.
~x —

Donc, ill}%
En résumé, la fonction f3 est définie sur [0, 1], dérivable sur [0, 1[ et pas dérivable en 1.
Exercice n° 2
1) Pour tout réel x, f1(x) = v/x2 + 1 puis
B 2x - X

2XT+T VXEHT

2) Pour tout réel x, fa(x) = (x3 + 1) /3 puis, pour tout réel x différent de —1,

f1(x)

—2/3 x?

x (3x%) x (x> +1) —.
(vaT)

Wl =

f5(x) =

3) Pour tout réel x, f3(x) = (XZ +x+ 1)_3/4 puis pour tout réel x
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fé(x)=—§X(2x+1)x(x2+x+1) 774 3(2x+1)

5.
4(<‘/x2+x+1)
4) Pour tout réel x, f4(x) = x (xz + 1)7]/2 puis, pour tout réel x
fix) =1 x(x2+1)1/2+x<—1> (2x) (X2+1)’3/2: LI X
4 2 XZ+1  (x2+1)VxZ+1

(x2+1)—x* 1
2+ DVxE+T  (Z+1DVXE+1

5) f5 est définie sur | — oo, —1[U[1, +o0[, dérivable sur | — oo, —1[U]1, +o0l et pour x €] — oo, —1[U]1, +o0l,

1

ix>1
, 2 1 x+1)32x—12 0"
f5(x) = X =
(e+1)2 2 x—1 1 six < —1
1 (1 —x)372(1 —x)172

Exercice n° 3

1) e lir_’I_l Vx24+x+1= lim VX =+ocoet lim x = +oco. En additionnant, on obtient Jim ( x2+x+ 14+ x)
X—+00 X—+o0

X—+o0 X—+00
+o00.

e Pour tout x < 0,

X2 +x+1+x= ( X2+X+]+X)( X2+X+]_X) _ (X2+X+])_X2 _ x+1
B VX2 4+x+1—x VX2 x+tT1—x VX2 Ext1-—x

B x+1 B x + 1
B T 1 B T 1
V2 T+ -4+ = —x  —xy/1+-+——x
x X2 x X2
1 1
14+ — -
X( +X> _ ]+x

- T B o1
x(— 1+—+—2—1> —[T+=+—=5—1
X X X X
1o . 1
On en déduit que lim ( x2+x+1+x):——.
X——00 2
2) Pour x > 0,
2
(\3/x3+1—x) ((\3/x3+1) +x€/x3+1+x2) (\3/763—-H)3—x3
/%3 — —
Xx>4+1—x= 5 = 5
(\3/x3+1) +xVx3+T14x2 (\3/x3+1) +xVx3+T14x2
B 1
= 5 .
(\3/x3+1) +xVx3 + 1+ x2
Le dénominateur de cette fraction tend vers +oo quand x tend vers 4+oo et donc liT (\3/ x3+1— x) =0.
X—+00
7
3) e 1 ére solution. Pour x > >3 et x #1,
VIx+7-3  (V2x+7-3) (V2x+7+3) 2x—2 B 2
x—1 (x—1) (V2x+7+3) (x=1)(V2x+7+3) V2x+7+3
V2x+7-3 1

et donc iliﬂ ——1 = 3
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2 éme solution. Pour x > > —3, posons f(x) =v2x + 7. Pour x > Z—5 et x # 1,

VIXF7-3  f(x)—f(1)

x—1 x—1
V2x+7— 2 2 1
f est dérivable en 1 et donc lim Lg =f'(l) = — — =2 = .
xo1  x—1 2V2x1+7 6 3
e 1 ére solution. Pour x > —g et x # —2,

Vx+5-1 (V2x+5-1) (V2x+5+1) (V3x+15+3)  (2x+4) (vV3x+15+3)

VAx+15—-3  (V3x+15-3) (V3x+15+3) (V2x+5+1)  (3x+6) (V2x+5+1)

~ 2(V3x+15+3)
3(V2x+5+1)
vV2x+5—1 2x6
et donc lim =
x——2 4/3x + 15 T 3x2

5 5
2 éme solution. Pour x > —3, posons f(x) =v2x +5 et g(x) = V3x+ 15. Pour x > Z =5 et x £ —2,
vV2x+5—1 V2x+5—1 x+2 f(x) —f(—2) x—(—2)

Bxt15-3 x+2  xiib-3 x—(—2) g —g(—2)

2
vV2x +5—1 f(=2) 24/2x (=2)+5
Donc lim = = =2.
x——2+/3x + 15 g'(—Z) 3
I3x(=2)+1

Exercice n° 4

x3

Domaine de définition. Soit x un réel. f(x) existe si et seulement si x # 1 et
x3 x3
Pour x # 1, —T a le méme signe que x(x — 1). Donc pour x # 1,
X J—

—1

> 0.
1/0

>0& x €] — o0, 0]UlT, +ool.

f est définie sur D =] — oo, 0]U]1, +o00l.

Dérivabilité en 0 a gauche. Soit x < 0.

e 3?\/: \/? \/—\/x—l _\/%

tend vers 0 et donc lim fix) —f(0)
x—1 x—0— x—0

Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures, — =0.

f est donc dérivable (& gauche) en 0 et f'(0) = 0.

Etude en +oco. Pour x > 1,

lim 1——-=1etdonc lim f(x)=+oco. Ensuite, pour x > 1,
X—+00 X X—+00
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X 1 ]_1 ]_1
f(x) —x = —X =X 1] =x X 1 X
]_l 1_1 +1
X X 1
X
1]_] 1/x]
- - 1 1
=X X = e X
=1 AN =1
1- = 1- = 1- -
X X X

1 1
L’expression précédente tend vers 5 quand x tend vers +o0o et donc f(x) — <x + z) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

On en déduit que la droite d’équation y = x + 7 est asymptote au graphe de f en +o0.

Etude en —oco. Pour x < 0,

f(x) = —
(x) ] 1
1— - 1——
X X
Donc lim f(x) = +o0. Ensuite, pour x < 0,
X——00
fx)+x=—  ix=— ] !
1 1 1
1—- - 1—- +1
X X 1
1——
X

1 1
L’expression précédente tend vers —3 quand x tend vers +oo et donc f(x) — (—x — —) tend vers 0 quand x tend vers

—o00. On en déduit que la droite d’équation y = —x — 5 est asymptote au graphe de f en —oo.

Dérivée et variations. Pour x €] — oo, 0[U]1, +o0],

3 3
In(f(x)) = %m( X ) - %m( X ) - % BIn(x]) = In(jx —1)))

x—1 Ix — 1]

puis
f’(x)_l 3.1 _ 2x-3
fix) 2\x x—1/) 2x(x—1)

Pour x € D, f(x) > 0 et x(x — 1) > 0, donc pour tout x de D, f(x) est du signe de 2x — 3. On en déduit le tableau de
variations de f.

X —00 0 1 % +00
f/(x) - 0 - 0+
+o0 H-0Q +0o0
f \ \ /
3V3
0 2
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Graphe.

Exercice n° 6 Soit x € R.

24coszx+1 +]6.24sinzx73 :20<:>24coszx+1 +16 x 2174coszx :20<:>24coszx_-|0+]6 % 274coszx -0

G20t E 104 10 04 (24 X)2 10 x 297 x 4 16 = 0

24coszx
(:)24“52" — 2 ou24estx — 8 & dcos?x =1oudcos®x =3

V3

1 1 3
& cosx = 7 OU COSX = —— OU COSX = —~ Ol COSX = ——~

2
@xe(g+gz)u(§+gz).
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