Planche n° 11. Exponentielles et logarithmes. Corrigé

Exercice n°1

Pour n € N*, posons un = /1 puis, pour x réel strictement positif, f(x) = x'/* de sorte que pour tout entier naturel non
nul n, on a u, = f(n).
Inx

f est définie sur ]0, +oo[ et pour x > 0, f(x) = e~ . f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

1—Inx mx 1—Inx
/ = x = x

Pour x > 0, f/(x) est du signe de 1 —Inx et donc ' est strictement positive sur 0, e[ et strictement négative sur Je, +ool.
Par suite, f est strictement croissante sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. En particulier, pour n > 3,

Un = f(n) < f(3) = uz = V3.
Comme Uy = v2 > 1 = uy, on a donc Max{un, n € N*} = Max{\/z, \3/3;} Enfin, (v2)® =8 < 9 = (v/3)° et donc

V2< 3 (par stricte croissance de la fonction x +— x® sur [0, +ool). Finalement,

Max { ¢/m, n € N*} = /3 =1,44.. I

1
Pour tout entier naturel non nul n, 1 4+ — existe et est strictement positif. Donc, pour tout entier naturel non nul n,

Exercice n° 2

n
(1 + —> existe. De plus, pour tout entier naturel non nul n,
n

. In <1+l>
(] + _) — enln(1+';) = exp 7“
n

1
n
. 1
lim — =0 et donc
n—+oco N
In(1+ 1
U TR) L m+)
lim = lim =1,
n—-+oo 1_ x—0 X
n
-I n
puis lim (1 +—> =e'=e
n—-+oo
Exercice n° 3
Inx o . , 1—Inx
1) Pour x > 0, posons f(x) = —~ f est définie et dérivable sur ]0,+oo[ et, pour x > 0, f'(x) = a2 f est donc

strictement croissante sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. Le graphe de f s’en déduit facilement :
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U L
& 1 j
( 1 2 °3 4
14
24
34
4 4+
2) Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a < b.
b a b a Ina Inb
a’=b*& In(a’)=n(b*)&eblha=alnb & o =5 & f(a) = f(b).

Si a > 3, puisque f est strictement décroissante sur [e, +oo[, on a alors f(a) > f(b) et en particulier, f(a) # f(b). a n’est
alors pas solution.

a = 1 n’est évidemment pas solution. Par exemple, a® =b% = 1° =b' = b =1 = a ce qui est exclu.

Donc, nécessairement a = 2 et b est un entier supérieur ou égal a 3, et donc a e, vérifiant f(b) = f(2). Comme f
est strictement décroissante sur [e,+oo[, I’équation f(b) = f(2) a au plus une solution dans [e,+ool. Enfin, comme
2% =16 =42, on a montré que :

il existe un et un seul couple (a,b) d’entiers naturels non nuls tel que a < b et a® = b®, a savoir (2,4).

Exercice n° 4

1) Soit x € R,
x4+ 1 x4+ 1
—In|2 <In2 <In2 <2 —
Inx+1—-In2x+1<In2&1n 2X+]’ In2& 2X+]’ et x # —1
x4+ 1 x4+ 1 x+1
—2<——=<2 - —+22 —— —2< -
& P et x # 1(:)2X+]+ Oeth—i—] Oet x # —1
e X3 0wt X Coetx £ 1

2x+17 x+1

& x €] — oo, —1[U

@(xe]w?u};mb o (o] e

_]_§U_1+
75 3T

2) Soit x > 0.

XX = VX" & Vxinx =xIn (VX) & Inx (Vi— ) =

SnxxvVx(2—vVx)=0&x=Toux =4
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3) Pour x €]0, +o0[\ {]]R, 1]—0, 1 },

In(10)  In(10) 1n(10)
x| “In(10x) |~ In(100x)

o (Inx +1In(10))(Inx +21n(10)) + 2Inx(lnx + 21n(10)) + 3Inx(Inx + In(10))

Iny (10) 4 2ln10x(10) + 3ln100x(10) =0 & =0

=0
Inx(Inx + In(10))(Inx + 21n(10))
& 6In?x +10In(10) Inx + 21n?(10) =0
—5In(10) 4+ 1/131n%(10) —51In(10) — 4/131n*(10)
Slnx € )
6 6
Sxe {e((—S—\/ﬁ)/G)anO)) e((—5+\/ﬁ)/6)1n(101}
sx e {]0(—5—\/ﬁ)/6) ]0(—5+\/ﬁ)/6} .
P = {10(75—\/@/6) 10(75+\/ﬁ)/6}_
4) Soit x € R.
22x o 3x7% _ 3X+% _ 22x71 AN 22x + 22x71 _ 3X+% 4 3x7%
2212 41)=32(34+1) &3 x22 1 =4 x 32
223 =33 & (2x—3)In2 = (x— %) In3
31112—;1113 3
X m2-m3 T 771
3
o= {z}
Exercice n°5
Pour x > 0, (x*)* = ex2(x") = e’ Inx of x(x*) = gx*Inx pyy suite,
(XX)X 2 X
vx > 0, ) :exp(lnx(x —X ))
Or, x> —x* = —x* (1 — XZ_X) = —exx(1—e(2x)Inx) Quand x tend vers +o0, (2—x) In x tend vers —co. Donc, 1—e(27%) Inx
xX\X
tend vers 1 puis x? — x* tend vers —oo. Mais alors, Inx(x? — x*) tend vers —oo, puis o] = exp(Inx(x? —x*)) tend
X X

vers 0.

(x*)

lim — =0.
x—+oo x(X*)

Exercice n° 6
On notera %; le graphe de f;.

1 1
1) Soit x > 0. x n’est pas nul donc — existe puis 1+ — > 0 et f1(x) existe.
X X

1 1
Etude en 0. Pour x > 0, xIn (1 + ;) = —xInx + xIn(1 + x). Par suite, xIn (1 + ;) tend vers 0 quand x tend vers 0

1
par valeurs supérieures et donc fq(x) = exp (x In (1 + ;)) tend vers 1. Ainsi, lirr%) fi(x) =1.
x—

x>0

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



Posons encore f1(0) = 1 et étudions la dérivabilité de f; en 0. Pour x > 0,

1
exp <xln <1 +—)> =1
f1(><)—(1;1(0)_1(exp<xln(1+l)>_1>_ 7]‘ 1n(1+1).
X = x x xln(]—&-;) *

1
Or, xIn <1 + ;) tend vers 0 quand x tend vers 0 (d’aprés plus haut) et donc

1
exp <xln (1 —}—;)) —1 e
=lim —— =1.

=20 x In (1 + l) vy
X

1
D’autre part, In (1 + —> tend vers +oo quand x tend vers O par valeurs supérieures. Finalement,
X

lim 71:] () = (0) = 4o00.
x—0 x—0
x>0

Ainsi, f1 n’est pas dérivable en 0 mais 47 admet ’axe des ordonnées pour tangente en (0, f;(0)) = (0,1).

In <1 * _) 1 In(1+vy)
Etude en +oo. Pour x > 0, xIn (1 + —) = % et donc lim xIn (1 + —) = lim Ty 1. Par suite,
X ! X—+00 X y—0 Yy
X
lim f, (X) =e€.
X—+00

1
Etude des variations de f;. Pour x > 0, f1(x) > 0 puis In (f;(x)) =x1In (1 + ;) Par suite, pour x > 0,

N )
F100) = 1030 x (1)) () = 1) [ 1 (14 1)+ 02 | =i (xlg(x,
14—
X
ou g(x) =1 1—1—1 — ! Sur 10, +oo[, f! est du signe de
i g(x)=1In - T ur ]0, o0/, f} u sign g.
Pour déterminer le signe de g, étudions d’abord les variations de g sur ]0, +oo[. g est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,
1
, X2 1 1 1 —1
_ - _ = 0.
9'(x) ] PRI T XD T 1) T x2S
X

g est donc strictement décroissante sur ]0, 400l et, puisque th_l g(x) = 0, g est strictement positive sur ]0,+ool. Il en
X—+00

est de méme de f{. f1 est strictement croissante sur 0, +ool.

On en déduit 4;.
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2) Domaine de définition de f;. Soit x € R.

n(x? —5x + 6)

1
fa(x) existe<:>x2—5x+6>06t1—log%(x2—5x+6) >0& x> —5x+6>0et <1

1

lnf

1 1

Sx?2—5x+6>0e¢t 1n(x2—5x—|—6)>lnz<:>x2—5x+6>§
5—\/§lu 5+\/§,+oo

(:)x2—5x+%>0(:)xe

—0Q,

2 2

5++3

f, est définie sur D = >

—0Q,

y 100

2

5—\/§lu

5
Variations de f,. La fonction x +— x? — 5x + 6 est strictement décroissante sur }—oo, z} et strictement croissante

5 3 5 5—+v3
+2\/_ > 7 et que 2\/_ < 3 la fonction x — xZ — 5x + 6 est strictement décroissante

5+43
2

5
sur {Z,—I—oo [ Comme

5—+3
2

, oo |, a valeurs dans ]0, +ool, intervalle sur lequel la fonction

sur} —00, ] et strictement croissante sur

In(x? —5x + 6) ) .
————— a le méme sens de variations et

+V3
2 )

logarithme népérien est strictement croissante. La fonction x — 1 +

5—+/3
2

finalement f; est strictement décroissante sur ] —00, ] et strictement croissante sur [ 400 .

2
5 5 5
Axe de symeétrie Soit x e R.xe D & E_XGD et de plus, <§_X> —5<§—x> +6 = x? — 5x + 6. Par suite,

5
vx € D, f; <§ —x> =f1(x).

5
%1 admet donc la droite d’équation x = 5 pour axe de symétrie.

Le calcul des limites est facile et on en déduit %5.

Exercice n° 7
Pour tout x €]0,1[, x et 1 —x sont strictement positifs et donc x*(1 —x)'~* existe.

Par stricte croissance de la fonction In sur ]0, +ool, il est équivalent de démontrer que

vx €10, 1], xIn(x) + (1 —x) In(T —x) > —1In(2).
Pour x €]0, 1[, posons f(x) = xIn(x) + (1 —x) In(1 — x). f est dérivable sur ]0, 1[ et pour tout x de ]0, 1,

f/(x) =1In(x) +x x :—(—lnﬂ —x)+(1—=x) x 3 =In(x) —In(1 —x).

Pour x €]0, 1],
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f’(x)>0<:>1n(x)>1n(1—x)<:>x>1—x<:>x>%.

1 1
Ainsi, la fonction f’ est strictement positive sur ] 2 1 [ et négative sur ]O, z} La fonction f admet donc un minimum en
1

2
%m G) + (1 — %) In <1 — %) = —1In(2).

Ceci montre que Vx €]0,1[, xIn(x) + (1 —x) In(1 —x) > —In(2) et donc que

et ce minimum est égal a

Vx €10, 1], x¥(1 —x)"% >

N —
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