Planche n° 9. Les nombres complexes. Corrigé
Exercice n° 1

Dans les questions qui suivent, on note . I’ensemble des solutions de ’équation proposée.

1) Soit z € C.

. . —2—1 (—2—-1)(3+1) —5—5i 1T 1,

— 2 = = — = - = — = —— — —1.
B3—-1)z+24+1=0&z2 31 &z G311 &z 10 &z 2 21

Donc,Y_{—%—%l}
2) Soit z € C.

AN T Fh e . . i i(1+21)
1+2 = 1+2 = 1—2i)z—1i= - ey
T+20)z41=0& (1+20)z+1i=0& ( )z—i=0&z2 1—2i<:>2 0200 + 20

(:>z—_2+i(:)z——g+li
5 5 57

2 1,
Done, . = {_5 + gl}

3) a) Soit z € C. Posons z = x + iy ot (x,y) € R?.

B-1z+(1+1)z=14+41& B -1)x+iy)+(1+i)x—1y) =1+1
S (x+2y)+1i(2y) =141

<:> { ‘21;‘ tzly =1 (par identification des parties réelles et imaginaires)
_1 1
& YV7T7 sz=-i
x=0 2

Donc, ¥ = {%1}

b) Soit z € C. Posons z = x + iy ou (x,y) € R2.

B—-1)z—B4+1)z=0553—-1)(x+iy) —B+i)(x—iy) =05 i(—2x+6y) =0 & x = 3y.

Done, ¥ = {y(3+ 1), y € R}. Géométriquement, . est la droite d’équation y = = (en identifiant nombre complexe et

Wl x

point du plan).

Exercice n° 2

ez =1+1V/3=2

VR
N —
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=
5
N———
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o
175}
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o
=.
=}
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~——
Il
N
o
o3

ozzzl—&—i:\/i(L—l—iL) :\/Z(cos (;—t) —&—isin(;)) — V2et T,

2 2
, V3 1, 5t\ .. (5m {sin
023_—2\/3;—}-21—4(—7—&—51 = (cos(z)+ls1n<?)>—4e 6 .
ezi=e7T, z5=e 7, zc=23e et z; = e°.

Exercice n° 3

1 3 in 1 3 im
1) Soit z€ C. 22 +z+ 1 =0(:)7.=—z —&—i% —j=e5" ouz=-—o —i% —j2 = e *¥" (a connaitre par coeur).
1
2) A’ =12 -2 = -1 = i?. L’équation a donc deux solutions non réelles et conjuguées, a savoir z; = z(—1 +1i) et
1 .
zy = E(_] —1i).
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3) Soit © € R. Pour tout complexe z, on a

22 —2zcos0+ 1= (z—cos0)> +1—cos?>0 = (z—cos0)? +sin® 0 = (z — cos 0)? — (isin0)?
=(z—cos0 —1isinB)(z —cosO +1isin0) = (z —e*®)(z— e 9)

L’équation proposée a donc deux solutions (pas nécessairement distinctes) z; = e'® et z; = e~ %°.

De plus, A’ = cos20 — 1 = —sin’? 0 et ces solutions sont distinctes si et seulement si 0 ¢ nZ.

Si @ € 2nZ, 'équation s’écrit (z — 1)2 = 0 et admet une solution double, & savoir 1.

Si @ € 7+ 2nZ, I'équation s’écrit (z 4+ 1)2 = 0 et admet une solution double, & savoir —1.

4) Soit (E) I'équation z? — (6 +1)z + (11 + 131) = 0. Son discriminant est A = (6 +1)? —4(11 + 131) = —9 — 40i. Comme
40 =2 x 20 =2x (4 x5) et que 4> —52 = 16 — 25 = —9, on est en droit de deviner que A = (4 — 5i)2. Si on ne devine
pas, soit (x,y) € R2.

2_ .2
V2 _ o . X-—y =-9
(etiy)”==9 401®{x2+y2= (—=9)2 + (—40)2xy < 0
x2—y?=-9 x2 =16
sl X+y?=41 &< y?=2
xy <0 xy <0

& (x,y) = (4,-5) ou (x,y) = (—4,5).

6+1+4—5i 6+1—4+5i
L’équation (E) a deux solutions distinctes dans C a savoir z1; = % =5—2ietz, = % =1+3i.
5) Soit (E) I'équation 2z? — (7 + 31)z + (2 +4i) = 0. Son discriminant est A = (7 + 3i)> — 8(2 + 41) = 24 + 10i. Comme
10=2x5=2x(5x1) et que 5> — 12 = 24, on est en droit de deviner que A = (5 + 1)?. L’équation proposée a deux
74+314+5+1 . 74+3t—5—1 1 .
— =3 +4ietzy=—TTT— = _(141).

solutions distinctes dans C a savoir z1 = 7 7] 7

Exercice n° 4

On a 1+1=+2e"*. Les racines carrées de 1+ 1 dans C sont donc v/2e'™/8 et —+/2e'7/8.
On a aussi, pour (x,y) € R?,

1
X2 —y? =1 ¥ =5(V2+) V2 V2
2+1 2—1
. 2: . 2 2: ]
x+iy)=1+i& zy—;% V2 & yzzi(\/z—n & (xyled* \/ 3 a\/ 5 .
xy >0

241 2—1 )
Les racines carrées de 1 + 1 sont donc aussi £ (\/\/_2—’_ + i\/\/_z ) Puisque Re(e™8) = cos n > 0, on obtient

8
V/2elm/8 = \/\/z;_ ] + i\/\/zz_ ! , OlL encore

oln/8 _ \f\;;ﬂ \/22\/?:%(\/2+x/§+i\/2—f2>

et donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

1 1
cosgzz\/Z—&—\/Zet singz— 2—/2.

Exercice n°5
1) Onaa= 62171/5 + e8i7'c/5 — 62171/5 + efz'm/s — 2cos 2?7-[ et b = e4i7'c/5 4 66171/5 — e4i7'c/5 4 ef4i7r/5 — 2cos (4?7-[)

2

1, z, 22, 23 et z* sont les cing racines cinquiémes de 1 dans C. Par suite, 14z 4 z% + 23 + z* = 0. Mais alors

a+b=z+22+23+2z4 =1
et

ab=(z4+2) 22 +23) =2 +2"+20+ 2 =2+ 22+ 22+ 2 =1 (car 2 =1).
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a et b sont donc les solutions de I’équation X2 + X — 1 = 0 dont les racines sont

2 2 — 4 .
g E]O,E[, on a a > 0. Par suite, cos (—T[) :]%\/5 et cos (g) :1T\/§

2 5
2 2 1++5 2
o (5) oo (5= (52) -

—1+\/§et —1-+5
2 2

. Enfin, puisque

27
. D’autre part, sin (;) > 0 et donc,

= Z\/1o+2\/§.

cos (2—7-[) = V51 et sin <2g> = 1\/1O+2\/§.

5 4 T4

4 _1—
De méme, en remplacant v/5 par —/5, cos (g) = ]T\/g et sin (4?“) = éllv 10 — 2+/5. Enfin, cos (g) = — oS (7‘[— g) =

—eos (F) = 15 ctsin (F) =i (n— F) =sin () = 3 viO— 25,

5 4 5

2) Le rayon du grand cercle vaut, d’aprés le théoréme de PYTHAGORE :

R=+v0Q0%2+0M2 =
—14+5 —1-5

7 et xy =xg —R = >

S

21
Donc x1 = xo + R = . Par suite, x1 +xj; = x1 X xj = —1 puis x; = 2cos (?) et

4
Xj = 2cos <g> Ceci montre que les médiatrices des segments [O, I] et [O, J] coupent le cercle de centre O et de rayon 1

en quatre des cinq sommets du pentagone.

l
I
|
I
I
I
L
|
|
I
I
I
|

AF
3) Posons x = AC D’apreés le théoréme de THALES (je vous laisse vérifier les parallélismes par exemple par la réciproque
du théoréme de THALES dans EBC),

X_E_%_E_AC—2AF_1—ZX
"~ AC HC FC AC—AF  1—x'

Doncx2—3x—|—1zoetpuisquex<1,x:3_2\/§.Puis
AG _AC—AF_ . —1+V5 FG_AC-2AF 1 , 2, 3+V5 , —1+V5
AC_ ~ AC T~ 2 YAFT T AF X T3 T2 -T2
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Définition du nombre d’or.

A C B
AC tit
On veut que C partage le segment [A, B] de telle sorte que AC ~ AB (« Irlj(fyten = I;l:;;e;l ») c’est-a-dire, en posant
— 2 —1 5
a=AB et x=AC, r_ga-x ou encore (f) +§—1 =0 et donc, puisque x >0, X i
a X a a a a 2
—1 5
Le nombre d’or (ou proportion dorée) est le nombre %\/— =0,618...
1 5
On peut aussi prendre pour le nombre d’or le rapport 4 _ +2\/_ =1,618...

Exercice n° 6.

Si zy est laffixe complexe de My et ay est 'affixe complexe de Ay, le probléme posé équivaut au systéme :

Vk € [1,n—1], zx + zk+1 = 2ak et zn + 21 = 2an.

Résolvons le systéme constitué des n — 1 premiéres équations

21 +22 = 2a4 22 =207 — 27
z2 +2z23 =2a» z3 =2a; —2a1 + 27
z3 +2z4 = 2a3 z4 = 2a3 —2a; +2a1 — 27
. =
Zn_2+2zZn_1=20an_2 Zno1 =2an-2—2an_3+ ...+ (=) 3a; + (1) 2z
Zn_1+2zZn =20n_1 Zn =20n_1 —20n_2 +2an_3+ ... +2(=1)"2a; + (=) Tz
La derniére équation s’écrit alors 2an_1 —2an—2 +2an_3 +...+2(=1)"2a; + (=1)"'z; +z; = 2a,, ou encore

(1= (=121 =2an —2an_1+2an_2 —2an_3+ ... +2(=1)" ',

e Si n est impair, cette derniére équations est équivalente &

Z1=Qan—an 14+ an 2—an 3+...+ (=" Ta

En reportant cette expression dans les n — 1 premiéres équations, on obtient le fait que le probléme posé a une solution
et une seule.

e Si n est pair, la derniére équation s’écrit

O0Xzy=an—Aan_1+an_2—an_3+...—ay

Sian—an_14+an_2—an-3+...—aj #0, le probléme posé n’a pas de solution.
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Sian—an_1+an_2—an 3+...—ay =0, la derniére équation est vérifiée par tout nombre complexe z1. Le systéme se
réduit alors aux n — 1 premiéres équations. Le probléme posé a dans ce cas une infinité de solutions.

Remarque. Si n est pair, on peut poser n = 2p, p € N*. La condition azp —azp-1+azp-2—0a2p-3+...+az—a; =0
s’écrit encore

—_— —— _— =
A1AL +A3AL+ ...+ Asp 1AL, = 0.

Quand n =4, équivaut au fait que le quadrilatére considéré est un parallélogramme.

Exercice n° 7

Soit ae}z,z{. 1+?tanoc = COSOH_?S%H(X = g2l Donc,
221 1—itanox coso—1isinox
.\ 3 . .
]"_IZ :1+1tan06<:>3k6{_1’0’1}/]+IZ: 1(2Tax+¥):wk
1—1iz 1 —itan 1—1iz

& Fke{-1,0,1}/ (wk+Nz=wr—1.
Maintenant, pour k € {—1,0, 1},

2 2k 3
wyx =—1 <:>?O(+Tnen+2n2<:>oce—kn+7ﬂ+3n2,

. T
ce qui est exclu pour o € }—z, 5 [ Donc,

T+iz\?  1+1t —1
Tz AN o 1,01 = T
1—1iz 1 —itan o lwe+ 1)
PlSHES)  LUS+EE) _ o i(S+5F)
©Ikel-1,01)/z= et(SH5) (el S+ 4 et +5)
2isin(& 4+ k7)
&3k e{-1,0,1}/z= S 3
=101y i(ZCOS(% k3—”))

Exercice n° 8

(A, B, C) équilatéral & C =17 2 (B)ouC=71a z(B) & c—a= (—jz)(b —a)ouc—a=(—j)(b—a)
& (-1-j%a+i*b+c=00u(—1—jla+jb+c=0&ja+j’b+c=00uj’a+jb+c=0
& (jz)2 a+j’b+c=00ouj?a+jb+c=0& jouj’ sont solutions de I'équation az® + bz +c =0

(A, B, C) équilatéral & ja+j’b+c=0ouj’a+jb+c=0
& (a+i*b+c) (jPat+jb+c) =0& a®+b*+c*+ (j+§°) (ab+ac+bc) =0
S a?+b?2+c2=ab+ac+be

(A, B, C) équilatéral & a? +b% +c? —ab—ac—bc =0
& —a’4+ab+ac—bc—b2+bec+ba—ac—c?+ca+cb—ab=0
S(c—a)la=—b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a)=0
(c—a)la=b)+(a—b)(b—c)+(b——c)(c—aqa)
(b—c)(c—a)(a—D)
1 1 1

=0.
<:>b—c+c—a+a—b

& =0
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Exercice n° 9

Le discriminant de I’équation Z? — (5 — 14i)Z — 2(51 + 12) = 0 vaut

(5—141)2 + 8(51 + 12) = —75 — 1001 = 25(—3 — 4i) = (5(1 — 2i))2.

5—14i+5—10i
L’équation Z? — (5 — 14i)Z — 2(51 + 12) = 0 admet donc les deux solutions Z; = Lt L. 5—12i et

2
5—141—-5410i
Z, = v 5 + 0 = —2i. Ensuite,

z est solution de I’équation proposée & z? est solution de Péquation Z2 — (5 — 141)Z — 2(51 4+ 12) =0
&z22=5-12i=(3-21)? ouz? =-2i=(1-1)?
&Sz=3—-2iouz=-3+2iouz=1—iouz=—-1+1.

Exercice n° 10

Soient z un complexe non nul, M le point d’affixe z et A le point d’affixe 1.

1 1
zl—‘z‘(:)IZ——(:)Z|2—1<:>|Z—1<:>OM—1»

|z|
et
1 1
Iz\:\2—1I®OM:AM®M€med[OA](z)xM:Z(:)Re(z)zz.
Donc,
1 1 1. .V3 . 2
zl—’z‘—lz—ll(:)zl—let Re(z)—z(:}z—zj:IT S z=—jouz=—j".

Exercice n° 11

141 1T+1 T+1
SoienthRetZ:_‘_—TX.Puisque1—ix;é0,zest bien défini et \zlz‘ +?X|:|+_?X|:
1T—ix N—ix |T+ix]
—1+ix+2 2
Enfin, z = Zlrwers u.c—&— =—14 —— # —1. On a montré que :
1 —ix 1 —ix
144
Wx R, X UN (=1},
1T —ix

Réciproquement, soit z € U\ {—1}. Il existe un réel 0 ¢ 7 + 2nZ tel que z = e®. Mais alors,

R e®2  cos9+ising  cos§(1+itan )
z= = _ = =
e"10/2 cos%—isin% cos%(] —itan%)
1+ 1itan § ) 0  m
:m (cosE;éOcarz ¢ E—i—nZ),
2

0
et z est bien sous la forme voulue avec x = tan gl e R.
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Exercice n° 12

e Soit 0 € R.

1—cosO+1isin0=0& cosf=1et sinb =0& 0 € 2nZ.
1+ cosO —1isin®

nce, —
1—cosO +1sin0

Do existe pour 0 ¢ 2ntZ. Pour un tel 0,

1+ cosO —isin® 2 cos? % —Zisin%cos% B cos% cos(0/2) —isin(0/2)  cos

= = X = .
T—cos®+1isin®  2sin? 9 +2isin Y cos § sin §  sin(0/2) +1icos(6/2)  sin g elln=0)/2

0 _,—i0/2
5 €

= —icot =).
ico an(z)

0 0 1
- ler cas. cotanz >0& 5 S U }kﬂ,z +k7r[<:>9 € U]Zkﬂ,n+2k7r[.
kezZ kez
1+ cosO—1isin®

1 —cosB +1sinb

0 ; 0
Dans ce cas, la forme trigonométrique de est cotan (E) e /2 (module= cotan (—) et argument=

2

T
~3 (27)).

1+cosO—isin® cotan g om
1—cosB+isin® 2/ 2|

0
- 2éme cas. cotan=- <0 & 0 € U]7I+ 2k, 2(k + 1)7l.

2 keZ
Dans ce cas,
14+ cos® —1sinb 0 : 0 :
= —cot, 2 ei™/2 — |cots v in/2
1 —cosB+1isin6 «© an<2>e «© dn(Z) “
et donc,
14+ cos® —1sinb _ ¢ 0\ m
1—cosO+isin® coran iy bl
0 1 0 —1isin®
- 3éme cas. cotan — = 0 & 0 € m+ 2nZ. Dans ce cas, on a +cos }s?n =
2 1 —cosO +1sinb
e Pour 0 ¢ 277, on a
1+et® _ et0/2(e=10/2 4 £10/2) _ ZCOS% ot
1 —ei®  i0/2(o—10/2 _¢i0/2) —Zisin% Tree ani'
1 i0
Sioe U]an,n—i—ZkT{[, ]_Fieie = {cotan > g}
kez —¢€
1 10 0
$i0 € JIr+ 2km, 20k + 1), 1+7ee _ {_COtanE)_g]'
K€EZ —¢€
i0
Sifemn+ 2nZ, i =0.
1—et®

Exercice n° 13

9 X .
(1 4 i\/§) — (2e17/3)% = 29¢3im — _512.

La forme algébrique d’un complexe est particuliérement bien adaptée a ’addition.
La forme trigonométrique d’un complexe est particuliérement bien adaptée a la multiplication.

Exercice n° 14

i = e¥/2 et les racines quatriémes de i sont donc les ei(%“L%), k €{0,1,2,3}. Ensuite,
B 8v2 _ 8 _ge—im/4 _ gp3in/4
141 eln/4 ’
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T, 2k
Tt55

sont donc les nombres 2el 5°) k€ {=1,0,1}, ou encore les trois nombres

2t = V2(1 +1), 2657/ 12 et 2e1117/12,

8
Les racines cubiques de — ]

Exercice n° 15

Soit z € C tel que |z| > 1.

Mzt +20 < T+ 2+ 122 + oo+ 2 < 2™+ 2™ + o+ 2™ = nlz)™ = nz™,
et en particulier, 1 4+ z + ... + 2" # nz™. Par contraposition, si 1 +z + ... +z" ' —nz" =0, alors |z| < 1.
Exercice n° 16

1) Soit z € C. Soient M, A et B les points d’affixes respectives z, 1 et —1.

zsolutionde (E) = (z—1)"=z+ )" =z—1D"=lz+ DY = z—-1"=z+ 1"
= |z—1=l|z+ 1] (car |z — 1] et |z + 1| sont des réels positifs)
= AM =BM = M € med[AB] = M € (Oy)
=z € iR.

2) Soit z € C.

(2= D" = (=2 + )" = (=DM + D = 2= ™) = —(=D) (2= D" = 2+ ).

Par suite,

zsolutionde (E) & (z—1N"—(z+1)"=0& (—z—1)"— (—z+ 1)" = 0 & —z solution de (E).
Les solutions de (E) sont imaginaires pures et les solutions non nulles sont deux a deux opposées.

3) Soit z € C.

zsolution de (E) & (z— 1" =(z4+ )" & ke [o,n—1]/z—1 ="z 41)

1 2ik7t/m ik7t/n —ik7t/n
<:>3ke[[1,n—1]]/z=1+e G3keln-1]/z=1 e

_ eZikn/n —ikmt/n _ eikﬂ/n
2 cos Xz Kk
skell,n-1)/z= "2t &3ke[l,n—1]/z=1icotan —.
—2isin 5% n

[
Les solutions de ’équation (E) sont les nombres de la forme icotan o 1<k<n—1.

Exercice n° 17
A- Solutions algébriques. Pour z € C\ {1}, posons z = x + iy ot (x,y) € R?\ {(1,0)}.
1) Soit z € C\ {1}

1427
Zl=1& }1 _jz =16 (1+x) 2 +y’=(1-x2+y* & =05x=0.
L’ensemble cherché est la droite (Oy) (car le point d’affixe 1 n’appartient pas a (Oy)).

2) Soit z € C\ {1}.

1
\Z|:2<:>(1+x)2+y2:4((1—x)z—i—yz)<:>3x2+3y2—10x+3:0<:>x2+y2—?0x+1:O
o (x-2 2+ 216
3) 79T

5 4
L’ensemble cherché est le cercle de centre Q (—, 0) et de rayon = (car le point d’affixe 1 n’appartient pas a ce cercle).

3 3
3) Soit z € C\ {1}.
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T+z 14z

ZeR&Z=7& —
1—z 1-2Z

S14+2)0-2)=01-2)0+2)z—z=z—2z2&z=z&zc R

L’ensemble cherché est la droite (Ox) privé du point de coordonnées (1,0).

4) Soit z € C\ {1}.

1""27_1"“_4
1—z  1-—2
Sl-zz=—l+zZz& =18z =1.

ZciReZ=-7&

S (1+2)1-2)=—(1-2)(1+2)

L’ensemble cherché est le cercle de centre O et de rayon 1, privé du point de coordonnées (1,0).

B- Solutions géométriques (pour 1), 3) et 4)). Soient A et B les points d’affixes respectives —1 et 1, M le point
d’affixe z et & ’ensemble cherché.

1)

Me& S z+1=z—1] & AM = BM & M € med[AB] = (Oy).
3) Soit M # B.

Me& &S z=—-1ouz#—1 etarg(}ii) =0 ()

S M=AouM=A et (BM,AM) = 0 (n)
& M e (AB) \ {BL

et on retrouve la droite (Ox) privée du point B(1,0).

4) Soit M # B.

1—z
SM=AouM#A et (BM,AM) =

Me& S z=—1ouz#—1 etarg<]+z> :%[(7'[)

[

(1)
privé de B.

— N

& M est sur le cercle de diamétre [AB

et on retrouve le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point B(1,0).
Exercice n° 18

Soit f la transformation considérée.

1) f est la translation de vecteur w(3,-1).

2) w=2w+3 & w = -3. f est Phomothétie de rapport 2 et de centre Q(—3,0).

—_

. T
/2 f est la rotation d’angle = (appelée aussi quart de tour direct) et de

Hw=iw+lsw= 3

11
centre (E’ z)

) w=T-Yw+2+1e w=1-2i Comme 1 —i=+2e /4 fest la similitude de centre Q(1,—2), de rapport v/2 et
d’angle —%.

2(1 +1i). Comme i = e

Exercice n° 19

1) Soit z € C. shz et chz sont définis et donc, thz existe si et seulement si chz # 0. Or,
chz=0&8e*+e =06 - =1 =1 <:>22+1'.7T€217TZ<:>Z€1(—§+7IZ).
. . . . Tt (T
th z existe si et seulement si z ¢ 1 (—z + 7TZ) ou encore z ¢ i (z + HZ).
. (T
2) Smtzgél(z +7TZ).
thz=0&shz=08e*=e?e*=18&2z€2nZ & z € inZ.

http ://www.maths-france.fr 9 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



T
Comme 1 (E + HZ) NAnZ = &, thz = 0 si et seulement si z € inZ.

3) Soitz ¢ i (; +7IZ). Posons z = x + iy ou (x,y) € R2.
[thz] < 1& |e* — e*Z‘z < |e* + 672’2 S(eF—e?)(fF—e )< (e*+e?)(F+e ?)
& et F e FE) e T p e (73 m 2(e2W 4 e 2WY) 5 0
& cos(2y) >0

Par suite,

Tmz) < = yl <2 U
2 & 2 Elyl<=&zeA
|[thz| < 1 cos(2y) >0 4

4) Soit z € A. D’aprés 1), thz existe et d’aprés 3), |[thz| < 1. Donc z € A = thz € U. Ainsi, th est une application de A
dans U.

Soit alors Z € U et z € A.

e’z —1 2, 14Z
1 1+Z7 .
Puisque Z # —1, % # 0 et on peut poser =7 =retf®oure R* et 0 €] —m, .
Puisque |Z| < 1,
1+2\ 1+z 1+Z 2(1—-1zP)
e(1—z) -z 1-z  1-z%
etdoncee}—g,g{.
En posant z = x + iy ot (x,y) € R?.
1+Z7 ;
ezz:{_k—z(:}ezzzrele(:)ez":retZyee—l-ZnZ
(z)x—llnret Eg—&-nZ
=2 L)

1 0
®3keZ/z:§1nT+z+k7t.

uisque > onas 7 7| puis
0 s
z"‘kﬂ@}—z,z[@k—o
Mais alors,
X = ] Inr
thz=2 _ )] "2 .
z€eA 0
v=3
1 1+Z| i 1+7Z 1+Z7
Ainsi, tout élément Z de U a un et un seul antécédent z dans A (& savoir z = = In + + lArg _te , Arg L
201—-2) 2 1-Z 1-Z
désignant ’argument de ] + > qui est dans ] — 7, 7).
th réalise donc une bijection de A sur U.
Exercice n° 20
z cos(0) + sin(0) zcos(0) + sin(0)

Réflexivité. Soit z un élément de P. Puisque z = (a

2 sin(0) + cos(0)’ il existe un réel 0 tel que z =

savoir 0 4+ 0) et donc z#Zz. On a montré Vz € P, 2%z et donc que Z est réflexive.

—zsin(0) + cos(0)
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zcos(0) + sin(0)
—zsin(0) + cos(0)

( . On en
déduit que z’(—zsin(0) + cos(0)) = zcos(0) + sin(0) puis que z(cos(0) + z’sin(0)) = z’ cos(0) — sin(0).

Symétrie. Soient z et z’ deux éléments de P tels que z#z’. 1l existe un réel 0 tel que z’ =

Supposons cos(0) + z’sin(0) = 0. On ne peut avoir sin(0) = 0 car alors cos(0) = 0 ce qui est absurde, les fonctions sin et
cos(0)

sin(0)

car la partie imaginaire de z’ n’est pas nulle et donc cos(6) 4z’ sin(0) # 0.

cos ne s’annulant pas simultanément. Donc, sin(0) # 0 puis z’ = — et en particulier z’ est un réel. Ceci est absurde

On peut alors écrire

_ z'cos(0) —sin(0)  z’cos(—0) + sin(—0)

~ cos(0) 4+ z'sin(0)  —z’sin(—0) + cos(—0) "
z' cos(0’) —sin(0')
—2z’sin(0’) + cos(0’)

Le réel 0’ = —0 est tel que z = et donc z'Zz.

On a montré que pour tous éléments z et z’ de P, si z#z’ alors z'%z. Par suite, la relation & est symétrique.

Transitivité. Soient z, z’ et z” trois éléments de P tels que z#z’ et z’%#z". 1l existe donc des réels 6 et 0’ tels que
zcos(0) + sin(0) z' cos(0’) +sin(0’)

/ [/

- = : déduit
—zsin(0) + cos(0) ez —2/sin(07) + cos(07) On en déduit que
zcos(0) + sin(0) , o
2 — z' cos(0’) 4+ sin(8’) B —Zsin(0) + cos(0) 0s(0') +sin(0’)
~ —z/sin(0) +cos(8’)  zcos(0) +sin(0)

sin(0’) + cos(6)

~ “zsin(0) + cos(0)
(zcos(0) + sin(0)) cos(0’) 4+ (—zsin(0) + cos(0)) sin(6”)
—(zcos(0) + sin(0)) sin(0’) 4+ (—zsin(0) + cos(0)) cos(0”)
z(cos(0) cos(B') — sin(0) sin(0’) + sin(0) cos(0’) + cos(0) sin(6’)
- —z(sin(0) cos(0”) + cos(0) sin(0’)) 4 cos(0) cos(0’) — sin(0) sin(0”)
zcos(0 +0’) +sin(6 + 6)
- —zsin(0 +0/) + cos(0 +07)°

zcos(0’) —sin(0’)
Leréel 0” =0+ 0’ est tel "=
e rée + 07 est tel que z 2 5in(0') + cos(0)

de P, siz#z’ et z’#z", alors z#z". Par suite, la relation & est transitive.

et donc z#z"”. On a montré que pour tous éléments z, z’ et z”

Finalement, la relation & est réflexive, symétrique et transitive. Par suite, Z est une relation d’équivalence sur P.
On peut montrer que les classes d’équivalences pour la relation % sont des cercles centrés sur ’axe des ordonnées.
Exercice n° 21

1) Montrons que la restriction de f & D, notée g, est bien une application de D dans P.
Soit z € D. On a |z| < 1 et en particulier z # 1. Donc, f(z) existe. De plus,

< 0.

1 fy o Lzt Zoiy 1 222 P
-5 (i5+=)-

2 2(z—i)(z—1) lz—iP
Donc, f(z) est élément de P. g est donc une application de D dans P.
2) Montrons que g est injective. Soit (z,z’) € D?.

z+1 z' +1
z—1 z/'—1i

g(z) =g(z") = =szz/ 4z —iz+ 1=z +iz—i2/ +1=2 2z —2) =0=z=2".
Donc g est injective.

3) Montrons que g est surjective. Soient z € D et Z € P.

. (74T
g(z) = tt =2&z+1i=zZ—-12&zZ(Z-1)=1{Z+1) & z= I(Zj] ),
i 1
(ce qui montre que Z admet au plus un antécédent dans D, & savoir z = %, mais on le sait déja car g est injective).

i(Z+1)

Il reste cependant a vérifier que 71

est défini et est effectivement dans D).
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1
all) est bien défini puisque Z est dans P et donc Z # 1. De plus, puisque Re(Z) < 0,

. i
Réciproquement, le nombre

i(Z+1 Z+1 i(Z+1
I(Z +] ) = }Z+ ]} < 1 (Z étant strictement plus proche de —1 que de 1) et donc I(Z +] ) € D. Finalement g est une
bijection de D sur P, et :
i 1
VzeP, g '(z) = I(Zj1 ).

Exercice n° 22 Pour n naturel non nul, on pose S,, = Z et(Fart..kan)

S1=¢e'% 4 e 1% =2cosay et sipour n > 1, Sy =2 cosay...cos an alors
p

Sn—H — Z ei(:ta1:|:...:|:an+1) — eia“+| Z ei(:ta1:t...:|:an) + e*iﬂn+1 Z ei(:l:alzt...:tan)

2n+1

=2co8ani1Sn = COS A7...COS Apt1-

On a montré par récurrence que : Yn > 1, §;, = 2" cosay...cos a,.

Ensuite, pour n > 1, Zcos +a; +..+ an) = Re(Sn) =2™cosay...cos a, (on obtient aussi Zsin(:l:(h +..tay) =
Im(S,) =0).

Exercice n° 23

2

1 1
1) cos?x = z(] + cos(2x)) et une primitive de x — cos” x est x — ; + 7 sin(2x).

2) D’aprés les formules d’EULER,

cos* (
1

= —(2 cos(4x) + 8cos(2x) +6) =

4
1x+e—1x ) _ 1]_6(64ix +4eZix +6+4e—21x +e—4iX)

N |
—_

(cos(4x) + 4 cos(2x) + 3)

16 8
e . 1 . . 3X
Donc, une primitive de x +— cos® x est x — EY) sin(4x) + 7 sin(2x) + <
3)
4 _
sm x = ( 1X)) _ ﬁ( 41x 4621x 46— 4e721x + e*41X)
1 1
= E(Z cos(4x) — 8cos(2x) + 6) = g(cos(4x) —4cos(2x) + 3)
4 1 1 3x
Donc, une primitive de x +— sin” x est x — 3 sin(4x) — 7 sin(2x) + 3

Si on voulait utiliser la question précédente, on pouvait écrire cos® x + sin® x + 2 cos? x sin? x = (cos2 X + sin? x) =Tet

4

1
donc sin*x =1 — cos* x — 3 sin?(2x) ...ou bien sin® x = cos? (x + g)

2 2 02

X 1
xsin” x est x — — — == sin(4x).

lesinz(ZX): FRE)

2 (1 — cos(4x)) et une primitive de x +— cos

4) cos? xsin

| =

5)
SinGX _ l (eix _ e_ix) © _ _l( 6ix 6e4lx + ]SeZLx 20 + ]se—Zix _ 66—41)( + e—GiX)
2i 64
—6]—4(2 cos(6x) — 12 cos(4x) + 30 cos(2x) — 20) = ;—2(—005(6x) + 6cos(4x) — 15cos(2x) + 10)

sin(6x) + 3 sin(4x) — 5 sin(2x) + x

Donc, une primitive de x — sin® x est x — ~192 7 o e
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6) cosxsin® x = sin’ x sin® x et une primitive de x — cosx sin® x est x — 7 sin” x.

7) cos® xsin® x = cosx(1 — sin” x)2 sin? x = sin’ x sin? x — 2sin’ x sin® x + sin’ xsin® x et une primitive de x — cos® xsin® x
. 3 . 5 1 . 7
est X — =sin” x — —sin” x + = sin” X.
3 5 7
3 i ./ -2 . ol 3 s -3
8) cos® x = sin’ x — sin’ x sin“ x et une primitive de x — cos” x est x — sinx — = sin” x.

3

Exercice n° 24

& (cosa+cosb +cosc) +i(sina+sinb+sine) =0& e +e'’ e =0

cosa+cosb+cosc =0
sina+sinb +sinc =20

= lett e’ =|-e| =16

a—D>b _l
cos | —5— )| =3

& a-b (E +7TZ) U (—%Hrz) Sa—be (%ﬂ +27rZ) U (—%ﬂ +27‘[Z>

ela/2,ib/2 (ei(a—b)/Z X e—i(a—b)/Z)’ -1

&2

2 3

2
&3kez, 356{—1,1}/b:a+£§ + 2k

. . . . . . T
Par suite, nécessairement, e'® = je'® ou e'® =j2e®. Réciproquement, si e'® =je*® ou encore b = a + 3 + 2km,
ia | ,ib | Lic ic ia | ,ib eia _:2 ia / 2m /
ev4+e’+e=08e=—(e+e’)=—(1+jle'* =j%e'* & Ik eZ/c:a—?—#an,
. oib _ :24ia 2
et si e'® =j“e ouencorebza—?—l—Zkﬂ,

€1a+€1b+€lc:0<:>€lc:—(ela-l-elb):—(]-’-jz)ela:jela{:}Ek/EZ/CZQ-}-%-}-Z]{/T&

3 3

2 2
y:{(a,aﬂ—” 42k a— el +2k’7r), acR, ee{-1,1}, (kk) ezz}.

Exercice n° 25 Soit n € N. Pour k € N tel que k > %,

S . n . n
T 3k) 3k/)°
o<k< k=0

2im/3)

(;) = 0. La somme a calculer s’écrit donc

Ensuite, en tenant compte de j3% =1 (ot j =e

o ()5 () () () ()4 ()0 () o
o= (- (- (-0 0 0)
0= ()« ()= G (G) = () )+ (5) +

En additionnant membre 4 membre ces inégalités et en tenant compte de 143+ j2 = 0, on obtient

3 ((g) + (’3‘) + (2) +) = (14D 4 (1) + (145%)" =27 + 2Re ((14+))™) = 2"+ 2Re ((—7)")

=2"+2Re (em”/3) =2"+2cos (E) )

0+ 6) ()2 ()
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et donc

Wl =



Exercice n° 26 Soient 8 € R et n € N.
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