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1 Bref historique

Les nombres complexes sont nés d’un probléme algébrique : la résolution de I’équation de degré 3. Replagons nous dans le
contexte. Nous sommes au XVI éme siécle. L’imprimerie a entre cinquante et cent ans d’existence. On ne connait pas les
nombres complexes. Les grands noms des mathématiques de 1’époque sont GIROLAMO CARDANO (en francais, JEROME
CARDAN) (1501-1576), N1cOLO TARTAGLIA (1500-1557), Lubpovico FERRARI (1522-1565) et RAFAEL BOMBELLI (1526-
1573). Ils travaillent sur la résolution des équations, mais n’ont pas encore a disposition notre formalisme (la lettre x). Par
exemple, le probléme « x3 + 6x = 20 » devient sous la plume de CARDAN : « Soit le cube et six fois le coté égal 20 ».

On sait résoudre I'équation de degré 1 avec une idée simple. L’égalité 2x — 4 = 6 signifie : en partant d’un nombre
inconnu x, en le multipliant par 2 puis en retranchant 4, on trouve 6. Pour retrouver le nombre initial, on effectue les
opérations contraires en sens inverse. On réajoute 4 au nombre 6, puis on redivise le résultat obtenu par 2 et on
. 4+6

obtient x = —— =5.

Il en est de méme pour ’équation de degré 2 : x> —4 = 12. Effectuer les opérations contraires consiste a réajouter 4 a 12 pour
obtenir 16 puis a faire le contraire de I’élévation au carré a savoir reprendre la racine carrée. On obtient x =44+ 12 =4
(ou x = —/4 + 12 = —4). Les choses se compliquent avec 1'équation x> —4x 4 3 = 0. Il ne semble plus possible de trouver
les opérations successives effectuées a partir de I'inconnue x. Le probléme est que ’inconnue apparait deux fois. Tout
se passe comme si on avait en fait deux inconnues : x et x%. Mais une astuce algébrique (la transformation canonique)
permet de se ramener a une équation ot I'inconnue apparait une seule fois et donc ot 'on comprend les différentes étapes
de calcul effectuées a partir de I'inconnue x.

X2 —dx+3=0& (x—2)>—-1=0,

et pour obtenir I'inconnue x, il n’y a plus qu’a partir de 0, ajouter 1, prendre la racine carrée (4) et finalement ajouter 2
pour obtenir x =2 ++v1T=3oux=2—v1=1.

Passons a ’équation de degré 3. Par exemple, soit I’équation

X3 +3x2 —21x—95=0 (Eq).

Comme pour I'équation de degré 2, on cherche a transformer le premier membre de sorte que l'inconnue n’apparaisse
qu’une seule fois. On espére parvenir & une équation du genre (x + 1)3 —27 = 0. On peut commencer le travail :

X343 —21x—95=0& (x+1)°=3x—1-21x—95=0& (x +1)> —24x — 96 = 0.

Malheureusement, le terme —24x persiste. Conservons néanmoins l'idée en considérant la nouvelle inconnue y = x + 1.
L’équation (Eq) s’écrit maintenant plus simplement :

ENey-—24y—1)-9%=0sy>—-24y—-72=0(F).

La nouvelle équation est un peu plus simple car le terme de degré 2 a disparu, mais un terme de degré 1 est toujours
écrit. Si maintenant, on cherche a le faire disparaitre a 'aide d’un nouveau changement d’inconnue, on peut, mais on fera
réapparaitre un terme de degré 2. En fait, une manipulation algébrique ne fera pas, dans le cas général, disparaitre a la
fois le terme de degré 1 et le terme de degré 2 (méme si pour 1’équation x> + 3x? 4+ 3x — 26 = 0, cela marche en 1’écrivant
successivement x> + 3x? + 3x + 1 —27 = 0 puis (x + 1)* — 27 = 0). Pour continuer, il faut une idée neuve. CARDAN a eu
I'idée de chercher une solution de (E{) sous la forme y = u+v (pourquoi pas?). Cela donne

(EN) e u+v)P—24u+v)—72=0 1 +v¥ +3uPv 4+ 3uw? —24(u+v) —72=0

w43 —72=0 {u3—|—v3:72

3 3 _ —
Su’4v 72+ (w+v)(3uv — 24) O<={ 3uv— 24 = 0 W3 =83 =512

Il faut faire attention & l'implication < intermédiaire. Ce n’est pas une équivalence. Cette implication doit étre comprise
sous la forme : si on trouve deux réels u et v tels que la somme u? 4+ v3 vaut 72 et le produit u3v? vaut 512, alors le
nombre y = u + v est solution de (E’) puis le nombre x =y — 1 est solution de (E).

u? et v3 sont les solutions de 'équation de degré 2 : X* — 72X + 512 = 0 (). Tout est la. « L’idée de CARDAN » (il
semblerait que CARDAN ait beaucoup volé a d’autres comme SCIPIO DEL FERRO par exemple) a permis de ramener la
résolution d’'une équation de degré 3 a la résolution d’une autre équation, de degré 2 celle la. Le discriminant réduit de
(%) est A’ = 36% —512 = 784 = (28)?. Les solutions de cette derniére équation sont donc u? = 36 —28 = 8 = 23 et
v3 =36+28 =64 =43, Le nombre y = 2+ 4 = 6 est donc solution de (E’) puis le nombre x =y — 1 =5 est solution de
(E). On peut alors achever la résolution de (E) en mettant (x —5) en facteur :

(B)ex®+3x*—=21x—95=0& (x—=5)(x* +8x+19) =0 & (x —5)((x +4)* +3) =0,
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et (E) admet une et une seule solution (réelle) a savoir 5.

Réessayons tout ceci avec 'équation x> — 54x 4+ 108 = 0 (E;). On pose x = 1 +V et on obtient :

30433

(E2) © (w+v)3 —54(u+v) + 108 = 0 & u® +v3 + 108 + (u+v)(3uv —54) = 0 & { LY e e

u? et v3 sont alors les solutions de Péquation X? 4+ 108X + 5832 = 0 (*) dont le discriminant réduit vaut cette fois-
ci: A" =542 — 5832 = —2916 = —(54?%). (¥) n’a donc pas de solution, si on ne connait pas les complexes. Pourtant, le
polynome x3 — 54x + 108, de degré 3, a forcément une racine car pour x = —1000, il prend une valeur négative alors
que pour x = 1000, il prend une valeur positive, et il doit donc bien s’annuler quelque part (la notion de continuité et
le théoréme des valeurs intermédiaires ne seront connus que bien plus tard). Il n’y a pas de raison que la méthode ne
fonctionne plus, simplement parce que (%) n’a pas de solution. CARDAN (ou un autre ?) décide de continuer :

2
X2 4 108X + 5832 = (X + 54)% — 542 + 5832 = (X + 54) + 542 = (X + 54)? — (54\/—1)
- (x+54 +54\/—1) (x +54 —54\/—1) .

On y est, les complexes sont en train de naitre. L’expression v/—1 apparait comme un objet absurde qui plus tard s’écrira
i (initiale du mot impossible et non pas du mot « imaginaire ») (il faut noter qu’aujourd’hui la notationy/—1 n’a aucun
sens car on ne sait pas si elle désigne le nombre i ou le nombre —i et on n’écrit jamais v/—1).

On a ainsi u? = 54 (—1 — \/—1) et v3 =54 (—1 + \/—1) et donc

x= §/54(—1—\/—_1)+ §/54(_1+\/—_1) =3<§/z(_1—\/—_1)+§/2(—1+\/—_1)>

est solution de (E2). Le résultat sous cette forme n’a évidemment aucun intérét et il reste encore & découvrir que

(1—\/—_1)3:1—3\/—_1+3(\/—_1))2—(\/—_1)3:1—3\/—_1—3+\/—_1:—2—2\/—_1,

de sorte que I'on peut prendre u =3 (1 — \/—_1) De méme, en remplacant v/—1 par —/—T1 (14, c’est la notion de conjugué
qui pointe son nez), v = 3(1 4+ v/—1) et finalement, x = u+v = 6. On reporte alors le nombre 6 dans I’équation, un peu
sceptique, et on constate émerveillé que ¢a marche : 63 —54 x 6 + 108 = 216 — 324 + 108= 0. En s’étant permis d’écrire
/=1, on est allé au bout des calculs, le « nombre » +/—1 disparaissant en fin de parcours et n’ayant donc été qu’un outil
intermédiaire, sans statut propre.

Dans un premier temps, ce nouvel objet (v/—1) effraie, et va mettre du temps & s’imposer. Pour preuve, constatons
qu’il a fallu attendre encore longtemps pour voir se mettre en place le vocabulaire et les notations que nous connaissons
aujourd’hui : DESCARTES empoie le mot imaginaire en 1637, EULER introduit la notation i en 1777, et il faut attendre
1831 pour que GAUSS parle de nombre compleze.

Revenons maintenant au programme des classes préparatoires. Si la méthode de CARDAN n’a pas a étre connue dans sa
version générale, les manipulations précédentes fournissent des exercices classiques d’écrits ou d’oraux de concours :

Exercice 1. (E.S.T.P 1998) Simplifier le nombre V7 +5V2— /=7 +5V2.

Solution 1. On se sert des idées précédentes.

Posons u = v/74+5v2,v=v7—-5/2puis a = V7+5v2— V/-7+5vV2 = V/7+5V2+ ¥7—5V2 =u+v. On a
W4V =745vV24+7—-5V2 =14 et uv = V49 —50 = —1 puis

a® =ud +3utv+3w? +v3 = (WP +v3) + 3uv(u +v) = 14 — 3a.

a est donc I'une des solutions réelles de I’équation x* + 3x — 14 =0 (E). Or, pour tout réel x,

43— =x—2)(x*+2x+7) = (x=2) ((x +1)* +6).

Ainsi, ’équation (E) admet une et une seule solution réelle & savoir 2. Finalement,

V7+5V2—/-7+5V2=2. I
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2 Forme algébrique des nombres complexes

2.1 Définition de C
2.1.1 Définitions des opérations

Aucune construction précise du « corps des complexes » n’est au programme des classes préparatoires. Donc, on admettra
qu’il existe un ensemble de nombres, noté C, contenant ’ensemble R des nombres réels, tel que :

e les éléments de C, appelés nombres complexes, sont de la forme a 4+ ib ol a et b sont deux nombres réels et 1
est un nombre non réel.
e C est muni de deux opérations + et x définies par :

Y(a,b,a’,b’) e RY, (a+1ib)+ (a’ +ib’) = (a+a’) +i(b+b’),
et

V(a,b,a’,b’) e R?, (a+1ib) x (a’ +1ib’) = (aa’ —bb’) +1i(ab’ + a’b).

En particulier,

i =-1.
e Les réels sont les complexes de la forme a + 01 ou a est réel. Plus précisément, pour a réel, a + 0i = a.

= Commentaire.

o Dans ce qui précéde, rien ne tient debout, car un nombre complexe a+1ib est défini a partir du nombre i et le nombre i est défini
a partir de la multiplication de deur nombres complexes ... Une construction méticuleuse serait nécessaire pour rendre [’ensemble
cohérent.

o Quand (a,b) = (a’,b’) = (0,1), la formule (a+1ib) x (a’ +1ib’) = (aa’ —bb’) +i(ab’ + ba’) fournit i* = —1.

2.1.2 Propriétés de ’addition et de la multiplication

L’addition et la multiplication dans C « prolongent » I'addition et la multiplication dans R en ce sens que la somme et
le produit de deux nombres complexes qui sont des réels sont la somme et le produit de ces réels dans R. Le théoréme
suivant dit que ’addition et la multiplication dans C ont les mémes propriétés que ’addition et la multiplication dans R :

Théoréme 1.

V(z,z2") €C? z4+2' =2' +2z V(z,z') € C? zx2' =2' xz
V(z,z,2") € C3, (z+2")+2z" =2+ (2'+2") | V(z,2/,2") € C3, (zxz/) x 2" =2z x (2" x2")
VzeC, z4+0=2z VzeC,zx1=z

VzeC, z+ (—2z)=0

= Commentaire.

o La premiére propriété dit que l’addition et la multiplication des nombres complexes sont commutatives. La deuxieme propriété
dit que ’addition et la multiplication des nombres complezes sont associatives. La troisieéme propriété dit que O (le nombre complexe
0+ 0i) est élément neutre pour l’addition et 1 (le nombre compleze 1+ 0i) est élément neutre pour la multiplication. La derniére
propriété dit que —z (si z = x + 1y ou x et y sont deux réels, alors —z = —x — iy) est l'opposé de z. Ce vocabulaire sera défini
précisément dans le chapitre « Structures ».

o Dans le théoreme ci-dessus, il manque la notion d’inverse d’un nombre complere non nul. Ceci sera analysé dans le paragraphe
sutvant.

DEMONSTRATION . Nous ne démontrerons a titre d’exemple que ’associativité de la multiplication.

Soient x, x’, x”, y, y’ et y” six réels puis z=x+1y, 2’ =x"+ iy’ et z”" =x" 4+ iy".

"

(zxz')xz" = [(x+1y)(x +iy")] (x" +iy") =[x’ —yy") +ilxy" +yx)] x" +1iy")

= ((xx" —yy" X" = (xy" +yx ") + 1 (xx” —yy ly"” + (xy" +yx")x")
! 1"

— (XX/XII 799/7(,” 7Xyly” 7ylell) +i(XX/y// +Xy/X” +yXIXN 7_9_9 y )

et
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1.1 11 11

zx (2 x2") = (x+iy) [(x" + 1y ) (x" +1y")] = (x+1y) [(x'x" —y'y") +ilxy" +y'x")]
— (X(X/X// _y/y//) _y(xly// +y/X//)) +i(X(X/y,, +y/X//) +y(X/XH _y/y//))
— (XX/X” _ Xy /y 1" _yxly 1" _yy /X//) + i(XX/y 1" +Xy /XH +yxl_x// _ yy /y //).

"

Done, (zxz') xz" =z x (z/ xz").

a
Théoréme 2. V(z,z',2") € C3, (z+2') xz" =zxz"+z' xz2".
= Commentaire. On dit que la multiplication est distributive sur ’addition.
DEMONSTRATION .  Soient x, x’, x”, y, y’ et y” six réels puis z=x+1iy, z’ =x" +iy’ et 2" =x" +1iy”.
(z+2") x2" = [(x +iy) + (" + )] (" +1y") = [(x +x) + iy +y")] " +iy")
= (x+x X" =y +y ") +i(x+xW" + @y +yx")
— (XX” —.—X,XH _yy// _y/y//) —"—i(xy” —"—X/y” +yxll +y/X//)
— I:(XX// _yy//) —.—i(xy” +yXH)] + [(X/X// _y/y//) —.—i(x’y” +y/XH)}
=zxz"+2' xz"
a

Ces différentes propriétés de calcul permettent de généraliser les régles sur le symbole ¥ énoncées dans le chapitre 4
pour des suites réelles : si (Un),cy €t (Vn)pey sont deux suites complexes et A et p sont deux nombres complexes,

mn n n n n n
Z (g +vi) = Z u + Z vk et plus généralement, Z (A + i) = A Z uy + uZ V.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2.1.3 Inverse d’un nombre complexe non nul.

Théoréme 3. Tout nombre complexe non nul a un inverse pour la multiplication ou encore
Vze C\{0}, 3z’ €C/zxz =1.

1
De plus, si z=x + iy oi (x,y) € R?\ {(0,0)}, 'inverse z’ de z, noté = est

1 X .y
- = —1 .
z x2+y?  x2+y?

DEMONSTRATION .  Soient x et y deux réels tels que (x,y) # (0,0) puis z = x 4 iy. Tout d’abord, x* + y? est la somme de deux
réels positifs, P'un de ces deux réels étant strictement positif. Donc, x> + yz est un réel strictement positif et en particulier x* + yz
n’est pas nul. Ensuite,

2., .2
. X .y X —Y . -y X X" +y
- - - = —1.
(x+1iy) <x2+yz 1Xz+yz> (sz+yz 9X2+yz>+1<xxz+yz+yxz+yz> X212
Ceci assure I'existence de z’ tel que zz" = 1. Soit alors z'* un nombre complexe tel que zz” = 1. Onadoncz” =z"(zz') = (z""2)z" = z'.
Ceci montre 'unicité de z’.
.

= Commentaire. Nous reviendrons sur la notion d’inverse d’un nombre complexe dans le paragraphe « module d’un nombre
complexe ».
1 2—3i 2 3

Par exemple, 7731 =5 32 =

—E—E‘L

Une conséquence importante du théoréme 3 pour la résolution des équations algébriques est

Théoréme 4. Dans C, un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est nul.

DEMONSTRATION . Soient A et B deux nombres complexes tels que A x B = 0.

SiA;éOalorsAxB:O:>%XAXB:%><O:>B:O.Réciproquement,siA:OouB:O,alorsAxB:O.
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2.1.4 Identités usuelles

Les régles de calcul dans C sont donc exactement les mémes que les régles de calcul dans R. On a donc une généralisation
a l'identique dans C des identités usuelles déja connues dans R. Commencgons par la somme des termes consécutifs d’une
suite géométrique : si z est un nombre complexe et n est un entier naturel,

I—z2)(T+z+22+.. 42" =(4+z+22 +...+2") — (z+ 22+ + 2"+ 2 ) =1 -]

et donc (avec la convention : Vz € C, z° = 1, convention douteuse quand z = 0),

Théoréme 5.

]_Zn+1
o K ——siz#1
VZE(C,VnEN,ZZ = 1—z
k=0 n+lsiz=1

Comme dans R, la formule précédente est un cas particulier de 'identité a™ —b™ :

n-1 n—1
(a—1b) Z a™ TRk = Z (anikbk - ani(kﬁ)bkﬂ) =a"™ —b"™ (somme télescopique).
k=0 k=0
Théoréme 6.
n—1
Y(a,b) € C2, ¥yn e N*, a™ —b™ = (a —b) Z an1kpk,
k=0

En particulier, a? —b? = (a—b)(a+b), a> —b> = (a—b) (a? + ab+ b?), a* —=b* = (a—b) (a® + a?b + ab? + b?), ...

Enfin, avec la méme démonstration que celle déja effectuée dans R (voir chapitre 4 « Les symboles X et TT. Le binome de
NEWTON », page 22) :

Théoréme 7. (formule du bindme de NEWTON)

n
2 _ ) kin—k
V(a,b) e C, VneN, (a+b)" —kE:O (k>a bk,

2.1.5 Fonctions polynomiales. Factorisation de P(z) par z—a

Une fonction polynomiale complexe est une fonction P de C dans C de la forme :

n
]+...+a1z+a0:Zakzk

k=0

P:z—=apz"+an1z2™

ou n est un entier naturel et ap, ay, ..., an, sont des nombres complexes. Si an est non nul, on dit que P est une
fonction polynomiale de degré n. On étudiera avec soin les fonctions polynomiales a la fin du premier semestre dans le
chapitre « Polynémes ». On établira par exemple 'unicité des coefficients d’une fonction polynomiale avec le théoréme :
deux fonctions polynomiales sont égales si et seulement si elles ont les mémes coefficients. On peut d’ailleurs admettre
ce théoréme dés maintenant ce qui facilitera la rédaction de certains exercices. On établira également I'unicité du degré
d’une fonction polynomiale non nulle.

Néanmoins, on commence dés aujourd’hui un travail sur ces fonctions polynomiales avec la notion de racine d’une fonction
polynomiale et I'utilisation que I'on peut en faire pour factoriser une fonction polynomiale.

DEFINITION 1. Soit P une fonction polynomiale complexe. Soit a un nombre complexe.

a est racine de P si et seulement si P(a) = 0.

On note que tout nombre complexe est racine de la fonction nulle. Si P est une fonction polynomiale non nulle, les
racines de P sont les solutions dans C de I’équation algébrique P(z) = 0. On verra dans le chapitre « Polynémes » que
toute fonction polynomiale complexe de degré supérieur ou égal & 1 admet au moins une racine dans C (théoréme de
d’ALEMBERT-GAUSS).
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Pour l'instant, on peut énoncer :
)

Théoréme 8. Soit P une fonction polynomiale complexe non nulle de degré n > 1. Soit a un nombre complexe.

a est racine de P si et seulement si il existe une fonction polynomiale non nulle Q telle que Vz € C, P(z) = (z— a)Q(z).

DEMONSTRATION .  Supposons qu’il existe une fonction polynomiale non nulle Q telle que Vz € C, P(z) = (z — a)Q(z). Alors,
P(a) = (a—a)Q(a) =0 et donc a est racine de P.

Inversement, posons : Vz € C, E azfoun>1et ap, i, ..., an, sont des nombres complexes. Supposons que a soit

un nombre complexe tel que P(a) = 0. Alors

P(z)

P(z) — P(a) (puisque P(a) =0

n n n
:Zakz Zaka :Zak(z fa)
k=0 k=0 k=0
n
= Z ag (z —a ) (c’est le moment o on voit qu’il y a (z— a) en facteur)
k=1
n

:Z (z—a ( 71fazk727...fakfzzfak71)
k
n
=(z—a) <Z ax (zkf] —azt o a2 ak])> .

k=1

La fonction Q : z — Z ax (zkf] —a o —d - akf]) est une fonction polynomiale, non nulle car P est non nulle et
k=
telle que, pour tout z € C, P(z) = (z— a)Q(z) (on note au passage que le degré de Q est n —1).
a

La démarche ci-dessus fournit déja une technique pour factoriser. Par exemple, pour z € C, posons P(z) = z?> —6z+8. On
a P(2) = 0 ou encore 2 est racine de P. Donc, pour tout z € C,

P(z) =P(z) —P(2) = (2* —6z+8) (22 —6x2+38)
( ) 6(z—2)=(z+2)(z—2)—6(z—2)=(z—2)(z+2—-6)
= (z—2)(z—4).

Ce qui précéde est déja une premiére technique de factorisation. On dégagera petit a petit d’autre techniques. Une
premiére nouvelle technique est la méthode d’identification des coefficients qui va étre utilisée dans la question 3) de
Pexercice suivant.

Pour traiter la question 2), on admet (trés momentanément) des résultats exposés un peu plus loin : si z = a 4 ib avec
a et b réels, a et b sont uniquement définis et s’appellent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du
nombre complexe z. Un réel est un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle et un imaginaire pur est un nombre
complexe dont la partie réelle est nulle. Ceci vient du fait que si a et b sont deux réels, alors a+ib=0& a=b =0.
Plus généralement, si a, b, a’ et b’ sont quatre réels, a+ib=a’'+1ib’' S a=a’etb=>b".

Exercice 2. Soit P la fonction polynomiale définie par : Vz € C, P(z) = z> — 2(1 + 2i)z% + (=2 + 7i)z + 3(1 — ).
1) Montrer que P admet une racine réelle trés simple.
2) Montrer que P admet une racine imaginaire pure.

3) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

Solution 2.
HPM=1-204+21)+(—2+71)+3(1—1)=1-2—-2+3+1i(—4+7—3) =0. Le nombre réel z; = 1 est racine de P.

2) Soient y un réel puis z = iy. En regroupant les réels et les imaginaires purs, on obtient

P(z) = P(iy) = (iy)® —2(1 + 2i)(iy)? + (=2 + 7i)(iy) + 3(1 — i) = —iy> +2(1 + 2{)y? — (7+ 2i)y + 3(1 — 1)
=(2y* =7y +3) +i(—yP +4y* —2y-3)
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puis, par identification des parties réelles et imaginaires (y étant un réel),

Pl2) =06 (2y* 7y +3) +i(-y* +4y* —2y - 3) =0

1
2y —7y+3=0 -3 _

{—y3+fz—z 30 00002 Sy=3

yrry Ay o= —P 4y —2y—3=0
Le nombre z, = 31 est racine de P
3) Puisque le nombre z; = 1 est racine de P, « on peut mettre (z—1) en facteur dans P(z) ». Il existe ainsi trois complexes
a, b et c tels que, pour tout z € C, P(z) = (z—1) (az? + bz +¢). Pour z € C,
(z—1)(az” +bz+c)=az’ +(b—a)z> + (c—b)z—c

puis, par identification des coefficients,

vz e C, P(z) = (z—1)(azz+bz+c) &VzeC, 22 =21 +20)2% + (24 71)z+301—-1)=az +(b—a)z’+ (c—b)z—c

. . a=1

b—a=-2—-4 b=—1—-4 .

T eb=-2471 T} c=343 T P ITH
—c=3-3i c=-3+31 o

Donc, pour tout z € C, P(z) = (z—1) (2% — (1 +4i)z— 3 + 3i).
Le nombre z, = 3i est racine du trinéme z — z?> — (1 4+ 4i)z — 3 + 3i. Donc, il existe deux nombres complexes a et b tels
que, pour tout z € C, z2 — (1 4+4i)z—3 +3i = (z—3i)(az +b). Pour z € C,

(z—3i)(az+b) = az® + (—3ia + b)z — 3ib

noindent puis, par identification des coefficients,

VzeC, 22 —(14+41)z—3+3i=(z—31)(az+b) &VzeC, 22 — (1 +4i)z— 3+ 3i = az’ + (—3ia + b)z—3ib

a=1

a=1 . . a=1 o=
& Bla+b=—-1-41 & b::}):f;—kh o p=1-4 @{b__]_i

—3i
Finalement,

VzeC, P(z) =(z—1)(z—31)(z—1—-1).

En particulier, pour z € C, P(z) =0 & z=Touz =3iouz=1+1 (puisque dans C, un produit de facteurs est nuls si et
seulement si 'un de ses facteurs est nul).

L’ensemble des solutions de 1’équation proposée est donc 8§ ={1,31,1 + i}.

2.2 Les différents ensembles de nombres

On démarre avec I'ensemble N des entiers naturels qui permettent de compter des objets. Cet ensemble de nombres s’avére
insuffisant pour parler de dettes ou de température en dessous de 0. Il faut créer entre autres le nombre —1 car dans N,
I’équation x + 1 = 0 n’a pas de solution.

On crée donc 'ensemble Z des entiers relatifs. Cet ensemble de nombres est encore insuffisant pour diviser en 10. Il faut

1
créer le nombre 0° 0,1 car dans Z, ’équation 10x = 1 n’a pas de solution.

n
On crée donc 'ensemble D des nombres décimaux. Ce sont les nombres de la forme I ou n est un entier relatif et p

est un entier naturel. Dans ce nouvel ensemble de nombres, ’équation 3x = 1 n’a pas de solution. Dit autrement, on peut

démontrer que le nombre -, une fois créé, n’est pas un nombre décimal.

3

a
On crée alors 'ensemble Q des nombres rationnels. Ce sont les nombres de la forme b ol a est un entier relatif et b est un

entier naturel non nul. Dans cet ensemble, ’équation x2 = 2 ou encore le nombre v/2, une fois créé, n’est pas un nombre
rationnel.
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1
On crée 'ensemble R des nombres réels comme 7 ou v/2 ou e mais aussi 1 ou —1 ou 3 Dans cet ensemble de nombres, il

reste encore des équations polynomiales qui n’ont pas de solution comme 'équation x2 4+ 1 = 0 par exemple, ou encore il
manque des nombres.

On crée un nombre i vérifiant i2 = —1 puis on crée ensemble C des nombres complexes, nombres de la forme a +1ib ot a
et b sont deux nombres réels. Dans cet ensemble, I’équation x? + 1 = 0 a au moins solution. On démontre en algébre que
dans I'ensemble C, toute équation polynomiale de degré supérieur ou égal & 1 admet au moins une solution (théoréme de
d’ ALEMBERT-GAUSS). D’un certain point de vue, on a donc enfin tous les nombres.

N — L’équation x + 1 = 0 n’a pas de solution dans N
C

=

Z — L’équation 10x = 1 n’a pas de solution dans Z
C

£

D — L’équation 3x = 1 n’a pas de solution dans D
C

£

Q — L’équation x> = 2 n’a pas de solution dans Q
C

=

R — L’équation x? = —1 n’a pas de solution dans R
C

=

C

— Toute équation polynomiale a au moins une solution dans C

2.3 Parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe

2.3.1 Egalité de deux nombres complexes sous forme algébrique

Théoréme 9. Pour tous réels a et b,

a+ib=08a=b=0.

Plus généralement, pour tous réels a, a’, b et b’

a+ib=ad +ib’©a=a’ etb="0b.

DEMONSTRATION .

e Soient a et b deux réels tels que a+ib = 0. Supposons par I'absurde que b # 0. Alors, 1 = f%. En particulier, i est un réel ce qui

n’est pas (car aucun réel n’a pour carré le nombre —1).
Donc, b =0 puis a = 0. Réciproquement, si a =b =0, alors a +ib = 0.

e Soient a, a’, b et b’ quatre réels.

atib=a +ib' & (a—a)+i(lb—-b)=0a—a'=b—-b' =02 a=a’etb=0".
Qa

La propriété « a+ib =a’+1ib’ & a =a’ et b = b’ » donne la possibilité d’identifier les coefficients quand ceux-ci
sont réels. Par exemple, si x et y sont deux réels,

(X+y)+i(x—y)_4+21<:>{ x+y=4 (:){ (x+y)+(x—y)=4+2 { =3

x—y=2 (x+y)—(x—y)=4-2 y=1

Ceci devient complétement faux si I'un des nombres a, a’, b ou b’ n’est plus réel. Plus précisément, si a, a’, b ou b’ sont
des nombres complexes quelconques,

at+ib=a’'+ib’ A a=da’'etb=0b".
Par exemple, 0+0x1=0=1+1x1et pourtant 0 # 1 et 0 # 1. 4
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2.3.2 Partie réelle et partie imaginaire. Définitions et propriétés

Le théoréeme 9 dit que les deux nombres réels a et b définissant le nombre complexe z = a + ib sont uniquement définis
par le nombre complexe z. Ceci motive la définition suivante :

DEFINITION 2. Soient a et b deux réels puis z = a + ib.

a est la partie réelle du nombre complexe z et se note Re(z). b est la partie imaginaire du nombre complexe z et
se note Im(z).
Pour tout nombre complexe z, on a donc

z = Re(z) + 1 Im(z).

L’expression « partie imaginaire » est piégeuse. On aurait envie de dire que la partie imaginaire du nombre complexe
a+1ib (ot a et b sont deux réels) est ib. Ce n’est pas le cas. La partie imaginaire du nombre complexe a + ib,
(a,b) € R?, est b et en particulier, la partie imaginaire d’un nombre complexe est un réel.

DEFINITION 3.

Les nombres complexes dont la partie imaginaire est nulle sont les réels.
Les nombres complexes dont la partie réelle est nulle sont les imaginaires purs.

Notation. L’ensemble des réels est R. L’ensemble des imaginaires purs, c’est-a-dire I’ensemble des nombres de la forme
iy ou y décrit R, se note iR.

Théoréme 10.

o V(z,2') € C2, Re(z+z') = Re(z) + Re(z’) et Im (z + z') = Im(z) + Im(z').
e V(A,z) € R x C, Re (Az) = ARe(z) et Im (Az) = Alm(z).

DEMONSTRATION .
e Soit (z,z') € C2.
z+2z" = (Re(z) +iIm(z)) + (Re(z') +iIm(z')) = (Re(z) + Re(z')) + i(Im(z) + Im(z")).
Puisque Re(z)+Re(z’) et Im(z)+Im(z’) sont deux réels, on a montré que Re (z +z’) = Re(z)+Re(z') et Im (z +z') = Im(z) +Im(z’).
e Soit (A,z) € R x C.

= A(Re(z) +1Im(z)) = ARe(z) + 1 Alm(z).
Puisque ARe(z) et AIm(z) sont deux réels, on a montré que Re (Az) = ARe(z) et Im (Az) = AIm(z).

Ainsi, pour tout nombre complexe z, Re(2z + 3) = 2Re(z) + 3 et Im(2z + 3) = 2Im(z).
(

Si z et z’ sont deux nombres complexes quelconques, en général Re(zz’) # Re(z)Re(z’) (ou aussi
Im(zz’) # Im(z)Im(z’)). Par exemple, Re(i X i) = Re(—1) = —1 alors que Re(l) X Re( ) = 0. Plus généralement, si
z=x+iyet z/ =x"+1iy’ ou x, x’, y et y’ sont quatre réels, alors Re(zz’) = xx’—yy’ alors que Re(z) x Re(z’) = xx’.

Le théoréme 10 se généralise immédiatement par récurrence & n nombres complexes, n > 2 (linéarité de la somme).

Théoréme 10 bis. Soient (un),, oy une suite de nombres complexes.

vn € N, Re (i uk> = i Re (uk) et Im <i uk> = i Im (uy).
k=0 k=0 k=0

k=0

2.4 Représentation géométrique des nombres complexes
On munit le plan d’un repére orthonormé (O, ﬂ), 7)

e A tout point du plan M de coordonnées (x,y), on peut associer le nombre complexe zyps = x + 1y. Le nombre complexe
znm s’appelle affixe du point M.

Inversement, & tout nombre complexe z = x + iy avec (x,y) € R?, on peut associer le point M(z) de coordonnées (x,y).
M s’appelle I'image ponctuelle du nombre complexe z.

e A tout vecteur du plan U de coordonnées (x,y), on peut associer le nombre complexe z; = x + iy. Le nombre zy
s’appelle I'affixe du vecteur .
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Inversement, & tout nombre complexe z = x + 1y avec (x,y) € R?, on peut associer le vecteur U de coordonnées (x,y). o

s’appelle 'image vectorielle du nombre complexe z.
= Commentaire. Cette correspondance entre les points du plan ou les vecteurs du plan et les nombres complexes est bijective.

Ceci aura pour conséquence qu’en avangant dans les études, on aura de plus en plus tendance a identifier les points du plan et les
nombres complezes. Par exemple, le plan muni d’un repére orthonormé (direct) est appelé le « plan complexe ». Quand on fera des
dessins, on aura de plus en plus tendance & écrire z au dessus d’un point & la place de M(z) (image ponctuelle du nombre compleze

z).

Si le point M a pour affixe z, sur un dessin on peut écrire M(z) ou si le vecteur U a pour affixe z, sur un dessin on peut
écrire ﬂ)(z). Ainsi, si z=x+1iy ou x et y sont deux réels, on a le dessin suivant

Théoréme 11.
ZA +ZB

e Soient A et B deux points du plan. Le milieu I du segment [AB] a pour affixe z; = 2

e Soient A et B deux points du plan. Le vecteur A? a pour affixe z;5 = zp — zA.

DEMONSTRATION . Soient A et B deux points du plan de coordonnées respectives (xa,ya) et (xs,ys).

e On sait que I a pour coordonnées (@, W). Donc,
XA +X .Ya + 1 . . . 1
zZ1 = Az B+19A2yB:z((XA“‘uJA)'i‘l(XB"‘uJB)):E(ZA"‘ZB)-

—
e On sait que AB a pour coordonnées (xg — Xa,Yys —Yya). Donc,

zyg = (xe —xa) +1(ys —ya) = (xg +iys) — (xa +1iya) = z8 — za.

Exercice 3. Pour tout nombre complexe z, on pose Z = (1+1)z+1—1.

Déterminer et construire 'ensemble £ des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur.

Solution 3. Soit z un nombre complexe. Posons z = x 4 iy o x et y sont deux réels.

Z=(14+1)x+iy)+1—i=x—y+1+4+ilx+y—1).
Par suite, Re(Z) =x —y + 1 puis

ZciR& Re(Z) =05 x—y+1=0.

L’ensemble € des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur est la droite d’équation x —y + 1 =0.

3,,
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2.5 Conjugué d’un nombre complexe

DEFINITION 4.

Pour tout nombre complexe z, le conjugué de z est le nombre complexe noté z défini par

Z = Re(z) — 1 Im(z).

Géométriquement, le point d’affixe z est le symétrique du point d’affixe z par rapport & 'axe des abscisses. Profitons-en
pour signaler que le point d’affixe —z est le symétrique du point d’affixe z par rapport & lorigine et que le point d’affixe
—z est le symétrique du point d’affixe z par rapport a ’axe des ordonnées.

Théoréme 12.Vz € C, (Z) = z.

L’application z — Z est donc une involution et en particulier I’application z — Z est une bijection de C sur lui-méme.

DEMONSTRATION . Soit z € C.

(z) = Re(z) — ilm(z) = Re(z) + ilm(z) = z.

Théoréme 13.
1) V(z,z') €C?, z+ 2/ =2+ 2/

2)a)V(z,z')€C?zxz =zZx 2/

b)Vze C,¥n €N, (zn) =z™.

1 1

3)a)VzeC*,z#0et (Z) =3
b) ¥(z,2) € C x C*, (Zi) :%.

c)VzeC*,VnezZ, (z")=z

DEMONSTRATION .

1) Soit (z,z') € C?. Posons z = x + iy et z’ =x’' + iy’ ol x, y, x’ et y’ sont quatre réels.

ztz =x+iy+x +iy' =x+x)+iy+y)=x+x)—ily+y)=x—iy+x' —iy' =z+2z".

2) a) V(z,z') € C*. Posons z =x + iy et 2/ =x’' + iy’ ou x, y, x’ et y’ sont quatre réels.

zxz' = (x+iy)x +iy’) = (xx’ —yy’) +ilxy’ +yx’) = (xx’ —yy’) —ilxy’ +yx’)
= (xx" = (—y)(—y") + ilx(—y") + (—y)x') = (x — iy)(x" — iy")
=zxz.

=n

b) Soit z € C. Montrons par récurrence que ¥n € N, (zn) =z™.
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e Le résultat est vrai quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que (z") =Zz". Alors,

(Zn+]) =z X 2z
=2z" X Z (d’apres 2)a))
=7Z" X Z (par hypothése de récurrence)
::zn+l

Le résultat est démontré par récurrence.

3) a) Soit z € C*.

. _ 1
Ceci montre que Z # 0 et que <—> =
z

nl| =

b) Soit (z,z') € C x C*.

c) Soit z € C*. On sait déja que Yn € N,

—

zn)

Il
W
Rk
wn
]
S.
s
m
N
x
=
o
=
w
|
3
Vv
o
(¢}
o+

= Commentaire.

o On peut résumer le théoréme précédent en disant que « le conjugué marche bien avec toutes les opérations ». Par exemple,
(1—1)z22 +31\  (1+1)z2—3i
(z—3+1)2 ) (z—-3-1)2 "

n n
o Le 1) du théoréme 10 se généralise a une somme finie quelconque : Zuk = Zu_k

k=0 k=0

Exercice 4. Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 3—1)Z—2+4i=0.
2) (1+i)z+ (3 —1)z=1+2i

Solution 4.

1) Soit z € C.

B3—-1)z—-24+4i=0&3-1)z—2+4i=0& 3+1)z—2—-4i=0

by 2t 2+4)3-1) _ 10+10i
TR TP T BBy YT 32
Sz=14+1.

L’ensemble des solutions de I’équation proposée est {1 + i}.
2) Soit z € C. Posons z = x + iy ou x et y sont deux réels.
T+1)z+B-1z=14+21 1+ x+1y) +B—-1)(x—1y)=1+2i
&S x—y) +ix+y)+Bx—y)+i(—x—3y)=1+2i

S Wx—2y)+i(—2y)=1+2

{ ilej iyzz 1 (par identification des parties réelles et imaginaires)
y=-—1 1
& 1 &z=——1
X =—= 4
(© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 13
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1
L’ensemble des solutions de I’équation proposée est {_4_1 — i}.

Théoréme 14.

1) Vz € C, z+z = 2Re(z), z — z = 2ilm(z).

2) Vz € C, Re(z) = % (z+7Z) et Im(z) = 2% (z—12).

3)vVzeC,(zeR&zZ=2)et (z€iIRESZ=—2).

DEMONSTRATION .

1) et 2) Soit z € C. z+Z = Re(z) + ilm(z) + Re(z) — ilm(z) = 2Re(z) et z—Z = Re(z) + ilm(z) — Re(z) + ilm(z) = 2ilm(z).

Par suite, on a aussi Re(z) = % (z+Z) et Im(z) = 7 (z—7Z).

3) SoitzE(C.zG]R{:)Im(z):O<:>%(Zfi):O@}Z:zetzeiR(:)Re(z):O<:>%(z+2)20(:>2:fz.

2.6 Module d’un nombre complexe

DEFINITION 5.

Pour tout nombre complexe z = x + iy, (x,y) € R?, le module de z est le nombre réel positif noté |z| défini par

lz| = V2 +y2.

= Commentaire. Siz est un nombre réel x, alors |z| = V/x2 + 02 = |x| ow |x| désigne la valeur absolue du réel x. Le module

d’un réel est donc la valeur absolue de ce réel.

Le module d’un nombre complexe s’interpréte bien str géométriquement. On munit le plan d’un repére orthonormé
(O, E}, 7) Si M est un point du plan d’affixe zp, alors immédiatement,

‘Z]\A| = OM.

Plus généralement, si A et B sont deux points du plan,

AB = \/(XB —xa)? + (ys —ya)? =|(xe —xa) +i(ys —ya)l =lzs —zal = 23] -

AN
//\W‘

Le module permet alors de décrire simplement les cercles et les disques du plan. Soit QQ un point du plan d’affixe w et R
un réel positif.

e Le cercle de centre Q d’affixe w et de rayon R est ’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — w| = R ou encore,
en identifiant un point et son affixe,

C(w,R)={zeC/|z— w| =R}

e Le disque fermé (resp. ouvert) de centre Q d’affixe w et de rayon R est ensemble des points M d’affixe z tels que
|z— w| < R (resp. |z— w| < R) ou encore,
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De(w,R) ={z € C/ |z— w| < R} (resp. Do(w,R) ={z € C/|z— w| < R}).

Nous allons maintenant fournir un certain nombre de propriétés algébriques du module. Commencons par signaler une
écriture du module & 'aide du conjugué :

Théoréme 15.
1) Pour tout nombre complexe z, zZ = |z|*.

2) Pour tout nombre complexe z, |zl =0 & z = 0.

DEMONSTRATION . 1) Soit z un nombre complexe.

2z = (Re(z) +1ilm(z)) (Re(z) — ilm(z)) = (Re(z))* —i* (Im(2))? = (Re(2))? + (Im(z))* = |z]*.
2) En particulier, |2l =05 22=0&2z2=00uz=0&z=0. a

= Commentaire.

o zZ est un réel positif et on peut donc écrire |z| = V/2Z.

o L’égalité zz = 1zI> nous permet aussi de reparler de Uinverse d’un nombre compleze non nul. D’apres ce qui précede, si z est un
nombre complexe non nul, alors |z| # 0 et on peut écrire

1_z_ =2
z 2z |z]*’
B 3+2i 3+ 3 2. 14+ (1492 14281 -
Par exemple, 30 BoABT) Ei(2 13 + ]31 ou aussi T = T-00+0 1217 =1. On a l’habitude

de dire que l’on rend réel le dénominateur en multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur.

Les égalités z +z = 2Re(z), z — z = 2ilm(z) et zZ = |z|? permettent assez souvent de se passer de poser z = x + iy. C’est
le cas dans ’exercice suivant.

. . z+1i . . .
Exercice 5. Pour z € C\ {i}, on pose Z = p—E Déterminer et construire ’ensemble des points du plan d’affixe z tels
”—
que Z soit imaginaire pur.

Solution 5. Soit z € C\ {i}.

Re(z)=z+Z=2Tt 2ot _(EHUEFV+E-iz—)

z—i zZ4+i (z—1i)(z—1)
C2zP -2 2(lzP 1)
=iz

Par suite, pour z # 1,
2(lz1> =1)

L’ensemble des points d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur est le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point de
coordonnées (0, 1).
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Théoréme 16.
1) a) V(z,2') € C%, |z x 2'| = |z] x ||

b) Vze C,Vn e N, |z"| = [z|™.

2) a) Vze T, |2 :é.
. |z |z|
b) V(Z,Z/)GCXC 5 ; :m

c)Vze C*,Vn e Z, |z" = |z|™.

DEMONSTRATION .
1) a) Soient z et z’ deux nombres complexes.

— = 2
lzz'|* = 22'(z2') = 2z2'2" = Iz |* = (\zllz’\) .
Puisque [zz'| et |z]|z’| sont deux réels positifs, on en déduit que |z x z'| = |z| x |z/|.

b) Le résultat se démontre par récurrence grace a 1)a).

. . 1 1 1
2) a) Soit z un nombre complexe non nul. Tout d’abord, |z| # 0 puis |z| X —‘ =z x —’ =|1l=1et donc |—| = 2
z z z z
. .y z 1 1 |z
b) Soient z un nombre complexe puis z’ un nombre complexe non nul. ‘—, =lzx =| =zl x || =zl X ] = 2
z z z z z

c) Soit z un nombre complexe non nul. On sait déja que Vn € N, [z™] = [z|™. Soit n € Z™*. Alors, —m > 0 puis

1
= = |z|".
|z~

2" =

= Commentaire.
(2+1)(3—21)?

4+3i
exemple, il serait trés maladroit de développer le carré puis de rendre réel le dénominateur. Ce module doit se calculer ainsi :

o Le théoréme 11 dit que « le module fonctionne bien avec la multiplication ». Si on veut calculer le module de par

_R+ixB-21F V5x13 13

14 + 3i] V25 5

o Si on éerit explicitement l’égalité |z x 2’| = |z| X |z'| en passant auz parties réelles et imaginaires, cela donne :

(2+1)(3=21)?
44 3i

Y(a,b,c,d) € R, (a2 n bz) (cz n dz) — (ac —bd)? + (ad + be)? (identité de LAGRANGE).

Ce résultat a une application en arithmétique (en se restreignant au cas particulier ot (a,b,c,d) € Z4) : 81 deux entiers sont somme
de deux carrés parfaits, alors leur produit est somme de deux carrés parfaits. Par exemple,

221 :]3><17:(32+22) (42+12) —(3x4-2x1)+(B3x1+2x4)?2=10%+112

Cette constatation permet de ramener le probleme de la décomposition d’un entier en somme de deux carrés parfaits (ce qui n'est
pas toujours possible) au probleme de la décomposition de chaque nombre premier en somme de deuz carrés parfaits. Ceci n’est pas
anecdotique. Il n’est pas rare que les nombres complexes soient un outil important pour faire de l’arithmétique.

Théoréme 17.

1) ¥(z,2') € C?, [Re(z)| < lz] et Im(z)] < 2.

2) Y(z,z') € C?, [Re(z)| = |z| & z € R et [Im(z)| = |z| & z € iR.

DEMONSTRATION . Soit z un nombre complexe.

2 = \/(Re(2))? + (Im(2))? > \/ (Re(2))? + 02 = [Re(2)].
De plus, |z| = [Re(z)| & (Im(z))* =05z R (on retrouve au passage le fait que le module d’un réel est sa valeur absolue.

De méme,
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2l = \/(Re(2))? + (Im(2))? > /0% + (Im(2))? = |Im(z)].
De plus, |z| = [Im(z)] & (Re(z))* =0 & z € iR.

Ensuite, on a immédiatement

Théoréme 18.Vz € C, [z| = | — z| = |z|.

On a dit que le module fonctionne bien avec la multiplication. Le théoréme suivant montre que ce n’est pas du tout le cas
avec ’addition. En général, on a |z + z’| # |z| + |z/|. Plus précisément :

Théoréme 19.

1) V(z,z') € C?, |z + z'| < |z| +|2/| (inégalité triangulaire).

2)V(z,z2) € C?, |z+ 2| =zl + |2/ | & z=00u (z #Oet IN € R/ 2z’ = Az) (cas d’égalité de 'inégalité triangulaire).

DEMONSTRATION .  Soient z et z’ deux nombres complexes.

lz+2/)* = (z—i—z')m: (z+2') (z+72')
=2z24+2'Z24 22 +2'2 = 2> + 2Re (z2') + lz'|?
lz]> +2 |Re (z2')| + lz'|?
2 + 2|22 | + 12’ = 2P + 202 |2'| + 12/ =12 + 212l || + 12')?
= (lz +12))*,

<
<

et donc |z + 2’| < |z| + |z/| puisque |z + z'| et |z| + |z/| sont deux réels positifs. Ensuite, cette inégalité est une égalité si et seulement
si chacune des inégalités écrites ci-dessus est égalité. Donc,

lz+z'| =zl + |z'| & |zz| = |Re (z2)| et |Re(zz)| = Re (zz')
&zz' €Ret !Re (Ez')| =Re (Zz') (d’apres le théoréme 13)
&2z e RY
zz'

";}z:Oou(z;EOetW€R+)(carsiz;«é0, alors |z|* > 0)

(:)z:Oou(z;éOetZ;ER*)(:)Z:Oou(z;«éOetHAERﬂ Z;:?\)
&Sz=0o0u(z#0et MERT, 2/ =Az).

a
Exercice 6. Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2, « pour tous nombres complexes non nuls z7, ...zn,
onalzy+...4+zn| < lz1l+ ... + |zn] avec égalité si et seulement si pour tout k € [2,n], il existe A, € RT* tel que
Zx = 7\kZ] ».
Solution 6. Montrons par récurrence que pour tout entier n > 2, « pour tous nombres complexes non nuls z1, ...zy, on

alzy + ...+ znl <lz1|+... + |zn| avec égalité si et seulement si pour tout k € [2,n], il existe Ay € RT* tel que zx = Akzq
(Prn) ».

e Le cas n =2 est le théoréeme 19 (dans le cas ot z1 # 0 et z2 # 0).

e Soit n > 2. Supposons (P;,). Soient z1, z2, ..., zn1 N+ 1 nombres complexes tous non nuls. Déja,

21+ oot znl + |1Zna]
z1]+ ...+ |znl + |zni1] (par hypothése de récurrence).

|zt + ...+ zn + zni1l <
<

De plus, 'inégalité est une égalité si et seulement si chacune des deux inégalités écrites est une égalité. Si on a 1’égalité,
on ne peut avoir zj +...+zn =0, (car |z1| 4+ ...+ |zn| > 0) et done, par hypothése de récurrence,
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lzZ1 4+ ...+ zniil =zl + oozl Elz1+ ootz =zl + oo Flznl et [z + oo zn Fzng1l =z oo zal H zeg]
SVke 2], N R/ zx =Azret e R/ zn g =u(z1+...+2zn)
= Vk e [[2,T1.+1ﬂ, Ak €R+*/Zk:AkZ1.

Réciproquement, si Vk € [2,n + 1], I\ € RT*/ z. = Ayzq, alors

zZ1+ ..t zniil=lz1 T+ A2+ o+ A1) = (T +H A2+ oo+ Ang1) |z1]
=zl + A2 lz1l + ... F A1zl =zl + o zngal.

Le résultat est démontré par récurrence.

Sinon, voici un exercice plus simple pour réviser.

Exercice 7. Résoudre dans C les équations suivantes :
D (T+i)z+1-1)(2—-1)z—-3+1) =0.
2) 34+2)z—(1—-1)z=1-21.

Solution 7.
1) Soit z € C.

(T4+)z+1T-1)(2-1)z-34+1) =05 1+1)z+1—-1i=00u(2—1)z—3+1=0
S (1+1i)z+1—-1=00u(2+1)z—3—-1=0

. —1+iouz:ﬂ®2_ (—1+1)(1—1) onz— (3+1)(2—-1)
1+1 241 (1+1)(1—=1) 24+1)(2—-1)
@z:iouz:i(:)z:iouz: 71
12412 22412 5

7—1
L’ensemble des solutions dans C de I’équation proposée est 8§ = {i, T}

2) Soit z € C. Posons z = x + iy ou x et y sont deux réels.

B+2)z—(1-1)z=1-2i B3+2)x+y)—(1—-1)x—iy) =1-21

~
S 2x—y)+iB3x+4y)=1-2i
4

{ ;: ; :{y::] ) (par identification des parties réelles et imaginaires)
N 2
Y= -1 _2-7
<:>{3x+4(2x—1):—2 < 7 SEE T

Uz—ﬁ

2—7i
L’ensemble des solutions dans C de I’équation proposée est 8§ = {Tl }

3 Le second degré dans C

3.1 Transformation canonique

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes tels que a # 0. Pour tout nombre complexe z,
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ol on a posé A = b2 —4ac. A est le discriminant du trinéme z — az® + bz + c.

Nous voulons maintenant profiter du résultat de cette transformation canonique pour factoriser le trinome z — az?+bz+c
en produit de polynomes de degré 1. Ceci sera rendu possible si on trouve un nombre complexe & tel que 6% = A. Si c’est
le cas, pour tout nombre complexe z, on pourra écrire

az’ +bz+c=a z+£ 2— Ll : =a Z+£+i z—i—i—i
n 2a 2a N 2a  2a 2a 2a)"
Le paragraphe suivant est consacré entre autres a ’équation 8% = A d’inconnue 5.

3.2 Racines carrées d’un nombre complexe

Commengons par donner une nouvelle condition nécessaire et suffisante d’égalité de deux nombres complexes.

Théoréme 20. Soient z et z’ deux nombres complexes.

Re(z) = Re(z’)
z=z'& < |zl =|z/|
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z'))

Dans le théoréme ci-dessus, I’égalité sgn (Im(z)) = sgn (Im(z’)) (signe de Im(z) égale signe de Im(z’)) signifie que Im(z)

et Im(z’) sont ou bien tous deux strictement positifs, ou bien tous deux strictement négatifs, ou bien tous deux nuls.
Re(z) = Re(z’)

DEMONSTRATION .  Soient z et z’ deux nombres complexes. Il est clair que si z =z', alors lz| = |2/ .
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z))

Re(z) = Re(z')

Réciproquement, supposons que < |z| = |z/| . Posons z =x+1iy et z’' =x"+1iy’ o x, x’, y et y’ sont quatre réels.
sgn (Im(z)) = sgn (Im(z"))

Puisque Re(z) = Re(z’), on a x = x’. Puisque |z| = |z/], on a x? +y? = x'?> + y’? puis y*> = y’? puis [y| = |y’|. Enfin, puisque

sgn (Im(z)) = sgn (Im(z')), on en déduit dans tous les cas que y =y’ et donc que z =2z'.
]

On dispose maintenant de 'outil permettant de déterminer les racines carrées d’'un nombre complexe quelconque, ce
nombre complexe étant fourni sous forme algébrique (et pas sous forme trigonométrique). Ce qui suit décrit la technique
A mettre en oeuvre pour trouver des racines carrées et est a connaitre.

On se donne Z un nombre complexe. On pose Z = a + ib out a et b sont deux réels. On cherche les nombres complexes
z=x+1y, (x,y) € R?, tels que z? = Z. D’aprés le théoréme précédent,

Re (z?) = Re(Z) x> —y?2=a(l)
=21 |?=1Z &< X2 +y?=+va2+b2 (1)
sgn (Im (zz)) =sgn (Im (Z2)) sgn (2xy) = sgn (b)
@ =1 (Va7 1 a) () + (1)
&4 vt (VaFE ) Jm—m)  ©
sgn (xy) = sgn (b)

Maintenant, v aZ + b2 > va? = |al et donc Va2 + b2 > aet Va2 + b2 > —apuis VaZ +bZ2—a > 0et Va2 +b2+a > 0.
On note de plus que Va2 +bZ+a=0& b =0. Par suite,
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|
H_

Il
H_
«Q

xzzg(\/azﬁ-bz—&-a) X
54
yzz%(\/az—i—bz—a) y

(m—&-a

N——

N =] N —

(\/ a?+b? — a)
11 reste a faire intervenir la condition sgn (xy) = sgn (b

(lal + a)

i

ler cas. Sib =0 (cas ou Z est réel), (S) & B

(la] —a)

Nl—‘

xy =0
. x = ++/a . , . . . ) . R .
Sia>0,(S)& y . Ainsi, un réel strictement positif a admet dans C deux racines carrées distinctes a savoir

=0
Vaet —/a.
x=0

Sia<0,(S)& { y=+y=a - Ainsi, un réel strictement négatif a admet dans C deux racines carrées distinctes a savoir

iy/—a et —iy/—a.
Sia=0,(S) & x=y=0.0 admet dans C une racine carrée et une seule, a savoir 0.

x:i\/%(m—FQ)
y_j:\/%(\/m—a)

1
deux a deux distincts (car si b # 0, 3 (\/ aZ+b?+ a) # 0 d’aprés une remarque faite plus haut). La condition sgn(xy) =

sgn(b) élimine deux de ces quatre couples pour n’en conserver que deux, opposés I'un a autre.

2éme cas. Si b # 0 (cas ou Z n’est pas réel), le systéme admet quatre couples solutions

On peut énoncer

Théoréme 21. Tout nombre complexe non nul admet dans C exactement deux racines carrées, opposées 'une a
lautre.

Exercice 8. Trouver les racines carrées de 8 — 61 dans C.

Solution 8. Soit z € C. Posons z = x + iy ol x et y sont deux réels.

1
Re (z2) — 8 2 y2og =5(10+38)
Z=8-6ia{ |22 =,/8+(-6)2 & *+yr=10 & 1“0 8)
sgn(Im (z%)) = sgn(—6) xy <0
xy <0
x2 =9
s y?r=1 &xy) =0B,~-1Nou(xy) =(-31)ez=3—iouz=-3+1i.
xy <0

Les racines carrées de 8 — 61 sont 3 —1 et —3 + 1.

3.3 L’équation du second degré dans C

On utilise les résultats des deux paragraphes précédents pour résoudre 1’équation du second degré dans C. On se donne
trois nombres complexes a, b et ¢ ot a # 0. On considére I'équation

az?+bz+c=0 (E),

d’inconnue le nombre complexe z. On pose A = b? —4ac puis on note & un nombre complexe tel que 82 = A (d’aprés le
paragraphe précédent, quelque soit A, § existe dans C).
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b\2 A
2 J— —_ —_—— =
az +bz+c—0(:>a<<z+2a) 4a2> 0
2 2
b )
<:><Z+Z) —<z> ZO(Cara;«éO)

D T WA T SO A ot W O Tt A N
724 2a)\FT"2a " 24) T z 2a z 2a N

—b+d —-b—-29
ouz=

2a 2a

S z=

Théoréme 22. Soient (a,b,c) € C* x C x C puis (E) : az® +bz+c = 0otz € C. On pose A = b? — 4ac puis on
note & un nombre complexe tel que 8% = A.

L’équation (E) admet dans C deux solutions, distinctes ou confondues, a savoir

—b+d ; —b—0
z1 = e =
! 2a 2 2a
De plus, dans le cas ou A # 0, ces deux solutions sont distinctes et dans le cas ot A = 0, I’équation (E) admet une
b
seule solution dite double & savoir z; = 3
a

Exercice 9. Résoudre dans C I’équation z2 — (4 +1)z+ 54 51 = 0.

Solution 9. Le discriminant du trinéme z2 — (4 +1)z + 5+ 5i est

A=(4+1)2—4(5+51)=16+81—1—20—20i =—5—12i.

A #£ 0 et donc I'équation (E) admet deux solutions distinctes dans C.
Déterminons les racines carrées de A dans C. Soient a et b deux réels puis 6 = a + ib.

a’?—b*=-5 a?—b2=-5 a2 =4
P =A{ a2+02=/(-52+(—122 & a?+b2=13 &< b>=9
ab <0 ab< 0 ab<0

Sd=2—-3ioud=-2+3i.

Ainsi, le nombre & = 2 — 3i est un nombre complexe tel que 8% = A. L’équation (E) admet deux solutions distinctes a
) (44+1)+(2—31) . 4+1)—(2-31)
savolr z1 = =3—ietz; = 3

5 =1+2i

3.4 Factorisation d’un trindme du second degré

Avec les notations des paragraphes précédent, pour z € C, on peut écrire

b oA (0 —b+s\ [/ -b-s
2T daz| T 4\F 2a z 2a

=a(z—z1)(z—2z2).

azZ+bz+c=a

Donc,

Théoréme 23. Soit (a,b,c) € C* x C x C. Pour tout nombre complexe z,

az?+bz+c=alz—2z)(z—22),

oll z1 et z sont les deux solutions, distinctes ou confondues, de ’équation az? + bz + ¢ = 0.

Ainsi, par exemple, pour tout nombre complexe z, z> — (4 +1)z +5+51 = (z—3 +1)(z — 1 — 2i). Pour le cas général,
on rappelle que puisque que le trinéme az? + bz + ¢ admet z; (ou z,) pour racine, on peut mettre z—z; (ou z—z,) en
facteur.
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3.5 Le discriminant réduit

Avec les notations des paragraphes précédents, si A = b2 —4c et § est un nombre complexe tel que 6% = A, alors les deux
. 5 ) 2 —b+d —-b—-3%

solutions de I’équation az=+bz+c =0 sont z; = > et zo = 2
a a

. De plus, ces deux solutions sont confondues si

et seulement si A = 0.

On suppose alors que b est le double d’un nombre b’, « plus simple que b ». C’est le cas des trindmes z? — 4z + 3 ou
22— (4+2\)z+1—1iouz?—2v2z+ 2+ 3iouz2 —2zcos 0 + 1 mais pas de z2 —3z+2 ou 22 — (1 +1)z + 1 + 2i.

Puisque b = 2b’, on a A = b? —4ac = 4b’? —4ac =4 (b’? — ac). On pose alors A’ =b’? — ac. A’ est le discriminant
réduit du trinome az? +bz+c et ona A =4A". )

) ) A
On pose encore ' = 3 de sorte que 5 =28’. On a 8’2 = T=1°= A’ et donc &’ est une racine carrée de A’ dans C.

Les solutions de I’équation az? 4+ bz + ¢ = 0 s’écrivent alors

b5 —2b/£25 b’ L5
2a 2a n a

On peut énoncer

Théoréme 24. Soient (a,b,c) € C* x C x C puis (E) : az?+bz4+c=00uz€ C. On pose b=2b’, A’ =b’2—ac
puis on note &’ un nombre complexe tel que 52 = A’.

L’équation (E) admet dans C deux solutions, distinctes ou confondues, a savoir

b 8 b/ -5’

Z1 et z; =

De plus, dans le cas ot A’ # 0, ces deux solutions sont distinctes et dans le cas ou A’ = 0, I’équation (E) admet une

seule solution dite double & savoir zj = —— = ——.

Par exemple, considérons le trinome z? —2zcos @+ 1 ot © est un nombre réel donné. Le discriminant réduit de ce trindme
est

A= (—cos0)? —1x1=cos?0—1=—sin?0 = (isin0)?.

On peut prendre &’ = isin 0. L’équation zZ —2zcos® + 1 = 0 admet dans C deux solutions a savoir z; = cos0 4 isin @ et
zy = cos 0 —1isin 0. De plus, ces deux solutions sont confondues si et seulement si sin® = 0 ce qui équivaut a 0 € nZ.

3.6 Somme et produit des racines

Dans ce qui suit, on donne les relations existant entre les coefficients et les racines d’un trinéme du second degré. Le
théoréme 25 est un cas particulier d’'un théoréme plus général donnant les relations entre coefficients et racines d’un
polynéme de degré n, théoréme énoncé dans le chapitre « Polynomes ».

Théoréme 25. Soit (a,b,c) € C* x C x C. Soient z7 et z; les deux solutions, distinctes ou confondues, de I’équation
az’ +bz+c =0. Alors

b ¢
Z1+zp=——¢etzy X2z = —.
a a

b+ —b—20
2a 2a

DEMONSTRATION .  Les solutions z1 et z, de I’équation az? + bz + ¢ sont . Donc,

~b+5 ~b-5_ 2 b

2a 2¢ 24 a

zZ1+z2 =

et

~b+6 —-b—5 (-b)2—8 b>*—A b*—(b°—4ac) 4dac c
Z1 X722 = X = = = =— =,
2a 2a 4q? 4a2 4q? 4a2 a

Exercice 10. On note z; et z; les solutions dans C de I’équation z — (1 —i)z+2+ 31 = 0.

1 1
Calculer — + — et z% + z%.
Z1 %)
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Solution 10. On a z; +z2 =1 —1iet z1z2 =2+ 3i (en particulier, z; # 0 et z; # 0). Donc,
1 T z1+2z 1—1 (1—1)(2-31) —1—-51

Z1 z2 2122 2431 (2+31)(2—31) N 13

et

z%—l—z% = (z7 —1—22)2—22122 =(1—1)?—2(2+31) = —4 —8i.

= Commentaire. Il serait bien sir trés maladroit de chercher explicitement z1 et z;.

Le théoréme admet la « réciproque » suivante : deux nombres z; et z; ont une somme S et un produit P si et seulement
si ces deux nombres sont les solutions de I'équation X? —SX +P =0 (car (X —z1) (X —z2) = X? — (21 + 2z2) X + z122).

3.7 Le cas particulier de I’équation a coefficients réels

On détaille maintenant le cas ot a, b et ¢ sont trois réels tels que a # 0. Dans ce cas particulier,

—b+VA

e si A >0, 'équation az? + bz + ¢ = 0 admet dans C deux solutions réelles distinctes a savoir z; = 7
a

—b—\/z

t 2z =
ez 2a b
e si A =0, équation az? + bz + ¢ = 0 admet dans C une solution réelle double a savoir z; = ;—
a
b+
e si A < 0, Péquation az? + bz + ¢ = 0 admet dans C deux solutions non réelles conjuguées a savoir z; = 2+
a

—b—29
et z; = oil § est un imaginaire pur tel que 6> = A (par exemple 5 = iy/—A).

4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

A partir de maintenant, le plan est orienté dans le sens trigonométrique et muni d’un repére orthonormé direct (O, ﬂ}, v
On rappelle que le plan muni d’un repére orthonormé direct est parfois appelé le « plan complexe ».

4.1 Nombres complexes de module 1. La notation e'°

L’ensemble des nombres complexes de module 1 se note U (initiale de unité). Donc,

U={zeC/ |zl =1%L
On a le résultat fondamental suivant :

Théoréme 26. Soit z € C.

|zl =1& 30 € R/ z = cos(0) + 1sin(0).

DEMONSTRATION . Soit z un nombre complexe de module 1. Le point M d’affixe z est sur le cercle trigonométrique. Donc, si 0 est

une mesure de 'angle (ﬂ}, oﬂ), alors M a pour coordonnées (cos(0),sin(0)). Pour ce réel 0, on a effectivement z = cos(0) +1isin(0).

Réciproquement, soient @ un réel puis z = cos(0) + isin(0). Alors, |z| = \/cos2(0) + sin?(0) = 1.
a

En préjugeant du comportement algébrique de I'expression cos(0) + isin(0), on décide de la définition suivante

DEFINITION 6. Pour tout réel 0,

cos(0) + isin(0) = e'®.

Donc, U = {eie, 0 e R}. Si z = e, le réel 0 s’interpréte géométriquement. Notons M le point d’affixe z. Le point M
a pour coordonnées (cos0,sin0). Le point M est sur le cercle trigonométrique et le nombre 0 est une mesure de I’angle

orienté (E), oﬂ) .
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M (eie)
_)
v
)
© >
4\' ﬂ)
Commencons par donner quelques valeurs usuelles de la fonction 0 — et
=1 e =1 7 =1 e =
et la merveilleuse formule due & EULER
e = —1
etz =1
e1.7T P eO — ~I

-
N

La fonction 0 — e'9 obéit aux régles de calcul suivantes :

Théoréme 27.
1) ¥(6,0') € R2, ¢1© x ¢i0 — ¢i(0+0"),
i ] ~ A

2) V0 € R, e'? #0 et psTe — e 10 — pib

et . ,
3) V(6,0') € R2, —— — ¢i(0-0"),

eio
4) VO € R, ¥ € Z, (€)™ = e® (formule de MOIVRE).

DEMONSTRATION .

1) Soit (8,0’) € R%.

et® xel® = (cos(0) + 1sin(0)) (cos(@') +isin(9'))
= (cos(e) cos(8’) —sin(0) sin(el)) +1 (sin(e) cos(8') + cos(0) sin(el))

i(0+0")

=cos(0+0')+isin(0+0')=e .
2) Soit 0 € R. !eie| =1 et en particulier, e*® # 0. Ensuite,
el 5 o 10 _ ,i(0-0) _ 0 _ 4
et donc — = e~ '*. Ensuite, ’e !:] =e¥ xe®=1 etdoncelez?:e

el
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i0 1

. e i i i i(0—
3) Soit (9,6/) c RZ. o ELG X o7 — eLG X e i0’ _ el(e el).
e e

4) La formule de MOIVRE se montre immédiatement par récurrence pour n € N puis si n < 0, on a

(eie)“ _ 1 _ 1 _ oo
(eie)fn e—ind °

a

Un moment important du théoréme précédent est que l'inverse d’un nombre complexe de module 1 est son conjugué

1 io .

(=5 = ') Ceci peut s’obtenir directement sans connaitre la notation e
e

1
Iz\:1:>z><Z:1:>Z:Z.

Par exemple
T —1
1

4.2 Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul. Arguments d’un nombre com-
plexe non nul

. z
Soit z un nombre complexe non nul. Le nombre H est un nombre complexe de module 1 car
Z|

z 1

—|=—lzl=1.

2l Izl
On en déduit qu’il existe un réel 0 tel que E = ¢'%. Par suite, si on pose T = |z|, on obtient z = re® o T est un réel

Z
strictement positif et 0 est un réel. De nouveau, les réels r et 0 s’interprétent géométriquement. On note M le point d’affixe
i . z :
z =71e'® et M le point d’affixe Eln ef.
Z

. SN

Le réel T est le module de z ou encore la distance OM. Ensuite, I'égalité z = re'® s’écrit encore Om =1OM; ou 1 est un
W — W

réel strictement positif. On en déduit que (ﬂ}, O ) = (ﬂ}, OM1) et donc 0 est une mesure de 'angle (ﬂ), (0] )

&
Va
z __ ,i0
7|—e
H
v 0
G —~
i =
i0

Le réel 0 n’est pas uniquement défini par z car par exemple, si z = re'¥ ol T est un réel strictement positif et 0 est un

réel, alors

Te1(9+271) _ Tele X e217r _ Tele

1 ’ . 2 . . . 2 .
et le réel 8/ = 0 + 271 est un autre réel tel que z = re*® . On va voir que néanmoins, d'un certain point de vue, I'écriture
z =re'% est unique.

Théoréme 28. Soient 1 et 1’ deux réels strictement positifs et 0 et 0’ deux réels.

rel® =1e® Sr=r'cte®=¢® or=1"et Ik Z/ 0" =0+ 2km
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DEMONSTRATION .  Soient 1 et 1’/ deux réels strictement positifs et 0 et 0’ deux réels.

. i i / i 4
Sirel® =r'e' alors |re'®| = [+’ et o7,

’ puis 1 =1’ (car r > 0 et v/ > 0). Puisque 1 # 0, on en déduit que e = e

Réciproquement, si v =1’ et e'® = et®’ , alors re'® =1’e'?". Ensulte,

et — ¢t & cos(0) +isin(0) = cos(0) +1isin(0’) & cos(0) = cos(8’) et sin(0) =sin(0’) & Ik € Z/ 0’ =0 + 2k

On peut maintenant donner la « définition » suivante.

DEFINITION 7. Soit z un nombre complexe non nul. On note M le point d’affixe z. L’écriture

z =r1e'® =1(cos(0) + isin(0)) avec (r,0) €]0, +oo[xR,

s'appelle la forme trigonométrique de z. Cette écriture est unique c’est-a-dire que t et €' (mais pas 0) sont
uniquement définis par z.

T est le module de z ou encore la distance OM.

0 est une mesure de I’angle (E), O)Vi) et s’appelle un argument de z. On note arg(z) tout argument de z.

= Commentaire. Pour tout réel 0, on a 0 =0 x e*®. Le nombre complexe 0 peut donc lui aussi « s’écrire ve*® » mais en aucun
cas, on ne parle de la forme trigonométrique de 0 car le nombre compleze e*®, de module 1, nest pas uniquement défini. Le réel 0
ne s’interpréte plus comme une mesure d’angle. Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument.

Les calculs précédents fournissent la démarche pour trouver la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul : on
met le module en facteur de sorte que z s’écrit z = r(oc +ip) avec v > 0 et « et B réels tels que o? + B2 = 1 puis on
cherche un réel 0 tel que cos® = « et sin® = f3.

Trouvons par exemple la forme trigonométrique de —v/3 +1 :

. \/§ ] 57 .. 57 5imn
_\/§+1—2<—7+zl —2<COS (?) —+ 1s1n (z)) =2e 6 .

De maniére générale, si z = a +ib = re'? avec (a,b) € RZ\ {(0,0)} et (r,0) €]0, +00[xR, alors

> b b
T:|Z‘: a2+bzet COS(@):ﬁ:%et Sln(e):\/ﬁ:?.

Exercice 11. Soit 8 € R. Trouver la forme trigonométrique de zg = 1+ ¢,

Solution 11.

lére solution (maladroite). Calculons le module de zg :
1 0 0
zol* = |1+ cos(0) +isin(0)]? = (1 + cos(0))? +sin? 0 = 2 + 2 cos(0) = 4LS() = 4 cos? <z> .

2
0 :
2 |cos 5| Ensuite,

0 0 0 0\
zo = 1+ cos(0) + isin(0) = 2 cos? (E) + 2isin (E) coS <z> = 2cos <z> er.

ler cas. Si 0 € (m+ 2nZ), alors zg = 1 —1 =0 et zg n’admet pas de forme trigonométrique.

Par suite, |zg| =

R . 0
2éme cas. Si 0 € kLgJZ —7t + 4k, 7w + 4k, alors € U } = + 2km, = > +2k71{ puis 2 cos (2

0 0
trigonomeétrique de zg est 2 cos (E) 7 (lzo| = 2 cos ( ) et arg (zg) =5 (27)).

) > 0. Dans ce cas, la forme

0
3éme cas. Si 0 € U 70+ 4k, 37t + 4k alors = 6 U ; + 2k7'[, —|— Zkﬂ[ puis 2 cos <2> < 0. Dans ce cas,
kezZ kez

o\ .
zg = 2cos (2> e? =—2cos (2> etl§+m)
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N| D

) ei(5+7) (lzol = —2 cos (g) et arg (zg) = o + 7 27]).

La forme trigonométrique de zg est —2 cos ( >

2éme solution (la meilleure). zg = 1+ ¢l = el (ei%

. 0 .
+ eﬂ%) = 2cos <z> el?. La discussion est alors la méme que

précédemment.

Les différentes formules concernant e'® fournissent immédiatement :

Théoréme 29.

1) V(z,2') € (C*)?, arg(z x z/) = arg(z) + arg(z’) [27.

. ar Z[Zﬂ]si7\>0
2) V(A,z) e R* x C, arg(Az) = arggz% +m 2 siA <0

—N

3) Vz € C*, arg(z) = arg (%) = —arg(z) [27].

4) Vz € C*, arg(—z) = arg(z) + 7 [27].

5) V(z,z') € ((C*)z, arg (5) = arg(z) —arg(z’) [27.
6) Vz € C*, Vn € Z, arg (z") = n arg(z) [2m].

4.3 Application a la trigonométrie

L’outil fondamental de la trigonométrie est I'exponentielle. On a établi que el(2+P) = i@ x el 3 partir des formules
d’addition cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a + b) = sinacosb + cosasinb. On peut dorénavant tout penser
dans I’autre sens et se dire que la formule e*(@+?) = el@ x el® permet de retrouver les formules d’addition. Signalons qu’en
maths spé, on définit de maniére générale ’exponentielle d’un nombre complexe indépendamment de toute référence a la
trigonométrie :

+00

z
z __
VzeC, e* =) —
n=0

et en particulier,

+oo /.
0 (ie)m™
VOER, e = -
n=0

On démontre & partir de cette définition I’égalité fondamentale : V(z,z') € C?, e* x e* = e*%'. Avec cette définition de

I’exponentielle, on pourra entiérement reconstruire la trigonométrie & partir de ’exponentielle et pas l'inverse.

4.3.1 Les formules A’EULER

Nous donnons maintenant les formules exprimant cos 0, sin@ et tan® en fonction de e'®. Ces formules sont connues sous
le nom de formules d’Euler.

Théoréme 30.

1) VO € R,

(e +e19) et sin® = — (e —e 19)

NI —

cosf =

et donc aussi

e +e 9 =2c0s0 et e'®—e® =2isinod.
2) veeR\(%[ch),

0 _ o0 0210 _q 1 _ 210
tan® = —— o = e = < —.
i(el® +e 1)  {(e?® 1) i(14e219)

DEMONSTRATION .

1) Soit © € R.
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cos 0 = Re (eie) = % (eie +W) = % (eie + eiie)
et

sin® = Im (eie) = le (eie ,eTe) _ 2l1 (eie B efie) '

Les formules pour tangente sont immédiates.
a

A titre de premier exemple d’utilisation des formules d’EULER, transformons les expressions 14 ¢'9, 1 —¢'9 et 19 4 el®’
i0 iy (—i9 i 0\ i
1+e :eZ(e 2+el):2cos 5 ez,

puis

et
/

. i .0+40’ -0—0/ _:0-90' 9—9 ;040
et 4 et =iy (e‘ z te 2 )-2cos< 3 >e‘ z -,

Dans les trois cas, nous avons mis en facteur I’exponentielle de « ’exposant milieu ». Dans les deux premiers cas, le milieu
b b
I

et nous avons mis

0 i
de 0 et O est 5 et nous avons mis en facteur e*2 et dans le dernier cas, le milieu de 0 et 0/ est

0+0/
en facteur e'” 2

4.3.2 Polynémes de TCHEBYCHEV
Dans ce paragraphe, nous cherchons a donner une expression de cos(nf) et sin(nf) en fonction de cos0 et sin 0.

Soient 0 un réel et n un entier naturel.

cos(n0) = Re (e™?) =Re ((eie)n) =Re((cos0 +isin0)™)

n
=Re <Z (2) (cos0) (isin 9)k>
k=0
=Re (;{) (cos0)™ % (isin0)2* + Z (ZkT—li— ]> (cos0)™ 21 ( gipn @) 2K T
Osks2 oSk azt
_ k(T n—2k q ... 2k - 1k n n—(2k+1) q o 2k+1
=Re (-1 2k ) €08 Osin” 0 +1 Z (-1 2t ] cos 0 sin 0
osksy oskensl
et donc
cos(n@) = Z (—1)k <;{> cos™ 2k @ (sin2 O)k = (—1)k (21) cos™ 2k @ (1 — cos? G)k .
o<k< OSks S
De méme,

n
(—] )k< ) COSn7(2k+” 0 Sin2k+] 0
n—1

2k +1
Ok A=
. k n —(2k+1 20\ K
=sin® (-1 <2k+]>cos" (2109 (1 — cos” 0)
nggn;1
1 —1
(danslapremiéresomme,O<Zk<n(:)0<k<%etdansladeuxiéme,0<2k+1<n(:>—z<k<nT(:)0<k<

n—1
——). On a montré que

2
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¥(n,0) € N x R,

cos(n@) = (—1)k <2TL> cos™ 2k 9 (1 — cos? e)k
o<k<

et

sin(nd) = sin 0 (—1)k< b ) cos" 2K+ g (1 — cos? 6)k.
n—1

alors

V(n,0) € N x R, cos(nb) = T, (cosB) et sin(nb) =sin6 x U, (cosb).

Pour n € N, T, (resp. Uy) est un polynéme appelé n-éme polynéme de TCHEBYCHEV de premicre espéce (resp.
deuxiéme espéce). Ces polyndmes seront étudiés plus en détail dans le chapitre « Polynémes ». Donnons déja les premiéres
valeurs de T,y et Uy,.

e Pour tout réel x, To(x) =x? — (1 —x?) = 2x? — 1 ce qui correspond & : V0 € R, cos(20) = 2cos? 0 — 1.
Pour tout réel x, Uz (x) = 2x ce qui correspond a : VO € R, sin(20) = 2sin 0 cos 0.

e Pour tout réel x, T3(x) = x> — 3x(1 — x?) = 4x> — 3x ce qui correspond a : V0 € R, cos(30) =4 cos> 0 — 3 cos 0.
Pour tout réel x, Uz(x) = 3x? — (1 —x?) = 4x> — 1 ce qui correspond a : VO € R, sin(30) = sin® (4 cos? 0 — 1) =
3sin @ —4sin® 0.

e Pour tout réel x, Ts4(x) = x*

8cos*® —8cos? 0+ 1.
Pour tout réel x, Uy (x) = 4x3 (1 — xz)—4x (1 — xz) = 8x3—4x ce qui correspond & : VO € R, sin(40) = sin 0 (8 cos> 0 — 4 cos 9).

—6x2(1 —x2) + (1 —x%)? = 8&* — 8x? + 1 ce qui correspond & : VO € R, cos(40) =

En résumé, pour tout réel x,

n Th U,

0 1 0

1 X 1

2 22 —1 2x

3 4x3 —3x 4x% —1
4 8x* —8x? + 1 8x> —4x

4.3.3 Linéarisation de polynémes trigonométriques

Les formules e'® x ei® = ¢l(0+0") of (eie)n = "% transforment les produits en somme. Ce sont des formules de
1, . . 1. .
linéarisation. En tenant compte des formules d’EULER, cos 0 = 3 (e‘e + e_Le) etsin® = 7 (ele — e_‘e), on a maintenant

tous les outils pour linéariser tout polynéme trigonométrique c’est-a-dire transformer tout produit de cos et/ou de sin en
somme. Ci-dessous, on donne quelques exemples de linéarisation.

Exemple 1. Linéarisons cos> 0 sin® 0. Pour tout réel 0,

1, . SN/ A\
cos® 0sin? 0 = (z (e'® + ele)) (2_1 (e'® — ele))

— _l (e3i9 +3ei9 _’_3e716 + e7316) (eZiS 24 67219)

32
_;_2 (esw 1310 ei® 9,10 | 310 e75ie)
= —;—2 (2cos(56) 4+ 2cos(30) —4cos(0)) = 1]_6 (—cos(50) — cos(360) + 2 cos(0)) .

© Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés. 29 http ://www.maths-france.fr



Exemple 2. Linéarisons cos 0 sin® 0. Pour tout réel 0,

1

1 . \° . N3
3 30— [ - (10 —1i0 i _ ,—i6
cos” 0sin” 0 = (2 (e +e )) <_Zi (e e ))

1 i —i i —i01)3 | i —2i0\3
:_m((ee+e %) (e —e1?)) :_@(eze_eze)
_ _% (610 — 3210 4 30210 _ o—610)

.. . 1 ) .
=~ (2isin(60) — 6isin(20)) = 3 (—sin(60) + 3sin(20)) .

Exemple 3. Linéarisons cos? 0 sin® 0. Pour tout réel 0,

1, A o\
2 40 [ L (10 —i0 ie _ ,—ie
cos” Osin” 0 = (2 (e +e )) <_Zi (e e ))
! (e +2+e7219) (M9 —4e?9 4+ 6 — 47210 4 ¢7419)

(6616 o 26416 o e219 44— elee o 26416 + eféle)

- -2

= (2cos(60) — 4 cos(40) — 2cos(20)+4) = 31—2 (cos(60) — 2 cos(40) — cos(20)+2).

Dans les trois exemples précédents, nous avons transformés des produits de fonctions trigonométriques en sommes de
fonctions trigonométriques. Cette transformation servira par exemple plus tard dans ’année & calculer des intégrales. Par
exemple,

J cos? xsin* x dx = —

(cos(6x) — 2 cos(4x) — cos(2x) + 2) dx

S|
—_
— O%N\:l

1 sin(6x) sin(4x)  sin(2x) E T
% { 6 T4 I
1 U

4.4 Applications a la géométrie

4.4.1 Cercles et disques

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1—1}, 7) Soient O un point du plan d’affixe w et R un réel positif

ou nul.
En identifiant un point et son affixe, on note C(w, R) (resp. D¢(w, R), Do (w, R)) le cercle (resp. le disque fermé, le disque
ouvert) de centre w et de rayon R. On a immédiatement

Clw,R) ={z€ C/ [z— w[ =R},
et

D¢(w,R) ={z € C/ |z—w| <R},
et

Do(w,R)={z€ C/ |z— w|] < R}
A Taide de la forme trigonométrique d’un nombre complexe, on peut donner chacun de ces trois ensembles en extension.
Par exemple, pour z€ C, z € C(w,R) © IO € R/ z—w =Re'® & 30 € R/ z = w + Re'®. Ainsi,

C(w,R) ={w + Re'®, 8 € R},
et

Df(w) R) = {(U + reie) (T) e) € [O) R] x R})
et

Do(w,R) ={w+1e'®, (r,0) € [0,R[xR}.
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d—c

4.4.2 Interprétation géométrique d’un argument de

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O, E}, 7) On sait déja que pour tout point M distinct de O,

(ﬂ),m) =arg (zm) [27.

Plus généralement, si A et B sont deux points distincts d’affixes respectives a et b et si M est le point tel que oﬂ = A?,
alors zpm = b — a puis

(@,/ﬁ) = (@,Oﬂ) =arg(zm) = arg(b — a) [27].
Soient alors A, B, C et D quatre points tels que A # B et C # D, d’aprés la relation de CHASLES

(A8, B) = (RB, %) + (,0B) = (%,B) - (<, A8)

=arg(d —c) —arg(b — a) [27]
d—c
= — ) [27].
arg (b - a) 2]
Théoréme 31. Soient A, B, C et D quatre points tels que A # B et C # D.

(A?,C—[ﬁ) = arg <§_C) [27t].

On a montré que :

. . ) d—
= Commentaire. On notera que les lettres A, B, C et D apparaissent dans l’ordre inverse d, c, b et a dans arg <b C).
—a

En particulier, si A, B et C sont trois points tels que A # B et A # C, alors

(}TB),/T()?) — arg (%) 27,

A partir de cette formule, on peut obtenir une caractérisation de I’alignement des trois points deux a deux distincts A, B
et C ou de l'orthogonalité des droites (AB) et (AC) (quand B # A et C #£ A).

A, B et C alignés & (/ﬁ,ﬁ) =0 [n] & arg <;:2) =0 [n]
c—a

R*.
(:)b—ae

De méme,

7 c—a s
(AB)LIAC) & (AB,AC) = 7 [ & arg (b_a> g
c—a .
& eir.

On a montré que

Théoréme 32. Soient A, B et C trois points du plan.

Si A, B et C sont deux a deux distincts, A, B et C sont alignés si et seulement si & c—d e R*.
SiB # A et C#A, les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires si et seulement si & IC)_ d € iR*,
—a
T3
Exercice 12. Pour z # 1+ 2i, on pose Z = %
z—1—

Déterminer et construire 'ensemble des points M d’affixe z tels que

1) Z est réel.

2) Z est imaginaire pur.
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Solution 12. Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1—1}, 7) On note A et B les points d’affixes respectives

—1—1iet 1421

1lére solution. On pose z = x + 1y, (x,y) € R?, et on note M I"image ponctuelle de z. Pour z # 1+ 2i,

x+iy+14+1 x+D+ily+1)  ((x+D)4+iy+MDx—1)—1i(ly—2))

CoxFiy—1-21 (x—D+ily—-2) (x=D+ily—=2)((x—1) —i(y—2))

x+DNx=D+yY+Ny—2)+il=x+1)y—-2)+y+1x—-1)
(x—=1)2+(y—2)?

Cxr 4yt —y-3+i3x—2y+1)

B (x—=1)2+(y—2)?

Par suite,

Ix—2y+1 )
(x=1)2+(y—-2)2
S 3x—2y+Tet (x,y) # (1,2).

LceR&

L’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel est la droite d’équation 3x — 2y + 1 = 0 privée du point B. On
note que 3xa —2ya +1 =-3+2+1 =0 et donc que le point A appartient a cette droite (ou encore si z = za, alors
Z =0 € R). Finalement, ’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel est la droite (AB) privée du point B.

De méme,

x2+y?—y-3
x—=1)2+(y—2)
Sx?P+y?—y—3=0et(x,y) #(1,2)

2
ext (y—%) = et (xyy) £ 01,2).

ZciR &

7 =0

2
1
L’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur est le cercle d’équation x? + (y — z) =7 privé du

1 V13
point B ou encore le cercle de centre QO (0, §> et de rayon 5 On note que que le point A appartient & ce cercle. Plus

précisément, Q est le milieu du segment [AB] et donc, ’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur
est le cercle de diamétre [AB] privé du point B.

2éme solution. Soit z € C\ {1 + 2i}. On note M le point d’affixe z. On a donc M # B puis

ZeER& z=12zp0u (Z#ZAetarg(Z_ZA) :0[7t])

Z—ZB
SM=Aou (M#Aet (W,W) :0[71])

& A, B et M alignés
< M€ (AB) \ {B}.

et

Z—ZB
S M=Aou (M#Aet (7\7\71,1‘37\71) - g [71])
& M appartient au cercle de diamétre [AB] privé du point B.

ZciR& z=2zp 0u <z;éertarg(Z_ZA) —g[ﬂ])
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5 Racines n-émes d’un nombre complexe

5.1 Racines n-éme de ’unité

Soit n € N*. Les racines n-émes de 'unité dans C sont les nombres complexes z tels que z™ = 1. On note U, ’ensemble
des racines n-émes de 'unité. Donc,

U, ={zeC/z" =1}.
On détermine maintenant ces nombres. Le cas n = 1 étant immédiat, on suppose dorénavant n > 2. Déja, pour z € C,
2" =1=z"1=1=|z|" =1 = |z| = 1 (car|z| est un réel positif).
Donc U,, C U. Soit alors 8 € R.

. . 2%
()" =16 e — T Fez/no=2kme K eZ/0="".

On a montré que

U, = {ew ke Z}.

Un nouveau probléme se pose : ces nombres ne sont pas deux & deux distincts. On détermine maintenant combien de
racines n-émes deux & deux distinctes posséde le nombre 1 dans C ou encore on détermine le cardinal de U,,.

Nous avons besoin d’un peu d’arithmétique pour résoudre ce probléme. Nous donnons sans démonstration un résultat
(résultat qui sera énoncé et démontré dans le chapitre « arithmétique ») : (division euclidienne d’un entier relatif par un
entier naturel non nul) si a est un entier relatif et b un entier naturel non nul, il existe un couple d’entiers relatifs (q,r)
et un seul tel que a=bgq+ret0<r<b—1.

Soit k un entier relatif. La division euclidienne de k par n s’écrit k =qn+rotu q € Z et v € [0,n — 1]. On a alors

2ikm 2i(gn+r)w
e n = e n

2irm : 2irm
ST _ oS

Ceci montre que le nombre complexe 1 admet dans C au plus n racines n-émes deux a distinctes & savoir les nombres de
2ik7

la forme e », k € [O,n —1].

Vérifions maintenant que ces nombres sont deux a deux distincts. Soit (k,1) € [0,n — 1]% tel que k < 1. Alors, 1 <

2(l—Kk)m 2n 2(n—1)m (i ikn iin
l—k <n—1 puis % € [?,%} ]0, 27t[ et donc et # 1. On en déduit que e* =" # e n (car
R 1). Ceci montre que les n nombres e“»~, k € [0,n — 1], sont deux & deux distincts.

Signalons enfin que pour (k,1) € Z?,

ik ilm 21, 2k
e :ele(z)ﬂqeZ/Tﬂ:T7T+2q7t(:)3qeZ/l:k+qn(:>kEl[n].

On peut énoncer :
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Théoréme 33. Soit n € N*.

2ikm

.unz{e : ,kez}.

e Le nombre 1 admet dans C exactement n racines n-émes deux & deux distinctes. Ce sont les nombres de la forme
2ikm . 2ik7

e n , ke [0,n—1] et donc on a aussi U,, = {e no, ke on—1]¢.

2ik7 2ilm

eV(k,)€Z? en =e - &k=1Mnl.

Les images des racines n-émes de I'unité dans le plan forment (pour n > 3) un polygone régulier convexe AgA 1A, ... An_1

a n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1 c’est-a-dire que AgA1 = A1A2 = ... = An 2An_1 = An_1Ao
et AgA1A2 = A1A2A3 =... = A,_1A0A 1 et que tous les angles sont saillants et pas rentrants.
A
4im
e n
2i7
e n
/\ ] |
2i(n—1)7
\ -

La longueur d’un coté est

2i(k+1)7 2ik7

(2k+1)im i _im . 7T
e —e n |=le en —e n || =2sin(—).
n

En ce qui concerne les angles aux sommets, puisque le triangle OA A1 est isocéle en O (voir figure page suivante),

— — — 2 n—2)m
AA 1A 2 = 2AA 110 =T — AOAK 1 =TT — — = (7)

\

-
O

Signalons enfin une propriété importante des racines n-émes de l'unité :

‘ Théoréme 34. Pour n > 2, la somme des racines n-émes de 'unité est nulle.

2ik7

DEMONSTRATION . Soit n > 2. Les racines n-émes deux a deux distinctes de 1 dans C sont les nombres de la forme e  n |

2i7m

k€ [0,n—1]. Posons w=¢e"n .Onaw=#1 (car n >2) et w™ = 1. Donc,
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—1

3

2ik i 1—w™ 1-1
1K7T k —_— —_—

n = = =— =0.
¢ kZ:Ow 1—w 1—w

~
Il

0

On détaille maintenant les cas n € {2,3,4,5, 6}.

e L’équation zZ = 1 admet pour ensemble de solutions {—1, 1}. Donc, U, = {1, —1}. La somme des deux racines carrées de
1 est effectivement nulle.

e On pose j = e’ On a alors Uz = {1,j,j2}.

j:eT
}

A
W

Le nombre j vérifie

oj3:]
o i2 e 1 :T:e‘l;’n :eiziﬂ
) j )

el+j+j?=0etdonc1+j=—j%T1+j2=—jetj+j2=—1

o VVn € Z, )'Sn — ], j3n+1 :j et j3n+2 — ]-z_

V3 1 .V3

1 -
Les solutions de I'équation z> +z+ 1 = 0 sont —3 + iT =jet —5 + iT =j =j?%. On a donc la factorisation valable

pour tout z € C :
2 —1=(E-NZ+z+1)=(z-1z—j) (z—%).

e Immédiatement, Uy = {eié",k e [o, 3ﬂ} = {1,1,—1,—1}. Ce résultat peut aussi s’obtenir directement a partir de la

factorisation valable pour tout z dans C :

1= -1)(Z+1) =(z—Nz+N(z—1)(z+1).
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27 47
On se propose de déterminer les valeurs explicites de cos <?> et cos (?) puis de fournir une construction a la régle

et au compas du pentagone régulier.

Onposew:eﬁTﬂ puis a = w + w? et b = w? + w3. Puisque w5:1,onaw4:£:wetdeméme w3:%:F.
Donc, a = w + @ = 2Re(w) = 2 cos (2?7-[) et de méme b = 2 cos <4€>
Ensuite,
a+b=w+w?+wd+wt=-1
(car T4+ w + w? + w3 + w* =0) et
ab=(w+w?) (W +w’) =+ +0+0’ =+t +w+w? =1
On en déduit que a et b sont les deux solutions de 'équation z2 +z—1 = 0. Donc, {a, b} = {_] _5\/5, ! ;\/5} Enfin,

2 _ B
—7t€[0,7—t[et donc a > 0. On en déduit queazﬂet quebz]i\/gpuis que
5 2 2 2
e\ V51 (A VB
cos| ) =—F—etcos| - |= R

Ces résultats permettent de fournir une construction du pentagone régulier & la régle et au compas. On part d’un cercle
et on fixe 'unité de longueur égale & son rayon. On munit le plan d’un repére orthonormé adapté et on place le point de
coordonnées (1,0) qui est 'un des cing sommet du pentagone & construire :
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1 1\*
i O) et le point B de coordonnées (0, 1). La distance AB est égale a <_§) +12
V5 1 V5
‘Y277

On place le point A de coordonnées (—

sur l'axe des abscisses.

5
ou encore —. On rabat cette distance au compas pour obtenir les nombres ) + 5 e —5
On note I et | les points obtenus :

V5 —1 V5 +1

et x = — ou encore

4 4

Wi 47 .
X =cos| — | et x =cos = ) Ces deux médiatrices coupent donc le cercle en les quatre autres sommets du pentagone

Les médiatrices des segments [O1] et [O]] ont pour équations respectives x =

& construire.

On efface (éventuellement) les traits de construction et on trace le pentagone. Si on trace les diagonales du pentagone et
que l'on efface les cotés, on obtient I’étoile & 5 branches dans laquelle on voit apparaitre un pentagone régulier ...
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e Les racines 6-émes de I'unité sont deux a deux opposées car Vz € C, (—z)® —1 =0 & z° —1 = 0. D’autre part, Uz C Ug
car Vz € C, z> =1 = z° = 1. Ug contient donc 1, j et j2 et les opposés de ces nombres. Tous ces nombres étant deux a
deux distincts (ce qui est géométriquement clair), on a donc Ug = {1,—]’2,)', —1,j2, —j}.

. A .
j —j?

;7T
e's

\ i

5.2 Racines n-émes d’un nombre complexe

Soit n € N*. L’équation z™ = 0 admet une solution et une seule a savoir z = 0 ou encore le nombre 0 admet exactement
une racine n-éme a savoir 0.

On se donne dorénavant un nombre complexe non nul A et on cherche a résoudre ’équation

" =A (E).
On pose A = Re'® ot R €]0,+ool et 0 € R.

lére résolution. Le nombre complexe a = {/Re™ est un nombre complexe non nul tel que a™ = Re'® = A. Par suite,
pour z € C,

n __ n __ n Zﬂi
Z"=A&zZt=ad"& . =1

2i

e TdkeZ/z= VRew xe -

(z)ﬂkeZ/gze

2ére résolution. On pose z = re!* ot v €]0, ool et & € R.

=A™ =Re® & " =Ret Ik € Z/ na = 0 + 2km

n 0 2k (o aum
o= \/ﬁetakez/o‘za"‘%@EkEZ/Z: \/ﬁel(?ﬁmﬁ ).

(8 2k
Ainsi, les racines n-émes de A sont les nombres de la forme v ReL(WT’LT), k € Z. Comme dans le paragraphe précédent,
(0 2k
les nombres {‘/Eel(W“L n ), k € [0,n — 1], sont deux a deux distincts et sont toutes les racines n-émes de A dans C. La
présentation de ces racines n-émes sous la forme YRe™ x ez*ﬂ, k € [0,n — 1] montre qu’on obtient toutes les racines

n-émes de A en multipliant 'une d’entre elles par les racines n-émes de 'unité. On peut énoncer :
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Théoréme 35.

e Soit 1 € N*. Tout nombre complexe non nul admet exactement n racines n-émes deux & deux distinctes.

%+Zk7'()

n

e Si A =Re'® ot (R,0) €]0,+00[xR, les racines n-émes de A sont les nombres complexes de la forme {‘/ﬁei(
k e [0,n—1].

)

e On obtient toutes les racines n-émes d’un nombre complexe non nul en multipliant I'une d’entre elles par les racines
n-émes de 'unité.

Par exemple, puisque —16 = 16e'™, une racine quatriéme de —16 dans C est 2e T ou encore V2(1 +1). Les racines
quatriémes de —16 dans C sont alors

Z():\/Z(] +1), z1 =20 Xiz\/z(—] +1), z2 = 29 Xizzﬁ(—] —1) et zz3 = 2o x i3 Z\/Z(] —1).

6 Similitudes planes directes

6.1 Translations, homothéties, rotations
6.1.1 Translations

Soit T un vecteur du plan. La translation de vecteur U est I’application du plan dans lui-méme qui, & un point M du
plan, associe de point M’ du plan tel que MM’ = U. La translation de vecteur U se note tz. On a donc

—
VIM,M") € P, to(M) =M’ & MM’ = 1.

v

Le théoréme suivant est immeédiat :

Théoréme 36.

e Pour tous vecteurs U et v du plan, tg oty =ty v

e Pour tout vecteur U du plan, ty est une bijection du plan sur lui-méme et (tg)

cherive Tagalita MM — T / - r o .
On veut réécrire I'égalité MM’ = U. On note z, z’ et z4; les affixes respectives de M, M’ et u'. On obtient

2 =z+z5.

L’égalité ci-dessus signifie que si M est un point du plan d’affixe z, alors son image M’ par t est le point d’affixe z’ ou
2/ =z + z. L'écriture z’ = z+ z; s’appelle Pexpression complexe de la translation de vecteur . Cette expression
est du type z’ = az+b avec a =1 et b est complexe.

6.1.2 Homothéties

Soit Q un point du plan et k un réel. L’homothétie de centre Q et de rapport k est 'application du plan dans lui-méme

qui, & un point M du plan, associe de point M’ du plan tel que QM’ = inVT. L’homothétie de centre Q) et de rapport k
se note hgo x ou homg k. On a donc

—
¥(M,M’) € P, hg (M) =M’ & OM' = kKOM.
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M; M;

M;

ci-contre, k = 2

M3
M}

Quand k =T, hg x est I'identité du plan. Quand k # T, on verra plus loin que hg x admet un et un seul point invariant
(c’est-a-dire un point M tel que hg k(M) = M) a savoir le centre de 'homothétie hg k. Quand k = —1, hg x est la
symeétrie centrale de centre Q (dans ce cas, pour tout M, Q est le milieu du segment [MM]).

Le théoréme suivant est immeédiat :

Théoréme 37.

e Pour tout point du plan Q et tous réels k et k’, ha x o ho k’ = ho kk’-

e Pour tout point QO du plan et tout réel non nul k, hq x est une bijection du plan sur lui-méme et (h,_()’k)71 = hQ’%.

Déterminons maintenant 'expression complexe de I’homothétie de centre Q d’affixe w et de rapport k(€ R). Si M est
un point du plan, on note toujours z son affixe puis on pose M’ = hg (M) et on note z’ l'affixe de M’. L’égalité

o
oM’ = kQM s’écrit z' — w = k(z — w) ou encore

Théoréme 38. Soient QO un point du plan d’affixe w et k un réel.

L’expression complexe de ’homothétie de centre Q et de rapport k est z/ = w + k(z — w).

Cette expression complexe est du type z' = az+ b ot b est un nombre complexe et a est un réel (a = k est le rapport de
I’homothétie).

Déterminons maintenant les points invariants par ho i ¢’est-a-dire les points M du plan tels que hg (M) =M. Sik =1,
immédiatement hg . = Idpg) ou encore tout point du plan est invariant par hg . Si k # 1, pour tout point M du plan,

M =M&OM=—kOM e (1—kOM=020M=0 &M =0.

Donc

Théoréme 39. Soient QO un point du plan et k un réel.

o Sik=1, hQ‘k:Id{P.

e Sik #1, ho x admet un point invariant et un seul, son centre Q.

6.1.3 Rotations

On se donne un point Q (le centre de la rotation) et un nombre réel 0. On définit alors la rotation de centre Q et d’angle
0, notée 1o p. Soit M un point du plan. On note M' =r1q o(M).

e Si M = Q, alors on pose M’ = Q.
e Si M #£ Q, alors M’ est le point du plan tel que QM’ = QM (ce qui impose M’ # Q) et (QM,QM’) =0 [2n].
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Q
Déterminons l'expression complexe de T, e. Soit M un point du plan distinct de Q dont l'affixe est notée z et soit M’ un
point du plan dont I'affixe est noté z’.

—
M’ =10.6(M) & OM’ = OM et (W,QM’) — 0 2

/_
<:>z’—wl—|z—w|etzemrg;<Z w> =0 27
zZ— W
r ’r
o | w‘—1etarg<z w>—9[27f]
zZ— W zZ— W
z/—w _ o0
z— W

Sz =w+efz—w).

Cette derniére égalité reste valable quand M = Q ou encore quand z = w. Donc,

Théoréme 40. Soient Q un point du plan d’affixe w et 0 un réel.

L’expression complexe de la rotation de centre Q et d’angle 0 est z/ = w + e*®(z — w).

Cette expression complexe est du type z' = az+b ou b est un nombre complexe et a est un nombre complexe de module
1 (a = €' ot 0 est une mesure de I'angle de la rotation). Sinon, les deux théorémes suivants sont immédiats.

Théoréme 41.
e Pour tout point du plan Q et tous réels 0 et 0/, o 9 0T0,0° =T,0+0'-

e Pour tout point () du plan et tout réel 0, rq g est une bijection du plan sur lui-méme et (T‘Q,e)i] =TQ, 0.

Théoréme 42. Soient QO un point du plan et 6 un réel.

e Sif0e 27TZ, TQ,0 = Id+.

e Si 0 ¢ 27, v e admet un point invariant et un seul, son centre Q.

6.2 Etude des transformations z— az+b

Soient Q un point du plan, k un réel positif et 0 un réel tels que ke'® ¢ {0, 1} (ke'® € {0, 1} équivaut a k =0 ou (k=1 et
0 € 2nZ) et donc ke'® ¢ {0,1} équivaut & (k # 0 et (k # 1 ou 0 ¢ 2nZ)). Effectuons successivement la rotation de centre
Q et d’angle 0 puis 'homothétie de centre Q et de rapport k. La transformation obtenue s’appelle la similitude directe
de centre Q, de rapport k et d’angle 0 et note sp g« la transformation ainsi obtenue.

Soit M un point du plan dont Iaffixe est notée z. On pose M’ =g 9(M) et M” = hg 1 (M’) de sorte que M = s g,k (M).
On note z’ et z” les affixes respectives de M’ et M”. On a

2/ —w=e"97z—w)=ke®(z—w),

et donc 2" = w + ke'®(z — w).

L’écriture précédente s’écrit sous la forme z”” = az + b on a est un nombre complexe distinct de 0 et de 1 et b est un
nombre complexe.
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Q
On a obtenu

Théoréme 43. Soient O un point du plan, k un réel et 0 un réel tels que ke'® ¢ {0, 1}.

L’expression complexe de la similitude directe de centre Q, d’angle 8 et de rapport k est z’ = w + ke'® (z — w).

Effectuons maintenant le travail inverse. On se donne deux nombres complexes a et b et on considére I'application f du
plan dans lui-méme d’expression complexe z’ = az 4+ b. On va analyser la nature de f en fonction de a et b.

ler cas. Si a = 0, alors pour tout z dans C, z’ = b. Dans ce cas, ’application f est constante et en particulier, ’application
f n’est pas une bijection du plan sur lui-méme.

2éme cas. On suppose a # 0. Déterminons les points invariants par f. Pour tout z € C,

zZ=z&8az+b=z& (1—a)z=h.
ler sous-cas. Si a = 1, alors pour tout z dans C, z’ = z+ b. Dans ce cas, f est la translation de vecteur d’affixe b

et en particulier, si a =1 et b =0, f est I'identité du plan.

b
2éme sous-cas. Si a # 1, f admet un point invariant et un seul a savoir le point Q d’affixe w = —— (ce qui est
—a

1

aussi le cas quand a = 0). Puisque Q est invariant par f, on a w = aw + b et pour z dans C, on peut écrire en posant
a=re'? our €]0,+ool et 0 € R\ 27Z,

zZ/—w=(az4+b)— (aw+b)=alz—w) =re®(z—w).
Dans ce cas, T est la composée de ’homothétie de centre Q et de rapport k = |a| et de la rotation de centre Q et
d’angle 6 = arg(a) [271] c¢’est-a-dire la similitude directe de centre Q d’affixe w = %, de rapport k = |a] et d’angle
0 = arg(a) [27].

On a (presque) montré que

Théoréme 44. Soient a et b deux nombres complexes. Soit f l'application du plan dans lui-méme d’expression
complexe z’ = az+ b.

e Si a =0, f est constante.
e Sia=1, f est la translation de vecteur d’affixe b.

b
e Si a¢{0,1}, f est la similitude directe centre Q d’affixe w = T—a de rapport k = |a| et d’angle 6 = arg(a) [27].

De plus,

e f a un unique point invariant si et seulement si a £ 1.
e f est une translation si et seulement si a = 1.

e f est une homothétie si et seulement si a € R.

e f est une rotation si et seulement si |a] = 1.

Exemple. Considérons les trois applications fi, f et f3 du plan dans lui-méme d’expressions complexes respectives
2/ =3z—1+2,z =—iz—-3—ietz/ = (1+1)z—1.

e f; est une homothétie de rapport 3. Le centre de f1 est son unique point invariant. Or, pour z € C,z=3z—-1+2i &

f1_i
Z—Z .
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1
f1 est donc ’homothétie de centre (O (Z’ —1) et de rapport k = 3.

T
e T, est une rotation d’angle arg(—1i) = ~3 [271]. Le centre de f; est son unique point invariant. Or, pour z € C,
3+1 3+1)(1 -1
z=—1z—3—-i&z=— +, @z:—w Sz=—-2+1.
T+1i 2
7r
f2 est donc la rotation de centre Q (—2,1) et d’angle 6 = -3 ou encore le quart de tour indirect de centre Q.

T
e 3 est une similitude directe de rapport |1 +1i| = v/2 et d’angle arg(1+1) = 7 [271]. Le centre de f3 est son unique point

invariant. Or, pour z € C,

z=14+1)z—-1T&iz=15z=—1.

f3 est donc la similitude directe de centre Q (0,—1), de rapport v/2 et d’angle 6 = ;

7 Exponentielle d’'un nombre complexe

7.1 Définition

DEFINITION 8. Pour tout nombre complexe z, on pose

z Re(z)

e —e 1Im(z).

X e

Re(z)

Puisque Re(z) et Im(z) sont des réels, le nombre e etant strictement positif, eR°(#) x ellm(z) est la forme trigono-

meétrique de e*. On a donc immédiatement

Théoréme 45.
evVzeC, e* #0,

o Vz € C, |e*| = eRel?) et arg(e?) = Im(z) [27].

On prendra garde de ne pas remplacer « e* # 0 » par « €* > 0 ». z est maintenant un nombre complexe quelconque

et pas obligatoirement un réel. Par exemple, e'™ = —1 est un réel strictement négatif et e} = e 2 (COS ( \/Tg ) + isin (@
n’est pas un réel.

7.2 Propriétés

On commence par les cas d’égalité des exponentielles de deux nombres complexes.

Théoréme 46.

o V(z,2/) € C? e* =e* &Ik eZ/ 2 =z +2ikm.

oeVzeC, e*=1& z e 2inZ.

DEMONSTRATION .  Soient z et z' deux nombres complexes. La condition nécessaire et suffisante d’égalité de deux nombres

complexes non nuls sous forme trigonométrique donnée dans le théoréme 28 page 25 fournit

’ ’
e? — ¢~ VA e

= |e*| et arg (ez/) = arg () [27]

& Rl — eRel®) ot 3k € 7/ Im(2') = Im(z) + 2k
& Re(z') = Re(z) et Ik € Z/ Im(z') = Im(z) + 2km
& Ikez/z =z+2ikn.

En particulier,

e =1&3kecZ/z=2ikn& z € UnZ.
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Une conséquence importante du théoréme 42 est que 'application C — C n’est pas injective alors que 'application
z = e
R — R estinjective.
x = er

Le théoréme qui suit donne les propriétés algébriques de I’exponentielle d’un nombre complexe : il s’agit une nouvelle fois
des régles de calcul usuelles sur les exposants.

Théoréme 47.
1) V(z,2') € C2, e* x %' =e=t2’,

2) Vz € C, e";«é()eté:e_l.

z
A

3) V(z,z') € C2,

ez’

4) Yz € C, Vn € Z, (e*)" = e"=.

DEMONSTRATION .
1) Soit (z,z') € C*. Posons z =x + iy et z’ =x’ + iy’ ot x, X, y et y’ sont quatre réels.

’

s ’ : ’ ’ : : ’
e xe® =e"xe?xe xeV =exe* xe¥xeV
’ s ’ s ’
S el(y+y ) _ e(x+x J+i(y+y’)
_ ez+z/
2) Soit z € C.
e xe F=e""F — e =
. 1 _
Par suite, e 0 et — =e .
eZ
3) Soit (z,z') € C2.
z
e L o
s =e X — =e"xe - =~
ez ez

4) Soit z € C. Par récurrence, on montre facilement que Vn € N, (e*)" = e"*.

Sin est un entier relatif strictement négatif, alors —m > 0 et

(€)' = —— = =e

a

Il reste a se préoccuper de la surjectivité de 'exponentielle. On sait déja que I'application C — C n’est pas surjective
z = e
car le nombre 0 n’a pas d’antécédent par cette application (Vz € C, e* # 0). On va voir par contre que Papplication
C — C* est surjective.
z = e

Soit Z un nombre complexe non nul. Soit z € C.

e* =72 & |e*] =|Z] et arg (e®) = arg(Z)) [27]
& efe®) = 7| et Ik € Z/ Tm(z) = arg (Z) + 2kn
& Re(z) =In(|Z]) et Ik € Z/ Im(z) = arg (Z) + 2kt (car |Z] € R™™ et Re(z) € R)
& dk € Z/ z =In(|Z]) + 1 arg(Z) + 2ikm.

On a montré que

Théoréme 48.

e L’application C — C* est surjective.
z = e

e Si Z € C*, les solutions dans C de I’équation e* = Z sont les nombres de la forme z = In(|Z|) + 1 arg(Z) + 2ikm ou
k € Z.
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Par exemple, les nombres complexes z tels que e = 1 sont les nombres de la forme 2ikm, k € Z, et les nombres complexes
s
z tels que e* =1 sont les nombres de la forme i— + 2ikm, k € Z.

De maniére générale, si Z est un nombre complexe non nul, ’équation e* = Z a toujours une infinité de solutions. Pour
cette raison, on ne définit pas en classe préparatoire le logarithme d’un nombre complexe et on n’écrit jamais In(Z) quand
Z est un nombre complexe qui n’est pas un réel strictement positif. Pour les mémes raisons, on n’écrit jamais vZ quand
Z est un nombre complexe qui n’est pas un réel positif ou aussi, on n’écrit jamais Z* quand o« n’est pas entier.
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