
Planche no 5. Les symboles Σ et Π. Corrigé

Exercice no 1.

1) Les suites (n)n∈N, (2n − 1)n∈N et (3n + 7)n∈N sont arithmétiques de raisons respectives 1, 2 et 3.

Soit n > 3.

n∑

i=3

i =
(3+ n)(n − 2)

2
=

(n − 2)(n + 3)

2
.

Soit n ∈ N
∗.

n∑

i=1

(2i − 1) =
(1+ (2n − 1))n

2
= n2

Soit n > 3.

n+1∑

k=4

(3k + 7) =
(19 + 3n + 10)(n − 2)

2
=

1

2
(3n + 29)(n − 2) =

1

2

(

3n2 + 23n − 58
)

.

2) Soit n ∈ N
∗. Posons un = 1, 11...1︸ ︷︷ ︸

n

. On a

un = 1+

n∑

k=1

(

1

10

)k

=

n∑

k=0

(

1

10

)k

=
1−

1

10n+1

1−
1

10

=
10

9
−

1

9× 10n
.

Quand n tend vers +∞,
1

9× 10n
tend vers 0, et donc un tend vers

10

9
.

1, 11111 . . . =
10

9
.

Soit n ∈ N
∗. Posons un = 0, 99...9︸ ︷︷ ︸

n

. On a

un =

n∑

k=1

9

10k
=

9

10

1−
1

10n

1−
1

10

= 1−
1

10n
.

Quand n tend vers +∞,
1

10n
tend vers 0, et donc un tend vers 1.

0, 9999.... = 1.

3) Soit n ∈ N
∗. Posons un = 1− 1+ 1− ... + (−1)n−1

︸ ︷︷ ︸
n

. On a

un =

n−1∑

k=0

(−1)k =
1− (−1)n

1− (−1)
=

1

2
(1− (−1)n) =

{
0 si n est pair
1 si n est impair

.

4) Soit n ∈ N
∗.

n∑

k=1

1

2k
=

1

2
×

1−
1

2n

1−
1

2

= 1−
1

2n
. Quand n tend vers +∞, on obtient

1

2
+

1

4
+

1

8
+ ... = lim

n→+∞

n∑

k=1

1

2k
= 1.
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5) Soient x ∈ [0, 1] et n ∈ N
∗. Puisque −x 6= 1, on a

S ′

n(x) =

n∑

k=1

(−1)k−1xk−1 =

n−1∑

k=0

(−x)k =
1− (−x)n

1− (−x)
=

1

1+ x
(1− (−x)n) .

Par suite,

Sn(x) = Sn(0) +

∫x

0

S ′

n(t) dt =

∫x

0

1− (−t)n

1+ t
dt =

∫x

0

1

1+ t
dt −

∫x

0

(−t)n

1+ t
dt = ln(1+ x) −

∫x

0

(−t)n

1+ t
dt.

Mais alors,

|Sn(x) − ln(1+ x)| =

∣

∣

∣

∣

∫x

0

(−t)n

1+ t
dt

∣

∣

∣

∣

6

∫x

0

∣

∣

∣

∣

(−t)n

1+ t

∣

∣

∣

∣

dt =

∫x

0

tn

1+ t
dt 6

∫x

0

tndt =
xn+1

n + 1
6

1

n + 1
.

Comme
1

n+ 1
tend vers 0 quand n tend vers +∞, on en déduit que

∀x ∈ [0, 1], lim
n→+∞

n∑

k=1

(−1)k−1 x
k

k
= ln(1+ x).

En particulier,

ln 2 = lim
n→+∞

(

1−
1

2
+

1

3
− ... +

(−1)n−1

n

)

.

8) a) Soit n ∈ N. un+1 − 3 = 2un − 6 = 2(un − 3). La suite (un − 3)n∈N est donc une suite géométrique, de raison q = 2

et de premier terme u0 − 3 = −2. On en déduit que, pour tout entier naturel n, un − 3 = −2× 2n et donc que

∀n ∈ N, un = 3− 2n+1.

b) Soit n ∈ N.

n∑

k=0

uk =

n∑

k=0

3− 2

n∑

k=0

2k = 3(n + 1) − 2
2n+1 − 1

2− 1
= −2n+2 + 3n + 5.

∀n ∈ N,

n∑

k=0

uk = −2n+2 + 3n + 5.

Exercice no 2.

1) Pour tout naturel non nul k, on a
1

k(k + 1)
=

(k + 1) − k

k(k + 1)
=

1

k
−

1

k + 1
, et donc par télescopage,

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n∑

k=1

(

1

k
−

1

k+ 1

)

= 1−
1

n + 1
=

n

n + 1
.

Pour tout naturel non nul k, on a
1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

(k + 2) − k

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

(

1

k(k + 1)
−

1

(k + 1)(k + 2)

)

et donc

n∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

n∑

k=1

(

1

k(k + 1)
−

1

(k + 1)(k + 2)

)

=
1

2

(

1

2
−

1

(n + 1)(n + 2)

)

=
n(n + 3)

4(n + 1)(n + 2)
.

2) Soit n ∈ N. Pour tout entier naturel k, k× k! = (k + 1− 1)× k! = (k + 1)× k! − k! = (k + 1)! − k! puis

n∑

k=0

k× k! =

n∑

k=0

((k + 1)! − k!) = (n + 1)! − 1.
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Soit n ∈ N. Pour tout entier naturel k,

k

(k+ 1)!
=

(k + 1− 1)

(k + 1)!
=

k + 1

(k+ 1)!
−

1

(k+ 1)!
=

1

k!
−

1

(k + 1)!

puis

n∑

k=0

k

(k + 1)!
=

n∑

k=0

(

1

k!
−

1

(k+ 1)!

)

= 1−
1

(n + 1)!
.

3) Soit n ∈ N
∗.

- Calcul de S1. Posons P1 = aX2 + bX+ c. On a

P1(X+ 1) − P1(X) = a((X+ 1)2 − X2) + b((X+ 1) − X) = 2aX+ (a+ b).

Par suite,

P1(X+ 1) − P1(X) = X ⇐ 2a = 1 et a+ b = 0 et c = 0 (par exemple)

⇐ a =
1

2
et b = −

1

2
et c = 0

⇐ P1 =
X2

2
−

X

2
⇔ P1 =

X(X− 1)

2
.

Mais alors,

n∑

k=1

k =

n∑

k=1

(P1(k + 1) − P1(k)) = P1(n + 1) − P1(1) =
n(n + 1)

2
.

- Calcul de S2. Posons P2 = aX3 + bX2 + cX+ d. On a

P2(X+ 1) − P2(X) = a((X+ 1)3 − X3) + b((X+ 1)2 − X2) + c((X + 1) − X) = 3aX2 + (3a+ 2b)X+ a+ b+ c.

Par suite,

P2(X+ 1) − P2(X) = X2 ⇐ 3a = 1 et 3a+ 2b = 0 et a+ b+ c = 0 et d = 0

⇐ a =
1

3
et b = −

1

2
et c =

1

6
et d = 0

⇐ P2 =
X3

3
−

X2

2
+

X

6
⇔ P2 =

X(X− 1)(2X − 1)

6
.

Mais alors,

n∑

k=1

k2 =

n∑

k=1

(P2(k + 1) − P2(k)) = P2(n + 1) − P2(1) =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

- Calcul de S3. Posons P3 = aX4 + bX3 + cX2 + dX+ e. On a

P3(X+ 1) − P3(X) = a((X+ 1)4 − X4) + b((X+ 1)3 − X3) + c((X + 1)2 − X2) + d((X + 1) − X)

= 4aX3 + (6a+ 3b)X2 + (4a+ 3b+ 2c)X + a+ b+ c+ d.

Par suite,

P3(X+ 1) − P3(X) = X3 ⇐ 4a = 1, 6a+ 3b = 0, 4a+ 3b+ 2c = 0 et a+ b+ c+ d = 0 et e = 0

⇔ a =
1

4
, b = −

1

2
, c =

1

4
et d = 0 et e = 0

⇐ P3 =
X4

4
−

X3

2
+

X2

4
⇔ P3 =

X2(X− 1)2

4
.
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Mais alors,

n∑

k=1

k3 =

n∑

k=1

(P3(k + 1) − P3(k)) = P3(n + 1) − P3(1) =
n2(n + 1)2

4
.

- Calcul de S4. Posons P4 = aX5 + bX4 + cX3 + dX2 + eX+ f. On a

P4(X+ 1) − P4(X) = a((X+ 1)5 − X5) + b((X+ 1)4 − X4) + c((X + 1)3 − X3) + d((X + 1)2 − X2)

+ e((X + 1) − X)

= 5aX4 + (10a + 4b)X3 + (10a + 6b+ 3c)X2 + (5a + 4b + 3c + 2d)X + a+ b+ c+ d+ e.

Par suite,

P4(X+ 1) − P4(X) = X4 ⇐ 5a = 1, 10a + 4b = 0, 10a + 6b + 3c = 0, 5a + 4b + 3c+ 2d = 0,

a+ b+ c+ d + e = 0 et f = 0

⇔ a =
1

5
, b = −

1

2
, c =

1

3
, d = 0 et e = −

1

30

⇐ P4 =
X5

5
−

X4

2
+

X3

3
−

X

30
⇔ P4 =

X(X− 1)(6X3 − 9X2 + X+ 1)

30
.

Mais alors,

n∑

k=1

k4 =

n∑

k=1

(P4(k + 1) − P4(k)) = P4(n + 1) − P4(1) =
n(n + 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30
.

∀n ∈ N
∗,

n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
,

n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

n∑

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
=

(

n∑

k=1

k

)2

et

n∑

k=1

k4 =
n(n + 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30
.

4) Soient n ∈ N et θ ∈ R.

2 sin
θ

2
Cn =

n∑

k=0

2 sin

(

θ

2

)

cos(kθ) =

n∑

k=0

(

sin

((

k+
1

2

)

θ

)

+ sin

((

−k+
1

2

)

θ

))

=

n∑

k=0

(

sin

((

(k + 1) −
1

2

)

θ

)

− sin

((

k−
1

2

)

θ

))

= sin

((

(n+ 1) −
1

2

)

θ

)

− sin

(

θ

2

)

- 1er cas. Si θ /∈ 2πZ, alors
θ

2
/∈ πZ puis sin

(

θ

2

)

6= 0. On peut alors écrire Cn = −
1

2
+

sin

(

(2n + 1)θ

2

)

2 sin

(

θ

2

) .

- 2ème cas. Si θ ∈ 2πZ, on a immédiatement Cn = n + 1.

Exercice no 3.

1) Soit n un entier supérieur ou égal à 2.

1 ère solution.
∑

16i<j6n

1 =

n∑

j=2

(

j−1∑

i=1

1

)

=

n∑

j=2

(j− 1) =

n−1∑

k=1

j =
n(n − 1)

2
.
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2 ème solution.
∑

16i<j6n

1 est le nombre de couples (i, j) d’entiers compris au sens large entre 1 et n tels que i < j. Il y

a n2 couples (i, j) d’entiers compris au sens large entre 1 et n.
Parmi ces n2 couples, il y en a n tels que i = j et donc n2 − n = n(n − 1) tels que 1 6 i, j 6 n et i 6= j. Comme il y a

autant de couples (i, j) tels que i > j que de couples (i, j) tels que i < j, il y a
n(n − 1)

2
couples (i, j) tels que 1 6 i < j 6 n.

Finalement,

∑

16i<j6n

1 =
n(n − 1)

2
.

2) Soit n ∈ N
∗.

∑

16i,j6n

j =

n∑

j=1

(

n∑

i=1

j

)

=

n∑

j=1

nj = n

n∑

j=1

j = n×
n(n + 1)

2
=

n2(n+ 1)

2
.

Soit n un entier supérieur ou égal à 2.

∑

16i<j6n

j =

n∑

j=2

(

j−1∑

i=1

j

)

=

n∑

j=2

(j− 1)j =

n∑

j=1

(j− 1)j =

n∑

j=1

j2 −

n∑

j=1

j

=
n(n + 1)(2n + 1)

6
−

n(n + 1)

2
=

n(n + 1)

2

(

2n + 1

3
− 1

)

=
(n − 1)n(n + 1)

3
.

3) Soit n ∈ N
∗.

∑

16i,j6n

ij =





∑

16i6n

i









∑

16j6n

j



 =
n2(n + 1)2

4
.

4) Soit n ∈ N
∗. D’après

∑

16h,k6n

h2k2 =

(

n∑

h=1

h2

)(

n∑

k=1

k2

)

=

(

n(n + 1)(2n + 1)

6

)2

.

Comme d’autre part,
n∑

h=1

h4 =

n∑

k=1

k4 =
n(n + 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30
d’après l’exercice no 2, question 3), on a

∑

16h,k6n

h4 =

n∑

h=1

(

n∑

k=1

h4

)

=

n∑

h=1

nh4 = n

n∑

h=1

h4 =
n2(n + 1)(6n3 + 9n2 + n− 1)

30
,

et bien sûr
∑

16h,k6n

k4 =
n2(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30
. Par suite,

un =
1

n5

(

2× 5×
n2(n + 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30
− 18

n2(n + 1)2(2n + 1)2

36

)

=
1

n5

(

n2(n + 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

3
−

n2(n + 1)2(2n + 1)2

2

)

=
1

n5

(

2n6 − 2n6 + n5

(

15

3
−

12

2

)

+ termes de degré au plus 4

)

= −1+ termes tendant vers 0

Par suite,

lim
n→+∞

un = −1.
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Exercice no 4.

1) Soit n ∈ N
∗.

n∏

k=1

(

1+
1

k

)

=

n∏

k=1

k + 1

k
=

n + 1

1
= n+ 1 (produit télescopique).

2) Soit a ∈]0, 2π[ et n ∈ N
∗. Alors, pour tout naturel non nul k, on a 0 <

a

2k
6

a

2
< π et donc sin

a

2k
6= 0.

On sait alors que pour tout réel x, sin(2x) = 2 sin x cos x. Par suite, pour tout naturel k,

sin
(

2×
a

2k

)

= 2 sin
a

2k
cos

a

2k
et donc cos

a

2k
=

sin
(

a/2k−1
)

2 sin (a/2k)
=

2k−1 sin
(

a/2k−1
)

2k sin (a/2k)
.

Mais alors,

n∏

k=1

cos
a

2k
=

n∏

k=1

2k−1 sin(a/2k−1)

2k sin(a/2k)
=

sina

2n sin (a/2n)
(produit télescopique).
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