Planche n° 5. Les symboles X et Il. Corrigé

Exercice n° 1.

1) Les suites (N)nen, (2n— nen et (3n + 7)nen sont arithmétiques de raisons respectives 1, 2 et 3.

Soit n > 3.
i, B4+n)(n—=2) (Mm—=2)(n+3)
1= = .
2 2
=3
Soit n € N*.
n 2 _
£ 2
i=1
Soit n > 3.

E(3k+7) _(1943n+10)(n—2)

5 Bn+29)(n—-2) =

(3n? +23n —58).

N —
N =

k=4

2) Soit n € N*. Posons u, =1,11...1. On a
—o

1
L N BN voren S [ 1
TL:1 _ fd _ = = — = —
v +;(1o> ];<10) 1 9 9xion
10
1 10
Quand n tend vers +00, ——— tend vers 0, et donc u, tend vers —.
9 x 10n 9
10
1,11111...—?.

Soit n € N*. Posons u, =0,99...9. On a

n

1

n 1 — —
_ 9 _9 0o 1
”“_ka_m TS
k=1 ]_ﬁ

1
Quand n tend vers +oco0, Tom tend vers 0, et donc u, tend vers 1.

0,9999.... = 1.

3) Soit n € N*. Posons up, =1 —14+1—..+(=1)""". Ona

n
n—1
T—(=™ 1 0 sin est pair
_ I B L S (1)
u“_];)( "= 1—(=1) _2“ (=1) )_{ 1sin est impair

1

L 1
4) SoitneN*.;z—kzzx ] ] :1—2—n.Quandntendvers+oo, on obtient

N 2
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5) Soient x € [0,1] et n € N*. Puisque —x # 1, on a

- Pk p K _ T=(=)" 1 n
=2 (- =) ()= = —— (1 (=)"™).

k=1 k=0
Par suite,
* I G O i (=t (=t
— ! —_ e — P J—
S“(X)_S“(O)+JO Sh(t) dt—J'O Tt dt = J 1—|—tdt Jo Tt In(1+ x) Jo Tt dt.
Mais alors,
X (—t)n JX (—t)n JX tn JX xn+1 1
—1In(1 = t| < t= t< | thdt = < —.
S0 () = In(T + ]| L 7t ¢ ol T+t d o1+td 0 =0T ST
1
Comme 7 tend vers 0 quand n tend vers +o00, on en déduit que

n

k
vx € [0,1], lim Z(_nk—”‘_:

k

n—-+oo
k=1

En particulier,

8) a) Soit n € N. up 1 —3 =2u, —6 = 2(un — 3). La suite (up — 3)nen est done une suite géométrique, de raison q = 2
et de premier terme up — 3 = —2. On en déduit que, pour tout entier naturel n, u,, —3 = —2 x 2™ et donc que

vneN, u, =3-2""1, I

b) Soit n € N.

n n n « o+l g >
— — — n
k=0 k=0 k=0

n
vn € N, Zuk:—2“+2+3n+5.

Exercice n° 2.

1) Pour tout naturel non nul k, on a , et donc par télescopage,

(k+1) k(k+1) k k+1
=1 = (1 1 ) 1 n
Y =2 () S e
Zkk+1) =k k+] n+l Al
1 1 (k+ 1
Pour tout naturel non nul k, on a KTkt Zk(k k+2 ( KT 1) k+1)(k+2)> et donc

= 1 _ 1 1 YA 1 7 (n+3)
Zk(k+1)(k+2)_§;(k(k+1) (k+1)(k+z))_§(§ (n+1)(n+2)>_4(n+1)(n+z)'

k=1

2) Soit n € N. Pour tout entier naturel k, k x kl = (k+1—1) x kl = (k+ 1) x kl =kl = (k + 1)! — k! puis

ik i (k+1)1—K) = (n+D-1.
k=0 =

http ://www.maths-france.fr 2 ©) Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



Soit n € N. Pour tout entier naturel k,

ko (k+1-1)  k+1 1T 1
k+1! (k+1)!  (k+1D k+11 kK (k1)

puis

=k Laya 1 1
Z(k—H :Z(E_(k+1)!>:]_(n+1)!'

k=0 ! k=0
3) Soit n € N*.
- Calcul de S;. Posons P; = aX?2 +bX+c. On a

Pi(X+ 1) —Pi(X) =a((X+1)2=X3) +b((X+1)—X) =2aX + (a +b).

Par suite,
PiX+1)—Pi(X)=X&2a=1eta+b=0et c=0 (par exemple)
1 1
@a—zetb——zetc—o
Xz X X(X—1)
= P]._-TZ-_-§-¢$ P]-— ———z———.
Mais alors,
n n
nn+1
> k=) (Pi(k+1)— (k)):P1(n+1)—P1(1):%.

k=1 k=1

- Calcul de S,. Posons P, = aX3 +bX2 +cX+d. On a

PoX+1)=Pa(X) = a((X+1)2=X3)+b(X+1)2 =X} +c((X+1)=X) =3aX*+ (3a+2b)X+a+b+ec.

Par suite,

P2(X+1)—Py(X)=X*<3a=1let3a+2b=0eta+b+c=0etd=0
<=a=%etb=—%etc=%etd:0
<:P2:X;—X72+§<:>P2:X(X_”6(2X_”,

Mais alors,

> =Y (Pt ) —Pa(K)) = Pafn 1) py(1) = MR DT

k=1 k=1

- Calcul de S;3. Posons P3 = aX?* +bX3 +cX2+dX+e. Ona

Ps(X4+1)=Ps(X) = a((X+1D* =X +0((X+1)° =X +c(X+ 1) =X +d((X+1)=X)
=4aX3 + (6a+3b)X?> 4+ (4a+3b+2c)X+a+b+c+d.

Par suite,

P3(X+1)—P3(X)=X3 =da=1,6a+3b=0,4a+3b+2c=0ctatbtctd=0cte=0

1 1
yb=—,c=-etd=0ete=0

Ga= 2 ¢77%

4>|~

x4 X3 X2 XZ(X—])Z
<:P3—T—7+T<:>P3—74 .
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Mais alors,

n n 2 1 2
S K= Y (Plk+ 1) P(k)) = Py(n + 1) — Ps(1) = - E DT
k=1 =

k=1

- Calcul de S4. Posons Py = aX® +bX* +cX3 +dX2+eX+f. On a

Pa(X+1)=Ps(X) = a((X+1)° =XO) +b((X+1)* =X +c(X+1)° =X3) +d((X+1)2 = X?)
+e((X+1)—=X)
=5aX* + (10a4+4b)X3 + (10a+6b+3c)X?> + (5a+4b+3c +2d)X+a+b+c+d+e.

Par suite,
P4(X+1)—P4(X) =X* &5a =1, 10a+4b =0, 10a+6b+3c =0, 5a +4b +3c+2d =0,
a+b+c+d+e=0etf=0
1 1 1 1
&Sa= E’b 2c 3 d=0ete= 30
=P 7x5_><4+x3_x(:)P X(X—=1)(6X3 —9X2 + X +1)
T 273 300t 30 '
Mais alors,

S K= Y (Palk+1)— Palk)) = Pafn + 1) — Py(1) = MREDEN T 1)

k=1 k=1 30
vn € N*,
o nn+1) «., nm+H2n+1) & 3 (n+1)2 =
Y k=t s e L ) e i Zk
k=1 k=1 k=1, k=1
= nn+1)(6n® +Mm? +n—1)
t Yy k= .
¢ 1; 30

s~ (9t 8- o (1)) (1))
£ (w0 (- )9)

. ((2n+1)0
0 0 1 2
- ler cas. Si 0 ¢ 2nZ, alors 5 ¢ mZ puis sin (E) # 0. On peut alors écrire C,, = —= + )

2 . 0
2sin (E)

- 2éme cas. Si 0 € 2nZ, on a immédiatement C,, =n + 1.
Exercice n° 3.

1) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

n n—1
1 ére solution. Z 1—Z<Z1> Z)—U:Zj:y.

1<igjisn
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2 éme solution. Z 1 est le nombre de couples (i,j) d’entiers compris au sens large entre 1 et n tels que i <j. Il'y
I<i<jgn

couples (i,j) d’entiers compris au sens large entre 1 et n.

2 couples, il y en a n tels que i =j et donc n> —n =n(n—1) tels que 1 <1i,j <netiz#j. Commeily a

nn-—1)
2

an?

Parmi ces n
autant de couples (i,j) tels que i > j que de couples (1,j) tels que i < j,ily a couples (i,j) telsque 1 <i<j <

Finalement,

2) Soit n € N*.

n n ,
j_Z<Zj> :_Z“i:n_Zj:nx“(“2+U _n (nz+1)_

I<ijsn j=1

Soit . un entier supérieur ou égal a 2.

n j—1 n n n n
> i—Z( i)—Z(i—U)’—Z(J’—UJ’—Z)’Z—Z)’
I<i<j<n j=2 \i=1 j=2 =1 j=1 j=1
_n(n+1)(2n+1)_n(n+1)_n(n—H)<2n+1 ])
6 2 2 3
_ (m=1Tnmn+1)
N 3

3) Soit n € N*.

1<i,j<n 1<i<n 1<n
4) Soit n € N*. D’aprés
2
h2K2 — < - h2> <ikz> _ (n(n+1)(2n+1)>
6
1<h,k<n. h=1 k=1
n n
1 3 4+9n2 —1
Comme d’autre part, Z h* = Kt = nn+ 1en ;(; nAn—1) d’apreés Pexercice n° 2, question 3), on a
h=1 k=1
n n 2
4 4 a_ s MmN End +m24n—1)
> h_Z<Zh> Znh nZh % ,
1<h,k<n h=1 \k=1
1 349n? —1
et bien str Z k* = n(n+1)(6n 33_ non ). Par suite,
1<h,k<n

i n+1)(6n3+9n2+n—1)_]8n2(n+1)2(2n+1)2

- nd 30 36

1 M40’ +9m*+n—1) n’(n+1)*2n+1)?

T n 3 2

1 P G 5 (15 12 )

=5 <2n —2n°+n 37 + termes de degré au plus 4
= —1 + termes tendant vers 0
Par suite,
lim w, =-—1.
n—-+oo
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Exercice n° 4.

1) Soit n € N*.

n n
k+1 1
(] + ) = H + i =n+ 1 (produit télescopique).
k=T k=1 k

a a a
2) Soit a €]0,2n[ et n € N*. Alors, pour tout naturel non nul k, on a 0 < 7K < 5 < 7t et donc sin 7K #0.
On sait alors que pour tout réel x, sin(2x) = 2sin x cos x. Par suite, pour tout naturel k,
a sin(a/2%7") 2% Tsin (a/2%77)

in (2 2sin — cos —
s1n( xz—k)z sin ;- cos 5 et donc €08 3 = Z5in (a/25) = I sin (a/25)

Mais alors,

2k Tsin(a/24 1) sina e .
H cos E > sin(a/25) = S (@/27) (produit télescopique).
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