Planche n° 4. Trigonométrie. Corrigé

Exercice n° 1
Dans ce qui suit, on note .7 I’ensemble des solutions de I’équation proposée sur un intervalle I donné.

1) Soit x € R. sinx = 0 & x € mZ. Donc, .Y = nZ. Ensuite, o 2 = {0, 7, 271}

2) Soit x e R.sinx=1&x € g + 2ntZ. Donc, g = g + 27Z. Ensuite, S 27 = {g}

3) Soit x e R.sinx=—1&x € —7—; + 2nZ. Donc, Y& = —g + 27nZ. Ensuite, S0 2m) = {377-[}
4) Soit x € R. cosx =1 & x € 2nZ. Donc, Y& = 2nZ. Ensuite, /g 2, = {0, 271}

5) Soit x € R. cosx = —1 & x € m+ 2nZ. Donc, S = m+ 2nZ. Ensuite, .7} 2 = {7}

6) Soit x e R. cosx=0& x € g + nZ. Donc, SR = g + mZ. Ensuite, . o] = {g, 377-[}
7) Soit x € R. tanx = 0 & x € nZ. Donc, & = nZ. Ensuite, %o 2 = {0, 7, 271}.

8) Soit x e R. tanx =1 & x € ;—t + 7Z. Donc, S = ; + 7Z. Ensuite, o 2n) = {;, %}

Exercice n° 2

1 5 5
1) Soit x € R. sinx = 7 S x e (g +27TZ) U (% +27TZ>. De plus, 0,24 = {E —T[}

1 5m 7
2) Soit x e R. sinx =——= & x € (—; +27TZ) U <—%T7T +27‘[Z>. De plus, S0,2m = {—ﬂ —ﬂ}

V2 474
. s 3n 7m
3) Soit x e R. tanx =—1 & x € ~7 + 1Z. De plus, Sp 2] = T
4) Soit x € R. tanx ! X € +7TZ De plus, .7 m o
i Ctanx = — — u =< =, — 5.
\/g p [0,27] 6’6
) V3 e 17
5) Soit x € R. COSX—T X € (_E +7TZ) (g +7TZ).De plus, A0, 2] —{E,T}

6) Soit x € R. cosx = —% Ex e <—%T7T +7'[Z> U <%T -|—7'[Z>. De plus, S0,2m = {%Tﬂ,?}

Exercice n° 3

1) Soit x € R. sin(Zx):%@}er (%+27IZ) U (5%[—1—2712) S x € (]2+7TZ) <?—2 +7'[Z>

7t 57t 137w 177
De plus, 0,24 = {ﬁ) 212 v}
. X 1 X 5n Ve 57t 7T
5t 7m
De plus, S0,4m = {7» 7}

3)SoithR.tan(Sx)z](:)SXGE—HIZ(:)XE + ZDeplus Loym =

{7‘[ m 91 137 1771}

4 20 207420’ 20’ 20
1
4) Soit x € R. cos(2x) = cos’x & cos(2x) = z(] + cos(2x)) & cos(2x) = 1 & 2x € 2nZ & x € 7mZ ou aussi
cos(2x) = cos?x & 2cos?x — 1 =cos?x & cos?x =1 & cosx = 1 ou cosx = —1 & x € nZ. De plus, 10,21 =10, 7, 27}

5) Soit x € R. 2cos?x —3cosx+1 =0 & (2cosx —1)(cosx —1) =0 & cosx = = ou cosx = 1 & x € (—E—&-ZT[Z) U

3

N =

i 7T 57
(§ +27rZ) U2nZ. De plus, Fio 2m) = {o U Zn}

6) Soit x € R. COS(RX)ZO{Z}“XEE-I—T[Z{:}XEE-I-EZ.
2 2Zn n
7) Soit x e R. |[cos(nx)| =1 & nx enZ & x € %Z.
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8) Soit x e R. sin(nx) =0 & nx e Z & x € gz.

9) Soit x € R. [sin(nx)| =1 & nx € E+7'[Z<:>xe i—i—EZ.
2 2n n
10) Soit x € R.
. . sinx . cosx — 1
sinx = tanx & sinx — =0&sinx X —— =
0S X CcoS X

Ssinx =0 & x € Z.

De phlS, =5ﬂ[0,27t] = {O, T, 27'[}
11) Soit x € R.

0& (sinx =0o0u cosx =1) et cosx # 0

sin(2x) + sinx = 0 & sin(2x) =sin(x +71) & (Fk € Z/ 2x = x + 7w+ 2km) ou (Tk € Z/ 2x = w— (x + 7) + 2km)

2k
& (Fk € Z/ x =+ 2km) ou (3k€Z/X=Tﬂ>.
2 2 4
Done, Y& = (m+ 2nZ) U (;Z) puis, 0,2 = {0, ?ﬂ,n, ?ﬂ,b‘[}.
12) Soit x € R.
12cos® x — 8sin?x =2 & 6cos’ x —4(1 —cos® x) =1 & cos® x = l & cosx = L ou cosx = —L
2 V2 V2
s s T T

3

De plus, 5’[,“’“} = {_T’_

&1 A

x)

= XE [—ﬂ,—g} U E,ﬂ}.

us
R

Exercice n° 4

—_—

1) Pour x € [—m, 7], cosx < 3
2) Pour x € R sinx>—L(:>x€U T okn 5—7t—|—2k71
) = \/z 4 b 4 .

kezZ
3) Pour x € [0, 27,

cosx>cos§(:)2(:0s2§—cos§—1 >0&

X 1 X
S cosz < —= & < €

2 2 2 3

keZ

4 8
S x € U]g+4kﬂ,g+4kn{<:>x€}

X X X X
(ZCOSE-I-]) (cosz—1) >0(:)Zcosz—|—1 <Oet cosz#l
U}z?n-l—an,é‘—ﬂ—f—an{

4?7-[,2%] .

1
4) Pour x € [—m, 7, cos® x > cos(2x) & z(] + cos(2x)) = cos(2x) & cos(2x) < 1. Puisque pour tout réel x, cos(2x) < 1,

SR =R.

1 1 1 7 37 5t 7m

2 Zx<s & -——=< < —= =y — — |-

5) Pour x € [0, 271, cos” x 2(:) 7 cos X 2(:>x6[4,4}u[4,4]
6) Pour x € [0, 27,

1 1

cosggsin§<:>ﬁsin§—ﬁcos§>0<:>sin(§—§)>O<:>Elk€Z/2k7r§§—;§7r+2k7I
<:>EIk€Z/%T7T+6k7r<x<37I+%TT[+6k7I<:>%Tﬂ<x<27'[
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Exercice n° 5

2 2TV 2 (12 22 m
cos” < (1+cos( X 8)) 2<1+ > 7] etpmsquecosg>0
T 2+42
cos — = 3 .

R . . T Lo ‘ T
De méme, puisque 51115 >0, s1ng = \/z (1 cos (2 X g)) et

T V2-V2
1n8_ 5 .
Exercice n° 6
COSE_COS(E—E)_COSECOSE-FSinESinE—M
12 3 4) 3 4 3 4 4 )
De méme,
sm—*sin(z—z)*sinzcosE in T[' i M
12 3 4/ 3 4 3 4 4 ’
T V6e+rVvV2 . m VJ6e—\2
cCOS— = ——— et sin— = .

T4

Exercice n° 7

a
1) Si a est dans ]0,7t[ alors, pour tout entier naturel non nul k, 7x est dans ]0,7t[ et donc 5111 ;é 0. De plus, puisque

sin (2 X 2—k) = 2sin (2k)cos (2k) on aCOb(z(i) _ SlnEl

2k~ .
——= g~ Par suite,
2si (—

n ay 1 sina sm( ) Sm(zn%)_ sin a
e () = v 0 12 )

sin (2%) - 2™ sin (2%) '
2) Vk € N*, cos (Zk) > 0 car zik est dans ]O, g [ Ensuite,

i (cos(i =n<n i); & =1n<Sina)—ln %
= k e ok . a a 2%

2" sin 7n

2]
/\

. a )
m . sinx
72 — lim
x—0 X

Maintenant, lim
n

=1 et donc,
—+o00

“:’lﬂ

n

i os(5) = (222).

Exercice n° 8

1) Soit 0 € R.

c0s(30) = cos(20 + 0) = cos(20) cos(0) — sin(20) sin(0) = (cos2 0 — sin? 6) cos® — 2sin? 0 cos 0
= cos® 0 — 3 cos Osin? O

et

sin(30) = sin(20 + 0) = sin(20) cos(0) + cos(20) sin(0) = 2sin 6 cos? 6 + (cos2 0 — sin? 6) sin ©

= 3sin 0 cos® 6 — sin> 0.
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VO € R, cos(30) = cos® 0 — 3 cos0sin’ 0 et sin(30) = 3 cos? Osin 0 — sin> 0.

Ensuite, tan(36) et tan 8 existent < 30 ¢ g Y7 et O ¢ g L7 &30 ¢ g Y70 ¢ g+ gz.

T 7
Soit d 0¢ =+ =Z.
oit donc 0 ¢ c + 3

sin(30) 3cos? 0sind —sin’ 0 _ 3tan0 — tan> @
cos(30)  cos30—3cosOsin?® 1 —3tan?@

aprés division du numeérateur et du dénominateur par le réel non nul cos> 0.

tan(30) =

)

3tan0 — tan> 0

R O b T

3

2) Soit a # i%.

1lére méthode. a est bien stir racine de I’équation proposée, ce qui permet d’écrire :
° = 3a—o’ & (3x—x3) (1 — 3(12) = (1 — 3x2) (3(1 — a3) (car £+ L ne sont pas solution de I’équation)
1—3a? V3
(3 —1)%x* =3 (a®—=3a)x* =3 (3a’ = 1)x+a*—3a=0
(x—a) ((

3a2—1)x2+8ax—a2+3)20.

3x —x
1—3x2

Le discriminant réduit du trindme (3(12 — 1) x% 4 8ax — a? + 3 vaut :

2
A’ =16a? - (302 — T)(—a? +3) = 3a’ + 6a? +3 = (V3 (a2 +1)) " >0.
L’équation proposée a donc trois racines réelles :

y:{a)4a—\/§(a2+1) 4a+\/§(a2+1)}

1—3a2 ’ 1—3a2

T T
2éme méthode. Il existe un unique réel o € ]— ——= —} tel que a = tan &. De méme, si x est un réel distinct de

73055
T T
66

1
:I:%, il existe un unique réel 0 € }—7—;, g {\ {— , } tel que x = tan 8. Comme :I:% ne sont pas solution de I’équation
proposée, on a :
3x —x3 3a—a3<:>3tan9—tan39 3tanoc—tan3oc(:>td (30)  tan(3a)
= = an = n
1—-3x2  1-3a? 1—3tan’0 1 —3tan? «
&30 €3a+mZ e 0 € xt 2L

Ceci refournit les solutions x = tan x = a, puis

U
tanoc—i—tang a++3 (a+\/§) (1 +\/§a) 4a+V3(a2 +1)
X:tan(oc+—): = _ 5 _ _ )
3 1—tanoctan§ 1—V3a 1—3a 1—-3a

m 4a—+/3(a2+1)
etx—tan(oc—g)— T-3a2 .

Exercice n° 9 Pour x € [0,71], posons f(x) = tanx + tan(2x) + tan(3x) 4 tan(4x).

f(x) existe & tanx, tan(2x), tan(3x) et tan(4x) existent

& (xgé E—i-T[Z) et (2x€ E—}—WZ) et (3X¢§+7‘[Z) et (4x€ g—i-TEZ)
+ZZ) (xé%—l—%Z) et (xgég—l-;Z)

-b?-l
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Ainsi, f est définie et continue sur

|:OT[|:U:|7T H[U}ﬂ H[U T 371 U 3n U T 571 U 5t 3m U 3 5m U 5t 7m U 77r7r

'8 8’6 6’4 4’ 8 8’2 2’8 8’ 4 4’ 6 6’ 8 8|

Sur chacun des dix intervalles précédents, f est définie, continue et strictement croissante en tant que somme de fonctions
strictement croissantes. La restriction de f a chacun de ces dix intervalles est donc bijective de 'intervalle considéré sur

Iintervalle image, ce qui montre déja que I’équation proposée, que 'on note dorénavant (E), a au plus une solution par
intervalle et donc au plus dix solutions dans [0, 7t].

7
Sur I = [O, T [ oul= } —T[, 7'[} , puisque f(0) = f(m) =0, (E) a exactement une solution dans I. Ensuite, dans I’expression

8 8

de somme f, une et une seule des quatre fonctions est un infiniment grand en chacun des nombres considérés ci-dessus, a

T
I’exception de 3 En chacun de ses nombres, f est un infiniment grand. L’image par f de chacun des six intervalles ouverts

T
n’ayant pas = pour borne est donc | — oo, +o0o[ et (E) admet exactement une solution dans chacun de ces intervalles. Ceci

porte le total & 6 + 2 = 8 solutions.

T s
En 5 tan x et tan(3x) tendent vers +oo tandis que tan(2x) et tan(4x) tendent vers 0. f tend donc vers +oo en 5 et de

T+ . . . .
méme f tend vers —oo en 5 - L’image par f de chacun des deux derniers intervalles est donc encore une fois | — oo, +oo[

et finalement,

(E) admet exactement dix solutions dans [0, 7.

Exercice n° 10

2

1) Pour x réel , on a : cos“x = 2

(1 + cos(2x)) et donc une primitive sur R de la fonction x +— cos®x est la fonction

N —

x 1
= + —sin(2x).
x>—>2+4s1n(x)

1
8

2 2 _

1
xsin® x = (cosxsinx)? = 7 sin?(2x) =
1

x est la fonction x — g ) sin(4x).

XCOSX = (1 — sin? x) cosx = cosx — cosxsin® x et donc une primitive sur R de la

x est la fonction x — sinx — 3 sin® x.

2) Pour x réel , on a : cos (1—cos(4x)) et donc une primitive sur R de la fonction

2 2

X — cOs” X sin

3

3) Pour x réel , on a : cos® x = cos?

fonction x — cos>
Exercice n° 11

X 1 —cosx
1) tan = existe si et seulement si x ¢ 7+ 2nZ et ———— existe si et seulement si x ¢ nZ. Pour x ¢ nZ,
sinx

2
.2 (X . X
1— cosx 2sin (i) sin (z) X
sinx 2si (E) cos (E) B cos (E) B tanz-
2 2 2
2) Pour tout réel x,
2 2 1 3 1 3
sin (x— g) + sinx + sin (x—l— g) =3 sinx — %cosx—l—sinx— zsinx—&— %cosx =0.
3) tan (E — x) tan (E + x) et existent si et seulement si T X n + x et 2x ne sont pas dans n + nZ, ce qui
4 ’ 4 cos(2x) * 4 T4 p ) e q
L. N Tt Tt s s
équivaut a x ¢ ) + ZZ. Donc, pour x ¢ ) + ZZ,

i i 1—tanx 14+tanx cosx—sinx cosx-+sinx
tan(Z—x)—i—tan(——}—x) =

4 ~ 14+tanx 1 —tanx cosx+sinx = cosx —sinx
(cosx — sinx)? + (cosx + sinx)? B 2(cos? x + sin? x) 2
cos? x — sin? x cos(2x) cos(2x)

4) Pour x ¢ ;Z,
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2 2

cosx sinx  cos“x —sin“x  2cos(2x) 2
—tanx = — = =

tanx sinx  cosx sinxcosx  sin(2x)  tan(2x)’

Exercice n° 12

1) Pour tout réel x, 1 — 2k cosx + k? = (k — cosx)? + sin? x > 0. De plus,
1—2kcosx+k?=0=k—cosx =sinx =0= x € nZ et k = cosx = k € {—1,1},

ce qui est exclu. Donc,

vk e R\ {-1,1}, ¥x € R, 1 —2kcosx + k? > 0.

La fonction fy est donc définie sur R, dérivable sur [0, 7] en vertu de théorémes généraux. Pour x € [0, 7], on a :

_ 1 _
fi.(x) = cosx (1 — 2k cosx + k?) V2 _ 5 sinx(2ksinx) (1 — 2k cosx + k?) 3/2
= (1 — 2k cosx + kz)is/2 (cosx (1 — 2k cosx + kz) — ksin? x)
= (1 —2kcosx+k2)_3/2 (—kcos? x + (14 k?) cosx — k)

= (1 — 2k cosx + kz)is/2 (kcosx —1)(k — cosx)

(kcosx —1)(k — cosx)
(1 — 2k cosx + k2) V1 —2kcosx + k2

Vx € R, fi(x) =

ler cas: k| < 1et k# 0 (sik =0, pour x € [0,7], fi.(x) = sinx). Pour tout réel x de [0, 7], (1—2k cos x+k?)3/2(k cos x —

)
1) <0 et fi(x) est du signe de cosx — k. Soit 0 €]0, 7[\ {g} tel que cos 0 = k.
x |0 0 s
f/(x) + 0 —

1
p /\
0 0
B sin @ B V1—k2
V1 —=2kcosO+k? 1—=2k?+K2

2éme cas : k > 1. Pour tout réel x de [0,71], (1 — 2kcosx 4+ k?)73/2(k — cosx) > 0 et fr(x) est du signe de kcosx — 1.

Soit 0 €]0, [\ {g} tel que cos B = ]E

(car f1.(0) =1).

X 0 0 us
f/(x) + 0 —
1
/k\
f
0 0
1
fear (0 = L _ 1
ar = - ).
« VI—-2+k?2 k

3éme cas : k < —1. Pour tout réel x, (1 — 2kcosx + k?)3/2(k — cosx) < 0 et fi.(x) est du signe de 1 — kcosx. Soit

0 E]O,ﬂ[\{g} tel que cos 0 = %
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1

-2 .

VI—21K2 V2 kT
7T

2) Pour k € R\ {—1,1}, posons I} = J fr(x) dx.
0

(car f (0) =

7T
Sik=0, Ix = J sinx dx = 2. Sinon,
0

1 (™ 2k sin x 1 e
Iy = — dx = — |1 —2kcosx + k2
h kJ 2V — 2kcos x + K2 k{\/ }o

1
:E(\/1+2k+k2 V1—2k+k2) = (Ik+1\—\k—1|).

Plus précisément, si k €] — 1, 1[\{0}, Ix = %((1 +k)— (1 —Kk)) =2, ce qui reste vrai pour k=0. Si k > 1,

1 2 -2
Ix = E(“ +k)—(k=1)) = © et enfin, si k < —1, [ = - En résumé,

Sikel—1,1[ Iy =2 et sik €] — 0o, —1[U]1, +o0l, Ix

:m,

Exercice n° 13

1) Soient n € Net x € R.

2 3 i = - 2o o 3 (s (1)) o (k- 1))

k=0

= (sin (5 )—zsm( ))+<bmz( >_Sm(;)>+(Sin<g>—bm(3zx>>+
() (252

gt x xS AT o onx
=sin ————+sin 5 = 2sin ———cos 5
. (n+1)x nx
X X SHl——iZ———CO'TT
Ensuite, 2sin 7= 0& 5 €NL & x € 2nZ. Si x € 217, directement S;; =n+ 1 et si x ¢ 2nZ, S,, = X
sin >
nxy . ((n+1)x
. cos (7) sin | ——=—— .
vn €N, Vx € R, Zcos(kx): X six ¢ 2nZ
k=0 Sin (Z)

n+1six € 2nZ

n n
2) Soient n € N et x € R. Posons S, = Z cos?(kx) et S/ = Z sin®(kx). On a :

k=0 k=0
n

Sn+S) = Z(cosz(kx) + sin?(kx)) = Z 1=

k=0 k=0
et

n

Sn—S/ = Z(cosz(kx) — sin?(kx)) = Z cos(2kx).
I

k=0

D’aprés 1), si x € 7Z, on trouve immeédiatement,

Z cos?(kx) =n+1et Z sin? (kx) = 0,

k=0 k=0
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et si x & nZ,

cos(nx)sin(n + 1)x

Sn+S,=n+TletS,—S/ = o ,

de sorte que

Sn =

(n—i—] N cos(nx) s.m(n—i- 1)x) et S/ =
sin x

(n e cos(nx) sin(n + 1)x)

sin x

NI =
NI =

Exercice n° 14

4 T
cos g + cos

3n 5n 7Tt T 3n T T
4 9T 4 27T 4 4T 4 9T 4T 4T
3 + cos 3 + cos 3 2<cos 3 + cos 8) Z(COS 3 + sin 8)

2
=2 ((cos2 g + sin? E) — 2 cos? n sin? g) =2 (1 — 1 sin? E)

8 8 2 4
1 3
:2 —_ = = —.
(1-3) -3

Exercice n° 15

1) Soit x € R.

cos(3x) = sin(2x) & cos(3x) = cos (g — ZX) &S (Elk €Z/)3x = g —2x+ an) ou (Ek €7/ 3x = —g + 2x + an)

T 2kt T
& (akeZ/x_ﬁ T) ou (akeZ/x:—zukn).

.

2) Soit x € R.

cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x) = cosx (2 cos® x — 1) — 2sin?® x cosx
=cosXx (ZCOSZX — 1) -2 (1 — cos? x) cos X

=4 cos® x — 3cosx.

Vx € R, cos(3x) =4 cos> x — 3 cosx.

3) Par suite, pour x € R,

cos(3x) = sin(2x) & 4cos® x —3cosx = 2sinx cosx & cosx (4cos2x -3 ZSinx) =0

<:>cosx(—4sin2x—251nx+ 1) =0& (cosx =0) ou (4sin2x+Zsinx—1 :0).

s 137
D’aprés 1), I’équation 4sin?x 4 2sinx — 1 = 0 admet entre autre pour solutions 70 et T (car, dans chacun des deux
s
cas, cosx # 0), ou encore, I'équation 4X? + 2X — 1 = 0 admet pour solutions les deux nombres distincts X; = sin — et

10

3n
Xz =sin 0 qui sont donc les deux solutions de cette équation. Puisque X7 > 0 et que X2 < 0, on obtient

~1++5 —-1-5
X]:TetXZZT.
D (pui . 13m 3_7t)
onc, (puisque S —]0 = S111 10 s

oo —1+45 31 1445
sin — = ——— et = .

10 4 M0 T T g
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Busuite, sin 2 — cos (T — 27 _eos ™. et
nsuite, Sin ]O_COS 2 ]0 —COSS,G onc

COSE—]+\/§
5 4

Enfin, cos% =,/1 —sinz% = %\/10—1—2\/5 et de méme sing = %\/10—2\/5:0%?—75.
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