Planche n° 3. Raisonnement par récurrence. Corrigé
Exercice n° 1
Montrons par récurrence que : Vn € N; 2™ > n.

e Pour n =0, 2° = 1 > 0. L’inégalité & démontrer est donc vraie quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que 2™ > 1 ou encore plus précisément, 2™ > n + 1 (puisque 2™ est un entier) et montrons
que 2" >n 4+ 1.

M =2 x 2"
> 2(n+ 1) (par hypothése de récurrence)
=n+T4+n+1
>n+1.

vneN, 2" >n. '

On a montré par récurrence que :

Exercice n° 2
Montrons par récurrence que : ¥n >4, n! > n?.

ePourn =44 =4 x3x2x1=24et 4> =16. Puisque 24 > 16, I'inégalité & démontrer est donc vraie quand n = 4.
e Soit 1 > 4. Supposons que n! > n? et montrons que (n 4 1)! > (n + 1)2.

MmM+N!=Mn+1)xn!

> (n+1) x n? (par hypothese de récurrence).

O, n+ ) xn?—m+1P2 =m+1) 2 -—m-1=mn+1)nm—-1)—=1) >5x(4x3—1) =55 > 0 et donc
M+ xn?>Mm+1)2puis (n+1!> (n+1)2

On a montré par récurrence que :

Yn >4, nl > n?.

Exercice n° 3
Montrons par récurrence que : Vn > 2, n est divisible par au moins un nombre premier.

e 2 est divisible par 2 qui est un nombre premier. La propriété & démontrer est donc vraie quand n = 2.

e Soit . > 2. Supposons que pour tout k € [2,n], k est divisible par au moins un nombre premier et montrons
que n + 1 est divisible par au moins un nombre premier.

Sin+ 1 est un nombre premier, n + 1 admet au moins un diviseur premier a savoir lui-méme. Sinon, n + 1 n’est pas
premier. Dans ce cas, il existe deux entiers a et b éléments de [2,n] tels que n+1 = a x b. Par hypothése de récurrence,
I’entier a est divisible par au moins un nombre premier p. L’entier p divise 'entier a et I’entier a divise ’entier n+ 1.
Donc le nombre premier p divise entier n + 1.

Dans tous les cas, I’entier n 4 1 est divisible par au moins un nombre premier.

On a montré par récurrence que tout entier supérieur ou égal a 2 est divisible par au moins un nombre premier.
Exercice n° 4
Montrons par récurrence que : Yn € N, u, = (—2)™ 4 3™.

o (—2)°+3°=2=uget (—2)" +3" =1 =uy. L'égalité & démontrer est donc vraie quand n =0 et n = 1.

e Soit n > 0. Supposons que U, = (—2)"+3" et que Un1 = (—2)™FT+3™*1 et montrons que Un 4o = (—2)"H2 43742,

Un42 = Uny1 +6Up
= ((=2)™*""+3™"1) +6((—2)™ +3™) (par hypothése de récurrence)
=(-246)x(-2)"+(B3+6)x3"=4x (-2)"+9x 3"
=(=2)2 x (=2)" +3%2 x 3" = (=2)"F2 £ 3nF2,

On a montré par récurrence que :
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vn eN, (=2)™ + 3™,

Exercice n° 5

n
1
1) Montrons par récurrence que : Yn > 1, Z k= %
k=1
1
1 141
e Pourn=1, % =1= Z k. L’égalité & démontrer est vraie quand n = 1.
1 n+1 1 2
e Soit n > 1. Supposons que ]; k= # et montrons que ]; k= %

n+1
1
Z k= <Z k) (n+1) M 4+ (n+ 1) (par hypothése de récurrence)

2
M+1)(n+2) M+D((n+1)+1)
—man(3H1) =T - 2 '

On a montré par récurrence que :

On peut donner plusieurs démonstrations directes.

n n n
lére demonstration. Pour k > 1, (k +1)2 —k? = 2k + 1 et donc Z ((k+ 1% — kz) = ZZ k + Z 1 ce qui s’écrit
k=1 k=1 k=1

n n n
2 1 2 - nn+1)
(n+1) 1_ZZk+nouencoreZZk_n +nouenﬁnZk_72 .
k=1 k=1 k=1
2éme demonstration. On écrit
1 + 2 + 3 + + mM=1) + n =S
n + n-=-1 + n—-2) + + 2 + 1 =S

et en additionnant (verticalement), on obtient 2S = (n+1)+ (n+1)+...+ (n+ 1) =n(n+1) d’ot le résultat. La méme

n termes
démonstration s’écrit avec le symbole sigma :

=Y k+) m+1-K)=) (k+tn+l-k=> m+1)=nn+1).
k=1 k=1

3éme demonstration. On compte le nombre de points d’un rectangle ayant n points de large et n + 1 points de long.
Iy en a n(n+ 1). Ce rectangle se décompose en deux triangles isocéles contenant chacun 1+ 2+ ... + n points. D’ou le
résultat.

% * % %
* *
* * *
* * *
* %

n n
4éme démonstration. Dans le triangle de PASCAL, on sait que pour n et p entiers naturels donnés, < ) + < n ]) =
P P

1
(;I ]> Dong, pour n > 2 (le résultat est clair pour n = 1),

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



>k s k+1 k n+1 nmn+1)
1424 tn1+ ()=1+ (( )_()):H( )_1:7.
k; 1 k; 2 2 2 2
>

2) Pour k > 1, (k +1)3 — k3 = 3k? + 3k + 1. Donc, pour n > 1 :

3ik2+3ik+i1:i (k+1)P3 -k} =mn+1)7°-1.
k=1 k=1 k=1 k=1

Do,
Zkzzé((n—i—]) —1—3“(“2+1)_ ) %( m+1)3 3n(n+1)—2(n+1)):%(n+1)(2n2+n),
k=1
et donc
Zkz n+1)(2n+1).
6
Pour k> 1, (k+1)* —k* =4k3 + 6k? + 4k + 1. Donc, pour n > 1, on a
4% KP4+6) K+4) k+) 1= ((k+D'—k")=m+1"-1.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
D’ou :

%((n+1)4—(n+1)(n(2n+1)+Zn+1))

i

(n+D)'=T—nm+N2n+1)—2nn+1)—n) =

&~ |

n+1)? (n+D*=2n+1)  n?(n+1)?
4 T4

(n+1*'—m+1)?2n+1)) =

4>|~

> 1, Zk3 “7“2 <ik>

k=1

Pour k > 1, (k+1)°> —k® = 5k* + 10k3 + 10k? + 5k + 1. Donc, pour n > 1,

SZk4+1OZk3+1OZk2+SZk+Z1_Z (k+1)°=K)=(mn+1)7°—1.
k=1

D’ou :
i = T1+1)5_]—§n2(n+])2_§n(n+])(2n+])_§n(n+])_n
k=1 5 2 3 3
:;—0(6(n+1)5_15n2(n+1)2_10n(n+1)(2n+1)—15n(n+1)_6(n+1))
3 2 _
](n+])(6n4+9n3+n2—n):n(n+1)(6n +M +n—1)
e 30
Finalement,
. v, nn+)
VneN,gk_ 5
P v 2 nADR2n)
vn e N, Zk - -
k=1
yneNs, Y K= L <Zk>
k=1
3 n(n+1)(6n +on2 +n—1)
* k4: .
VneN,l; .
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Exercice n° 6

n
1
1) Montrons par récurrence unvn)]’l;k(k—l—])_niT
1
e Pourn=1 Z :1: ] et la formule proposée est vraie pour n =1
’k:]k(k+1) 2 1+1 '
, 1 L n+l
e Soit 1 > 1. Supposons que];k(k+]) =1 et montrons que]; KT T) =ni2
n+1
S w2 ‘
kk+1 kk—i—] (n+1)(n+2)
:n1—|1—1 + CESICES) (par hypothése de récurrence)
_nn+2)+1 n?4+2n+1
T n+1(n+2) m+1)n+2)
M+ n4+1 n+]
T m4+1(n+2) n+2 m4+ND+1°
On a montré par récurrence que :
= 1 n
>1 =—.
n ’];k(kﬂ) n+1
Démonstration directe. Pour k > 1,
1 _(k—l—])—k_l_ 1
k(k+1)  k(k+1) k (k+1)
et donc,
n n
1T 1 1 1 1 1 1
l—-—=+->+..+— 4+ —--——
Zk Z< k+1> P R R J
k=1 k=1
1
o n+1 n+1
. 1 n(n+3)
2) Montrons par récurrence que Vn > 1, ]; DR ST = Mt i)
1
1 1 1 143
e Pour n=1, g m == Ix (]X_i ];1 1_2) et la formule proposée est vraie pour n = 1.
1 _ nn+3) s, 1 (A4

e Soitn > 1. Supposons que Z et montrons que Z
k=1

k(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2) k(k+1)(k+2) 4n+2)(n+3)

i 1 s 1 1
]; Kk+D(k+2) (; k(k+1)(k+2)) + Mm+1)n+2)(n+3)

n(n+3) 1 R )
= MM i) + CES I CESICE) (par hypothése de récurrence)
B nn+3)2%+4 B nd+6n?4+9n+4
_4(n+1)(n+2)(n+3) A+ M +2)(n+3)
B (n+1)(n? +5n+4) _ (n+Dn+4) Mm+1)((n+1)+3)
An+1n+2)n+3) 4m+2)n+3) 4(m+D)+)((n+2)+1)

On a montré par récurrence que :
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nn+3)

TNk+2) 4n+n+2)

Démonstration directe. Pour k > 1,

1 1 (k+2) 1< 1 1 )
k(k+1(k+2) 2k(k+1)(k+2) 2\k(k+1) (k+1)(k+2))’

et donc,

n 1 n n n n+1 1
Zkk+1 k+2):§<zkk+1 Z k+2>_ <Zkk+1 ];k(k—H))

k=1 k=1 k=1 k=1
_1(1_ 1 )_ n? +3n _ n(n+3)
C2\2 (n+1)Mm+2)) 4n+1)(n+2) 4m+1)n+2)

Exercice n° 7

P Pn . . .
Montrons par récurrence que, pour n > 2, Hy, peut s’écrire sous la forme — ot g, est un entier pair et p;,, est un entier

n
impair (la fraction précédente n’étant pas nécessairement irréductible mais n’étant & coup str pas un entier).

3
e Pourn=2 H; = 5 et H; est bien du type annoncé.

e Soit . > 2. Supposons que pour tout entier k tel que 2 < k < n, on ait Hy = z—k ol pk est un entier impair et qy
k

. . n+1 N . . . . .
est un entier pair et montrons que H, .1 = P ol Pn+1 €st un entier impair et n1 est un entier pair.

n+1
1 1
(Recherche. L’idée Hy 41 = z—: + T (n (—:1 _‘)_p]rsq—:qn ne marche & coup sur que si (n+ 1)pn + qn est impair ce
qui est assuré si n+ 1 est impair et donc si n est pair).
1 2k +1
ler cas. Sin est pair, on peut poser n = 2k ou k € N*. Dans ce cas, Hp11 = Pn + T = ( (; —')_p{;(;:qn

(2k + 1) est py, sont impairs et donc (2k 4+ 1)py est impair puis (2k + 1)pn + qn est impair car g, est pair. D’autre
part, gn est pair et donc (2k 4+ 1)gn est pair. Hn 41 est bien le quotient d’un entier impair par un entier pair.

2éme cas. Si n est impair, on pose n =2k — 1 ot k > 2 (de sorte que 2k — 1 > 3).

2k kKoqooklg
H = - = - + "
RPN S W
i=1 i=1 i=0
(en séparant les fractions de dénominateurs pairs des fractions de dénominateurs impairs)
k k—1 k—1
1 1 1 1 1
=5 -+ —— = -Hg + == —-
2_Zl ,ZZl—F] 2" _Zzl+1
i=1 i=0 i=0
Maintenant, en réduisant au méme dénominateur et puisque un produit de nombres impairs est un nombre impair, on

K
voit que —— est du type =———— ou K et K’ sont des entiers. Ensuite, puisque 2 < k < 2k—1 = n, par hypothése
q ;)ZH] YPe ST puisque 2 < k < par hyp
de récurrence, Hy = z—k oll Pk est un entier impair et qx un entier pair. Aprés réduction au méme dénominateur,
k

on obtient

H _Pey K :(ZK’+1)Pk+qu
T g T 2K qr(2K + 1)
Kqx est un entier pair et (2K’ 4 1)py est un entier impair en tant que produit de deux nombres impairs. Donc le

numérateur est bien un entier impair et puisque qk(2K’ 4 1) est un entier pair, H, 41 est encore une fois de la forme
désirée.

On a montré par récurrence que pour tout naturel n > 2, H;, est le quotient d’un entier impair par un entier pair et en
particulier H,, n’est pas un entier.
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Exercice n° 8

Soit f une application injective de N dans N telle que pour tout entier naturel n, f(n) < n. Montrons par récurrence que :
vneN, f(n) =n.

e f(0) est un entier naturel tel que f(0) < 0. Donc, f(0) = 0. L’égalité & démontrer est vraie quand n = 0.

e Soit n € N. Supposons que pour tout k € [0,n], f(k) =k. f(n + 1) est un entier naturel inférieur ou égal a n + 1.
Donc, f(n+1) € [0,n + 1]. Mais f est injective et donc, pour tout k € [0,n], f(n 4+ 1) # f(k) ou encore f(n+ 1) # k.
Par suite, f(n+ 1) ¢ [0,n]. En résumé, f(n+1) € [0,n+ 1]\ [0,n] et donc f(n+1) =n+1.

On a montré par récurrence que : ¥n € N, f(n) =n. Donc, f = Idy.

Réciproquement, Idy est une application injective de N dans N telle que pour tout entier naturel n, f(n) < n. Le probléme
posé admet une solution et une seule, a savoir Idxy.
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