Planche n° 2. Ensembles, relations, applications. Corrigé

Exercice n°1
Si E=F, alors Z(E) = L(F).

Réciproquement, supposons que Z(E) = Z(F). F est un élément de L (F) et donc F est un élément & (E). Mais alors
F C E. En échangeant les roles de E et F on a aussi E C F et finalement E = F.

Exercice n° 2 Par distributivité de U sur N,

(AUB)N(BUC)N(CUA)=((ANBJUANC)U(BNB)U(BNC))N(CUA)

(ANCJ)UB)N(CUA) (carBNB=Bet ANBCBet BNC C B)
(ANCNC)UANCNA)U(BNC)U(BNA)
(
(

ANB)UBNC)UANC)U(ANC)
ANB)UBNC)U(CNA).

Exercice n° 3 Tous les résultats sont clairs si E = @. On suppose dorénavant E # &.
1) SiA=B =g alors AAB=2 =ANB.

Si AAB =ANB, alors AAB=ANB =g (car (AAB) N (A NB) = ). Supposons par exemple A # &.
Soit x € A. Six € B, x € ANB = & ce qui est absurde et si x ¢ B, x € AAB = & ce qui est absurde. Donc A = & puis
B = @ par symétrie des roles.

Finalement, AAB=ANB&S A=B=a.
2) AAB=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B) =BAA.
3) Soit x € E.

x € (AAB)AC & x est dans AAB ou dans C mais pas dans les deux
SxeAetxZ€BetxZ€Clou(xeBetxg Aetx ¢ C)ou(x € Cet x ¢ AAB)
SxeAetxgBetxgClou(xeBetxg Aetx g Clou(xe Cetx ¢ Aetx¢B)

ou(xeCetxe AetxeB)

& x est dans une et une seule des trois parties ou dans les trois.

Par symétrie des roles de A, B et C, AA(BAC) est également ’ensemble des éléments qui sont dans une et une seule des
trois parties A, B ou C ou dans les trois. Donc (AAB)AC = AA(BAC). Ces deux ensembles peuvent donc se noter une
bonne fois pour toutes AABAC.

4)A=B=A\B=0et B\A=g = AAB=0.
AZB=3xecE/((xeAetx¢Blou(x¢AetxeB))=Ixek/xe(A\B)U(B\A)=AAB = AAB # 2.

5) &/ Immédiat.

=/ Si A et B sont vides, alors A = B. Sinon, I'une au moins des deux parties A ou B n’est pas vide. Supposons sans perte
de généralité que A n’est pas vide. Soit x un élément de A.

Six ¢ C alors x € AAC = BAC et donc x € B car x ¢ C.

Si x € C alors x ¢ AAC = BAC. Puis x ¢ BAC et x € C et donc x € B. Dans tous les cas, x est dans B. Tout élément de
A est dans B et donc A C B.

Maintenant, si B = &, alors A C B = @ et donc A = & = B et si B # @, en échangeant les roles de A et B, on a aussi
B C A et finalement A = B.

Exercice n° 4
1ére solution.
Reéflexivité. Pour tout réel x, on a xe* = xe* et donc, pour tout réel x, on a x#x. Par suite, la relation & est réflexive.

Symétrie. Soient x et y deux réels tels que xZy. On a donc xeY = ye* puis ye* = xeY et donc y#x. On a montré que
pour tous réels x et y, si xZy alors y#x. Par suite, la relation Z est symétrique.

Transitivité. Soient X, y et z trois réels tels que xZy et yZz. On a donc xe¥ = ye* et ye* = zeY. On en déduit que
xe” =xeYe Ye*r =ye*e Ye® =ye®e Ye* =zeYe YeX = ze¥

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2021. Tous droits réservés.



et donc x#Zz. On a montré que pour tous réels x, y et z, si xZy et yZz, alors x%z. Par suite, la relation Z est transitive.

Finalement, la relation & est réflexive, symétrique et transitive et donc, la relation & est une relation d’équivalence sur
R.

2éme solution. Soit (x,y) € RZ. xZy & xe¥ =ye* & xe * =ye Y & f(x) = f(y) oit pour tout réel t, f(t) = tet.

Avec cette remarque,
- la réflexivité devient : ¥x € R, f(x) = f(x) et donc xZx.
- la symétrie devient : V(x,y) € R?, xZy = f(x) = f(y) = f(y) = f(x) = y%x.
- la transitivité devient : V(x,y,z) € R3, (xZy et yZz) = (f(x) = f(y) et f(y) = f(z)) = f(x) = f(z) = xZz.

2) Soit x un réel. Déterminons le nombre d’éléments de la classe d’équivalence de x.

Etudions la fonction f. f est dérivable sur R et pour tout réel t, f'(t) = (1—t)e t. f est strictement croissante sur ] — oo, 1]
et strictement décroissante sur [1,+oo[, tend vers —oo en —oco et tend vers 0 en +oco. Le graphe de f est

1 +

[«

-5 4

L’étude de f montre alors que si x €] — 00, 0] U{1}, la classe de x est un singleton et si x €]0, 1{U]1, +o0[, la classe de x est
constituée de deux éléments distincts, x et un autre réel distinct de x (et qui a méme image que x par f).

Exercice n° 5
Reéflexivité. Pour tout élément A de Z2(E), on a A C A. Par suite, la relation C est réflexive.

Anti-symétrie. Soient A et B deux éléments de Z2(E) tels que A C B et B C A. Alors A = B. Par suite, la relation C
est anti-symétrique.

Transitivité. Soient A, B et C trois éléments de (E) tels que A C B et B C C. Alors A C C. On en déduit que la
relation C est transitive.

Finalement, la relation C est réflexive, anti-symétrique et transitive et donc, la relation C est une relation d’ordre sur

P(E).

Si E contient au moins deux éléments distincts x et y, posons A = {x} et B={y}. Ona A ¢ B et B ¢ A. Donc, Z(E)
contient au moins deux éléments non comparables ou encore la relation C est une relation d’ordre partiel.
Si E est vide ou un singleton, C est une relation d’ordre totale sur #(E).

Exercice n° 6

1) Soient x €] —o0,2] et y € R.

y=fx) sy=x>—dx+38x*—4dx+3—-y=0 (E).
Le discriminant réduit de cette derniére équation est A’ =4 — (3 —y) =y + 1.
e Siy < —1, alors A’ < 0 et I'équation (E) n’a pas de solution dans R. En particulier, y ¢ f(I).

e Siy > —1, alors A’ > 0 et 'équation (E) admet deux solutions réelles distinctes a savoir x; =2+ y+1¢ L et
x2 =2 —+/y + 1 € L. En particulier, y € f(I).

e Siy=—1, alors A’ = 0 et équation (E) admet une solution et une seule dans R a savoir x =2 =2—+0 € L
En particulier, y € f(I).
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Ceci montre déja que f(I) = [—1,+oo[.

De plus, ’étude précédente montre que pour tout y € f(I) = [—1,4o00], il existe un réel x et un seul de I =] — o0, 2] tel
que y = f(x), a savoir x =2 — v/y + 1. Donc, f réalise une bijection de ] — 0o, 2] sur [—1,4o0[ et

Vx €] —00,2], Yy € [-1,+0, y =f(x) &x=2—/y +1

On vient de trouver ! :

Vx € [=1, 400, f1(x) =2 —Vx+1

2) Soient x €] —2,4+o0[ et y € R.
2x — 1

y=~f(x) &y= <12 Syx+2)=2x—-1&x(—y+2)=2y+1 (E).
e Si y = 2, cette équation s’écrit Ox = 5. Dans ce cas, (E) n’a pas de solution dans R.
°Siy#2,
2y +1
= f = .
y="~f(x) & x — 2

Il reste & étudier si, oui ou non, le réel x fourni appartient & ] — 2, +o00l. Soit y € R\ {2}.

Zy—l—]_(_2)_2y+1+2_2y+1+2(—y+2)_ 5
—y+2 —y+2 —y+2 —y+2
2y+1
Cette derniére expression est du signe de —y+2 et est donc strictement positive si et seulement siy < 2. Leréel x = 1‘;—:_ >

est dans ] — 2, +o0[ si et seulement si y < 2.

En résumé, pour y € R donné, si y > 2, 'équation f(x) =y n’a pas de solution dans ] — oo, —2[ et si y < 2, équation

2y +1
f(x) =y a une solution et une seule sans | — 2, +ool, & savoir x = 1‘;—:_2 Ceci montre que f(I) =] — oo, 2[, que f est
bijective de | — 2, +oo[ sur | — 0o, 2[ et que
_ 2x + 1
Vx €] —o00,2[, f1(x) = — 3

3) Soient x € {—%,—}—oo[ ety e R.
e VRT3 —ye VI Ty,
3
Siy < —1, cette équation n’a pas de solution dans [—Z, 400 [ Siy>—1,

301 2
f(x):y@zx+3=(y+1)2<:>x=—§+z(y+1)2<:>x=y7+y—1.

3 1 3
De plus, le réel x = —5 + Z(y +1)? appartient a [—Z, +o00 [ Ainsi, dans le cas o y > —1, I’équation f(x) =y admet une
solution et une seule dans [—;,—l—oo { Ceci montre que f(I) = [—1, 400, que T est bijective de [—;,—i—oo{ sur [—1, 400l
et que
2
Vx € [=1, 400, £ 1 (x) = 5 +x—1.

4) f est définie sur R.

1
Pour x € [0,+00l, 0 < f(x) = —— < ~% — 1. Done, ([0, +o00l) C [0, 1L.
T4+x T4x ]
Pour x €] —00,0], 1 —x > 0 et donc 0 > f(x) = ] ix > X:X = —1. Dong, f(] —00,0]) c] —1,0].

Finalement, f(R) c] —1,1][.

Vérifions alors que f réalise une bijection de R sur ] — 1, 1[.
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Soit y € [0, 1 et x € R. L’égalité f(x) =y impose a x d’étre dans [0, +oo[. Mais alors

X

= = —_ = :L
]+X—y<:>><—y(1+x)<:>x(1 y=y&x .

T—y

flx)=y &
Le réel x obtenu est bien défini, car y # 1, et positif, car y € [0, 1[. On a montré que :
Yy e [0,1], Ix € R/ y = f(x) (& savoir x = %).

Soit y €] — 1,0[ et x € R. L’égalité f(x) =y impose a x d’étre dans ] — 0o, 0[. Mais alors

Y
1+y’

Le réel x obtenu est bien défini, car y # —1, et strictement négatif, car y €] — 1,0[. On a montré que :

) =y& s =yex=yl-—x)&x=

Yy €] —1,0[ Ix e R/ y = f(x) (& savoir x = T4y

Finalement,

Yy €l —1,1[ 3x e R/ y = f(x),

ce qui montre que f(R) =]—1, 1[, que f réalise une bijection de R sur ]—1, 1[. De plus, pour y €]—1,1[ donné, ' (y) = %
siy>0etf 'y = Y g y < 0. Dans tous les cas, on a ' (y) = Y Finalement,
T+y 11yl
vx el —1,1] F1(x) = ——.
T—[x|

Exercice n° 7
1) Si A =E, pour tout X de Z(E), pa(X) =XNE = Xet donc pa = Idp ). Dans ce cas, a est injective et surjective.
Soit A une partie de E, distincte de E. Vérifions que @a n’est ni injective, ni surjective.
Puisque A # E, il existe un élément xo de E qui n’est pas dans A. Soient B = @ et C ={x0}. On a
(pA(B) :BQAZQZCQA:(DA(C)

avec B £ C. Donc, @A n’est pas injective. D’autre part, pour tout X de £2(E), ANX est contenue dans A et en particulier
ne peut étre égale a E. Donc, E n’a pas d’antécédent par @a. Ceci montre que @A n’est pas surjective.

En résumé, si A = E, @a est injective et surjective et si A £ E, @a n’est ni injective, ni surjective. On a donc montré
que : @A injective & @A surjective & A = E.

2) Si A = @, pour tout X de Z(E), Pa(X) =XU@ =X et donc Pa = Ids(g). Dans ce cas, Pa est injective et surjective.

Soit A une partie de E, distincte de @. Vérifions que b n’est ni injective, ni surjective.

Puisque A # @, il existe un élément xo de A. Soient B = & et C = {x¢}. Puisque x¢ est dans A, on a
PYaA(B)=BUA=A=CUA =1a(C)

avec B # C. Donc, P a n’est pas injective. D’autre part, pour tout X de £ (E), A U X contient A et en particulier ne peut
étre égale & @. Donc, @ n’a pas d’antécédent par 5. Ceci montre que P n’est pas surjective.

En résumé, si A = @&, P est injective et surjective et si A # &, P n’est ni injective, ni surjective. On a donc montré
que : YA injective & P surjective & A = @.

Autre solution : pour tout X € Z(E), (en notant X le complémentaire de X)

lJ)A(X)ZXUAZXﬂKZ(pX(X)z(fo(pxof) (X)

ou f est Papplication X — X. f est une involution et en particulier f est une bijection de Z2(E) sur lui-méme. D’aprés la
question 1),

Pa injective & @5 injective & A=EcA=0
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et de méme, YA surjective & A = @.
Exercice n° 8

1) Soit (x1,x2) € E2.

f(x1) =f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2)) (car g est une application)
= (gof)(x1) =(gof)(x2)
= x1 = X3 (car g o f est injective).

On a montré que V(x1,x2) € E2, f(x1) = f(x2) = x1 = x2. Donc f est injective.

2) Soit z € H. Puisque g o f est surjective, il existe un élément x dans E tel que g(f(x)) = z. En posant y = f(x), y est un
élément de F tel que g(y) =z. On a montré : Vz € G, Iy € F/ g(y) = z. Donc g est surjective.

Exercice n° 9

e Supposons f injective. Soit x un élément de E. Par hypothése, f(f(x)) = f(x). Puisque f est injective, on en déduit que
f(x) =x.
Ainsi, pour tout x de E, f(x) = x et donc f = Idg. En particulier, f est bijective et en particulier, f est surjective.

e Supposons f surjective. Soit x; et x, deux éléments de E. Puisque f est surjective, il existe deux éléments y; et y, de E
tels que x1 = f(y1) et x2 = f(y2).

f(x1) = f(x2) = f(f(y1)) = f(fly2)) = f(y1) = f(y2) (car fof =)
= X1 = X2.

Donc, f est injective puis f est bijective. On note de nouveau que puisque f est injective, nécessairement f = Idg.

Autre solution. Soit x € E. Puisque f est surjective, il existe y € E tel que f(y) = x. Mais alors, f(x) = f(f(y)) = f(y) = x.
Ainsi, pour tout x de E, f(x) = x et donc f = Idg. En particulier, f est injective.

Remarque. Si on sait que f est bijective, on peut simplifier par f :

fof=f=fofof ' =fof ' = f=Idg.
Exercice n° 10

On peut supposer sans perte de généralité que fo goh et goho f sont injectives et que ho f o g est surjective. D’aprés
le n°9, puisque fo goh = (fog)oh est injective, h est injective et puisque hofo g =ho (fo g) est surjective, h est
surjective.

Déja h est bijective. Mais alors, h™! est surjective et donc fog="h""o (hofo g) est surjective en tant que composée de
surjections. Puis h™" est injective et donc fo g = (fogoh)oh™! est injective. f o g est donc bijective.

fo g est surjective donc f est surjective. gohof est injective donc f est injective. Donc f est bijective. Enfin g = f~' o (foqg)
est bijective en tant que composée de bijections.

Exercice n° 11

1) a) e Supposons T injective.
Soit X € Z(E). On a toujours X C f~1(f(X)). (x € X = f(x) € f(X) = x € f1(f(X))).
Réciproquement, soit x € E.

x e fH(F(X)) = f(x) € f(X) = Ix" € X/ f(x) = f(x') = Ix’ € X/ x = x' (puisque f est injective)
=xeX

Finalement, f~'(f(X)) C X et donc f~'(f(X)) = X.

e Supposons que pour tout X de Z(E), f1(f(X)) = X. Soit x € X. Par hypothése, f~'{f(x)} = f1(f({x})) = {x} ce
qui signifie que f(x) a un et un seul antécédent & savoir x. Par suite, tout élément de I’ensemble d’arrivée a au plus un
antécédent par f et f est injective.

b) e Supposons f injective. Soit (X,Y) € (Z(E))?. On a toujours f(XNY) C f(X)Nf(Y) (XNY C X = f(XNY)C f(X) et
de méme, f(XNY) C f(Y) et finalement, f(XNY) C f(X) N f(Y)).

Réciproquement, soit y € F. y € f(X)NF(Y) = J(x,x’) € X x Y/ y = f(x) = f(x’). Mais alors, puisque f est injective,
x=x"€XNY puis y = f(x) € fF(XNY). Finalement, f(X) N f(Y) C f(XNY) et donc f(XNY) = f(X) NFY).
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e Supposons que pour tout (X,Y) € (Z(E))?, on a f(XNY) = f(X)Nf(Y).
Soit (x1,x2) € E? tel que f(x7) = f(x2). Posons X = {x1} et Y = {x2}. Par hypothése f(X NY) = f(X) N f(Y) ce qui fournit

f((atn{x2}) = f({xa}) N f({x2}) = {f(x1 )N {f(x2)} = {f(x1)}
En particulier, f({x1}N{x2}) # @ ce qui impose {x1}N{x2} # @ puis x; = x2. Donc f est injective.

2) e Supposons T surjective. Soit X € #(E). On a toujours f (f_] (X)) C X (image d’un antécédent d’élément de X est
dans X).

Réciproquement, soit y un élément de X. Puisque f est surjective, y a un antécédent x par f qui est par définition un
éléement de f~1(X). Mais alors, y qui est I'image de x appartient f(f*] (X)). On a montré que X C f(f*1 (X)) est
finalement que f (f*] (X)) =X

e Supposons que pour tout X € Z(E), f (f_1 (X)) = X. Soient y un élément de E puis X = {y}. Par hypothése, f (f_1 ({y})) =
{y}. y est donc I'image d’un élément de f~' ({y}) et en particulier y a un antécédent par f. On a montré que tout élément
y de E a un antécédent par f dans E et donc f est surjective.

Exercice n° 12

1) Il y a l'injection triviale f : E — Z2(E) .
x = {x}

2) Soit f une application quelconque de E dans 42(E). Montrons que f ne peut étre surjective.
Soit A ={x € E/ x € f(x)}. Montrons que A n’a pas d’antécédent par f. Supposons par I'absurde que A a un antécédent
a. Dans ce cas, ot est a?

aeA=a¢f(a)=A,

ce qui est absurde et

a¢A=acfla)=A,

ce qui est absurde. Finalement, A n’a pas d’antécédent et f n’est pas surjective. On a montré le théoréme de CANTOR : pour
tout ensemble E (vide, fini ou infini), il n’existe pas de bijection de E sur & (E).

Exercice n° 13
f est bien une application de N2 dans N car, pour tout couple (x,y) d’entiers naturels, I'un des deux entiers x +y ou

1 1
C+y)x+y+1) est bien un entier naturel (on peut aussi constater que c+y)x+y+1) =

x+Yy+ 1 est pair et donc,

2 2
1424 ...+ (x +y) est entier pour x +y > 1).
Remarque. La numérotation de N2 a été effectuée de la facon suivante :
011123 ...]x
0|0l 3 L6
1227
21578
319
Y
Sur une parallele a la droite d’équation y = —x, la somme x + y est constante. Il en est de méme de ’expression
(x+y)llx+y+1) o
> et quand on descend de T en y, on avance de 1 dans la numérotation.
1 1 2
Lemme. ¥n € N, 3lp € N/ % <n< %.
Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on pourrait se contenter de constater que la suite des nombres triangulaires
1
(NPTH) est strictement croissante. Néanmoins, on va faire mieux et fournir explicitement p en fonction de n.
p>0

Soient n et p deux entiers naturels.
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1 1 2
P(P; ) <n<%<:>p2+p—2n<06tp2+3p+2—2n>0
—1+8n+1 —34+/8n+1 —T++/8n+1
&P < 5 etp > 7 S E—
_]+,/8n+] —1+\/8T1+1
@pgf<p+1@p—E<f>'

—14+V8n+1

Le lemme est démontré car E < 5

) est un entier naturel.

Montrons que f est surjective (et au passage, déterminons ’antécédent d’un entier n donné).

—1+8n 1 Xty=p
Soient n un entier naturel et p =E (%) (p est un entier naturel). On pose { p(p+1) ou encore
y=n————
2
y=n-PE*D (x4 )bty + 1) p+1)  plp+1)
2 . Tout d’abord, y + xrylxry n— PP + plp+ ) n. Mais il reste encore
B _plp+3) 2 2 2
X=p—y=——-———n
2 1
a vérifier que x et y ainsi définis (qui sont a ’évidence des entiers relatifs) sont bien des entiers naturels. Puisque %
1 1
est un entier naturel et que n > %, y est bien un entier naturel. Ensuite, p(PZ-F 3) = p(Pz-l- ) + p est aussi un
entier naturel et de plus,
2
plp+3) n> plp+3) [((p+Dp+2) 1) =0,
2 2 2
—T1++v8 1
et x est bien un entier naturel. Ainsi, pour n naturel donné, en posant p =E <%) puis x = @ —n et
B plp+1) : _ o
y=n-— — x et y sont des entiers naturels tels que f((x,y)) =n. f est donc surjective.
1
Montrons que f est injective. Pour cela, on montre que si x et y sont des entiers naturels vérifiant y+ b+ y)(xz+ y+1) =n,
1
alors nécessairement, x +y =p (et doncy =n— @ puis x = M —n).
Soient donc x et y deux entiers naturels. On a :
1 1 1 1 2
Ayl +y+1)  xtylx+y+1) by=n< ety +y+1) (xty+1)= ety +Dx+y+2)
2 2 2 2
et le lemme montre que x+y = p. L’unicité du couple (x,y) est donc démontrée. f est une application injective et surjective
—T+v8 1
et donc f est bijective. Sa réciproque est f~! : N — N2 oup=E (%)
3 1
S (p(p2+ J’n_ p(p2+ ))
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