Planche n° 2. Ensembles, relations, applications

* trés facile ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice n°1 (*T)

Soient E et F deux ensembles. Montrer que #(E) = #(F) & E=F.
Exercice n° 2 (**T)

A et B sont des parties d’un ensemble E. Montrer que : (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).
Exercice n° 3 (**T)

A et B sont des parties d’un ensemble E. Montrer que :

1) (AAB=ANB)& (A=B=9).

2) AAB = BAA.

3) (AAB)AC = AA(BAC).

4) AAB=9o & A =B.

5) AAC =BAC & A =B.

Exercice n° 4 (**IT)

Soit Z la relation définie dans R par :

V(x,y) € R?, xZy & xe¥ = ye*.
1) Montrer que # est une relation d’équivalence sur R.
2) Pour chaque réel x, préciser le nombre d’éléments de la classe d’équivalence de x.
Exercice n°5 (**IT)

Soit E un ensemble. Montrer que la relation d’inclusion est une relation d’ordre sur &(E). Cette relation d’ordre est-elle
partielle ou totale ?

Exercice n° 6 (***IT)

Dans chacun des cas suivants, montrer que f réalise une bijection (encore notée f) de I sur J = f(I) & déterminer puis
o 1
préciser f—' :

1) f(x) =x? —4x+3, 1 =] — 00, 2].

2) f(x):%, =] -2, +ool.
3) flx) =v2x+3—-1,1= [—§,+OO|:.
4) f(x):ﬁ,l:ﬂz{

Exercice n° 7 (***IT)

Soient E un ensemble puis A une partie de E. Pour tout X € Z(E), on pose pa(X) = XNA et Ppa(X) =X UA. Montrer
que

1) @A injective & @a surjective & A = E.
2) P injective & P a surjective & A = .
Exercice n° 8 (**IT)

Soient f une application d’'un ensemble E vers un ensemble F et g une application de F vers un ensemble G.
Montrer que : (g o f injective = f injective) et (g o f surjective = g surjective).

Exercice n° 9 (**I)

Soit f une application d’un ensemble non vide E dans lui-méme telle que fof = f. Montrer que f est injective si et seulement
si f est surjective.
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Exercice n° 10 (**)
Parmi fogoh, gohofet hofog deux sont injectives et une est surjective. Montrer que f, g et h sont bijectives.
Exercice n° 11 (***IT)

f est une application d’un ensemble E dans lui-méme. Montrer que :

1) a) f est injective & VX € P(E), £~ (f(X)) = X.
b) f est injective & V(X,Y) € P(E)?, f(XNY) = f(X) N f(Y).

2) f est surjective & VX € P(E), f (f1(X)) = X.

Exercice n° 12 (***I) Théoréme de CANTOR :

1) Montrer qu’il existe une injection de E dans &?(E).
2) En considérant la partie A = {x € E/ x ¢ f(x)}, montrer qu’il n’existe pas de bijection f de E sur P(E).
Exercice n° 13 (****) (Une bijection entre N? et N)

Soit f: N2 — N . Montrer que f est une bijection. Préciser, pour n € N donné, le couple
(x+y)lx+y+1)
2

%y = y+
(x,y) dont il est 'image.
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