Exercices d’oraux de la banque CCP 2014-2015 - Corrigés

BANQUE ANALYSE
EXERCICE 1

1) e Si on suppose que les suites (un) et (vy) ne s’annulent pas a partir d’un certain rang,

. Un
Uy ~ Vo> lim — =1.
+o0 n—-+o0 Vo

Il existe alors un entier ng tel que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ngy, — >
n

. En particulier, pour n > no,

N —

Un « .
— > 0 et donc u, et v, ont méme signe.
Vn

e Si on ne suppose pas que les suites (1) et (vy,) ne s’annulent pas a partir d’un certain rang,

Un ~ Vn = J(en)pey € RY/ Uun —vp = €nvn et lim e, =0
+oo n——+oo

= J(en)nen € RY/upn=(1+en)vnet lim e, =0.
n—-+oo

Puisque lim ¢, =0, il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ng, en > —=
n—-+oo

2
1
et donc 1+ e, > 5 En particulier, pour n > ng, 1+ ¢,, > 0.
Pour n > np, on a donc u,, = (1 +¢en)vn et 14+ e, > 0. Pour n > 0, on en déduit que
- si vq > 0, alors u,, > 0,
- 8i v < 0, alors u, <0,
-siv, =0, alors u,, =0.
Donc, pour n > ng, u, et v, ont méme signe.
2) Quand n tend vers 400,
(DY o () (L AN (L AN (AY (1
n n/) \n énd n  3nd n3)  6n3 nd )’
1 1 1 C . . 1 1
Donc, sh| — ) —tan|{ — ) ~ ———= et en particulier, & partir d’un certain rang, sh | — | —tan | — | < 0.
n n/ 4o 6N n n
EXERCICE 2
1 1
P RA\{-T;3 f(x) = - )
our x € R\ {—1;3}, on pose f(x) 01926 %) CESILEE)
1) 1l existe trois réels a, b et c tels que, pour tout x de R\ {—1;3},
a b c
f(x) = .
M =T e T3
1 1
ecC ili)n(x—.%)f(x) = —(3+ 7z = T
1 1
_ 2 — — _
ob—xlggl(x-i-ﬂf(x)— 3= 1
ea+c= lim xf(x)=0et donca=—-c=—.
X—+00 16
1 1 4 1
Vx € R\ {—T1;3}, f(x) = — — .
x €RALTS) Tl = 35 (x—|—1 MCER)E x—3)
f est continue sur | — 1,3[ en tant que fraction rationnelle définie sur ] — 1, 3[ et donc f admet des primitives sur ] — 1, 3[.

1 4
Les primitives de f sur ] — 1, 3[ sont les fonctions de la forme x — e (ln(x +1)— i In(3 — x)) + A AER.

1 4 1
Une telle primitive s’annule en 1 si et seulement si TS <1n(2) —3 1n(2)> + A =0 ou encore A = 3

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



1

16 x+1

Vx € R\ {~1;3}, G(x) = <1n(x+1) L S T +2).

2) Soit n un entier naturel.

1 1 13x27+1 352 44
(3) _ n —— | — M — [ (=12 _ — _ 7
3) G(0) = (G')"(0) = f"(0)2laz = 2! x 7 (( 1 (4x2+5)+32+]> 5 e ]
44
(3)(0) = —
G(0) = >

EXERCICE 3

1) e Montrons par récurrence que tout entier naturel k, g est de classe C* sur R et pour tout réel x, g'*) (x) = 2ke?*.

- La fonction g est continue sur R et pour tout réel x, g(o) (x) = e?* = 20¢e2x,
La propriété & démontrer est donc vraie quand k = 0.

- Soit k > 0. Supposons que g est de classe C* sur R et pour tout réel x, g'®)(x) = 2Ke?* et montrons que g
est de classe C*¥*1 sur R et pour tout réel x, gt 1) (x) = 2k+1e2x,
La fonction g(*) est de classe C' sur R ou encore la fonction g est de classe C**! sur R et pour tout réel x,

!
g(kH)(x) — (g(k)) (x) = 2% x 2e2% — Pk+1o2x
On a montré par récurrence que tout entier naturel k, g est de classe C* sur R et pour tout réel x, g(¥) (x) = 2ke?*.

e Montrons par récurrence que tout entier naturel k, h est de classe C* sur R\ {1} et pour tout réel x € R\ {—1},

(=1)kk!
W0 = g

- La fonction h est continue sur R\{—1} en tant que fraction rationnelle définie sur R\{—1} et pour tout réel x € R\{—1},
I O )°0!
S 14x (T4x)1+0°

La propriété & démontrer est donc vraie quand k = 0.

h(0) (x)

—1)*k!
- Soit k > 0. Supposons que h est de classe C* sur R\ {—1} et pour tout réel x € R\ {1}, h{®)(x) = “(_‘_# et
o ) (k1) (—D*+ T (k+ 1)
montrons que h est de classe C**! sur R \ {—1} et pour tout réel x € R\ {—1}, h!**1(x) = W

La fonction h(¥) est de classe C' sur R\{—1} en tant que fraction rationnelle définie sur R\ {—1} ou encore la fonction
h est de classe C**1 sur R\ {1} et pour tout réel x € R\ {—1},

RO ) = (009) ) = (-1t D) D e 1)

(14 x)k+2 (1+x)k+2
On a montré par récurrence que tout entier naturel k, h est de classe C* sur R \ {—1} et pour tout réel x € R\ {—1},
k
R () = (TR
(1 +x)kH1
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2) La fonction f = g X h est de classe C* sur R \ {—1} en tant que produit de fonctions de classe C*® sur R\ {—1}.

Soit n € N. D’aprés la formule de LEIBNIZ, pour tout réel x

£V (x) = Z (E)g(“k)(x)hk)(x)
k=0
=om\ L, (—1)kk! = (—1)k2n—k
_ om—k g2x — nle2*
~ <k> C N Ot T ];) (n— k)T + X%+
nle?x & (—1)k2n—k e nleXX (=1 & (—1)k2k 5
X+l (m—Xk)! (T+x) - xn+1 Z k! (T+x)
k=0 k=0

vx e R\ {=1},vneN, fM(x) =

3) Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R a valeurs dans R ou C. Montrons par récurrence que pour
tout entier naturel non nul n, si f et g sont n fois dérivables sur I, alors f x g est n fois dérivable sur I et que

n
(Fx g™ =3 (D flk) gln—k),

k=0

e Pour n =1, si f et g sont dérivables sur I, alors fg est dérivable sur I et

1
1

£ /:f/ f/ — f(k) (1—k).

(fg) g +fg E(k> g

k=0

La formule est donc vraie quand n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que si f et g sont n fois dérivables sur I, alors f x g est n fois dérivable sur I et que

n

n _
(f % g)(n) _ Z (k)f(k)g(n k))

k=0

et montrons que si f et g sont n + 1 fois dérivables sur I, alors f x g est n 4 1 fois dérivable sur I et que

(n+1) & 41 (k) (n+1—k)
(fx g) =2 (. ) :
k=0

Soient donc f et g deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I. En particulier, f et g sont n fois dérivables sur I et par
n
n
hypothése de récurrence, f x g est n fois dérivable sur I et (f x g)(“) = Z (k) fll)gn=i),
k=0
Pour tout k € [0,n], f (k) g(n=K) est dérivable sur I en tant que produit de fonctions dérivables sur [car k <netn—k <n

et donc (f x 9)(11) est dérivable sur I en tant que combinaison linéaire de fonctions dérivables sur 1. Donc, f x g est n+ 1

fois dérivable sur I et

n n
n n
(f x 9)(71—0—1) _ ((f > g)(ﬂ) _ § <k) f(k+1)g(n7k) + § (k) f(k)g(nJr]fk)
k=0

n+1 n n n
S (k_ ]>f(k)g(n—(k—1)) +y <k>f(k)g(n+1—k)
k=0

n mn
fn+1) n £(6) g (1K) n £(6) g (1K) (m+1)
+2 ()" +2 ()™ +9
k=1 k=1
ke n n
£n+1) (k) g(n+1-K) (n+1)
+) 1)t g +g
k=1
LI g
Fnt1) (k) g(n+1-k) (n+1) _ (k) g(n+1-K)
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On a montré par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, si f et g sont n fois dérivables sur I, alors f x g est

n
fois derivable sur T et (f x g)™ = 3 (1) (Kgin),
n fois dérivable sur I et (f x g) K g

EXERCICE 4

1) Théoréme des accroissements finis.
Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une application de [a, b] dans R.

f(b) — f(a
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que % =1f'(c).
—a
2) Posons £ = lim f'(x).
X—X0
X#Xo
Soit x € Jxo,bl. Par hypothése, f est continue sur [xo,x] et dérivable sur ]xo,x[. D’aprés le théoréme des accroissements
f(x) —f(x
finis, il existe ¢ = c(x) € ]xo, x[ tel que M =f'(c(x)).
X —X
Puisque pour tout x de ]xp,b], on a xo < c(x) < x, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que xllgcl c(x) = xo.
0
X>X0
D’aprés le théoréme de composition des limites, f’(c(x)) tend vers £ quand x tend vers xo par valeurs supérieures. Ainsi,
f(x) — f (xo) o .
le taux ————— a une limite réelle quand x tend vers xo par valeurs supérieures et
X —Xo

i T —fx) _,

Xl?r{(lo j— -

X>X0 x X0

f est donc dérivable a droite en xo et f} (xo) = L.

De méme, en remplagant l'intervalle [xo, x] par U'intervalle [x, xo] quand x < x¢, on montre que f est dérivable a gauche en
Xo et que fé (x0) = ¢.

Finalement, f est dérivable en xg et ' (xo) =€ = lim f’(x).

X—Xo
XF£X0

x? si ! six #0
3) Pour x € R, posons ¢g(x) = s )

Osix=0
e Pour tout réel non nul x, [g(x)| < x*. On en déduit que lir% g(x) =0 =f(0). g est donc continue en 0. Puisque d’autre

X—
x#0

part, g est continue sur R* en vertu de théorémes généraux, g est continue sur R.

—g(0 1 —g(0
e Pour tout réel non nul x, Lg() = xsin <—> Pour tout réel non nul x, Lg()’ < |x| et on en déduit que

X — X X —
—g(0
lim M = 0. Par suite, g est dérivable en 0 et g’(0) = 0.
x=0 x—0
e g est dérivable sur R* et pour tout réel non nul x,
/ e 1
g'(x)=2xsin| — ) —cos|—].
X X
1
Pour n € N*, posons un, = w——— et vq = 5—. Les suites u et v sont deux suites tendant vers 0 quand n tend vers
E-+2nn nm

+00. Mais g’ (un) = 2u, tend vers 0 quand n tend vers +oo et g’ (v,) = —1 tend vers —1 quand n tend vers +oo. On en

déduit que la fonction g’ n’a pas de limite quand x tend vers 0.

Finalement, I'implication : (f est dérivable en x9) = (f’ admet une limite finie en xo) est fausse.
EXERCICE 5

1) (a) Supposons « < 0. Pour tout n > 3,
1 1 1
Uy =—(Inn)"* > —(In3)"* > —
n n n

. . 1 : . .
Puisque la série de terme général —, n € N*, diverge, la série de terme général u,, diverge.
n
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(b) Supposons « > 0. Pour x > 1, posons fu(x) = x(Inx)

croissantes sur ]1,+oo[ et donc la fonction x — x(Inx)% est croissante sur |1, +oo[. Mais alors, fo est décroissante sur
11, 400[ en tant qu’inverse d’une fonction strictement positive et croissante sur ]1, +o0ol.

~- Les deux fonctions x — x et x — (Inx)* sont positives et

ler cas. Supposons « €]0, 1]. Pour tout k > 3, (Ink)* < Ink (par croissante de la fonction x — (Ink)* puisque Ink > 1)
1

>
k(lnk)* ~ klnk

puis . Puisque la fonction f; est continue et décroissante sur |1, 4+ool, pour n > 3,

_— > >
Zk(mk)a Z klnk/ZL inx

k=3 k=3 k=3
n+1 1
=J dx=mn+1)(Inn+1)—1)—3(In3—1).
3 xInx
Puisque (n+ 1) (In(n+1) —1) —3(In3 — 1) tend vers +o0o quand n tend vers +o0, il en est de méme de Z # et
= k(ln k)

donc la série de terme général u,, diverge.

2éme cas. Supposons « €]1,+oo[. Pour tout k > 3, on a [k — 1,k] C]1, +ool. Puisque 4 est continue et décroissante sur
11, +o0[, pour n > 3,

Jk L Jn LN
k1 x(lmx)* )5 x(lnx)«

n ] n
Z k(lnk)* S Z

k=3 =3

k
B 1 n 1 1
- [_((x—ﬂ(lnx)“]]z " (a—N)(Im2)* T (o—1)(Inn)eT
1
S @z

n
Ainsi, chaque u, est positif et la suite des sommes partielles (

uk> est majorée. On en déduit que la série de
k=3 n>3

=

terme général u,, converge.

la série de terme général u,, converge si et seulement si o« > 1. I

n
2) <1+1> _ontn(1+8)  _ n(Esrro(i)  — oy emtold) 6(1_L+0<l>),pmmte,
n n—-+oo n

En résumé,

n—-+oo n—-+oo n

AR 1] _ e (] e
¢ n) noiet € n °\n))nsien T2\ ) niiee 20
e 1+] ) ew €
n ot e

(In(n2+n))*>  n=te (In(n2))®  Snln’(n)’

Puisque 2 > 1, la série converge d’aprés la question 1).

puis

EXERCICE 7

1) Soient (un) et (vn) deux suites positives et équivalentes.

1l existe une suite (&) telle que pour tout entier naturel n, vy = un (1 +¢€n) et lim e = 0.
n—-+4oo
. . — 1 1 1
Puisque lim &, =0, il existe un rang ng tel que pour n > np, —= < e < =. Por n > np, on a -u,, <vp < suy ou
n—-+oo 2 2 2 2
encore, plus explicitement,
3
Yn>np, 0 <uy <2vy et 0 < vy < zun§2un.
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Si la série de terme général u, converge, il en est de méme de la série de terme général 2u, puis de la série de terme
général vy, .
Si la série de terme général v,, converge, il en est de méme de la série de terme général 2v,, puis de la série de terme
général u,,.

En résumé, la série de terme général u, converge si et seulement si la série de terme général v, converge. Ceci montre
que les séries de termes généraux respectifs u, et v,, sont de méme nature.

w(d)
(Vn+3—1)Inn

Nl
smn 1

(Vn+3—1)Inn no+oo n3/2Inm
1
n3/2lnn’

1 3
Ensuite, —5—— ~ o (3—/2> et puisque 3 > 1, la série de terme général v, converge. On en déduit que la série de
n

n3/2lnn n—+oo
1
(i—1)sin (—)
n

(Vn+3—1)lnn

2) Pour n > 2, posons u,, =

> 0. Donc la série de terme général u,, est de méme nature que la série de terme

U =

général v, =

terme général u,, converge et il en est de méme de la série de terme général

EXERCICE 42

3
1) Sur ]0,+ool, ’équation (H) est équivalente & I’équation y’ — g 0. La fonction x — 5 est continue sur ]0, 4+oo[
X X

et donc les solutions de (H) sur ]0, +oo[ constituent un R-espace vectoriel de dimension 1.
Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.
f solution de (H) sur ]0, +oo[ & Vx > 0, f'(x) — ;f(x) =0& Vx>0, e 3 nxfr(x) —

f ()

j—xe% Inxg(x) =0
=A

S INeR/ Vx>0, f(x) = Ax3/2.

Les solutions de (H) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — Ax3/%, A € R.

1 1
2) e Sur ]0,+ool, ’équation (E) est équivalente a I’équation y’ — ;—Xy = m Les fonctions x — _23_7( et x — m sont

continues sur ]0, +oo[ et donc les solutions de (E) sur ]0, +oo[ constituent un R-espace affine de dimension 1.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

—31Inx
f solution de (E) sur 0, +oo[ & Vx > 0, f'(x )—if( )——(:)Vx>0 e Zlnxf( )——e” €

2x 2\/x

£\ 1 1
& Vx>0, (3/2> (x) = 22<:>EI7\6R/VX>O g/l:—g—i—?\

SINeR/ Vx>0, f(x) = —? +Mx3/2,

VX

Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — — +Ax32, A eR.

e Soit f une éventuelle solution de (E) sur [0, +o0o[. Nécessairement, f(0) = 0 (égalité fournie par (E)) et il existe A € R tel
que Vx > 0, f(x) = —? + Ax3/2 ou encore, nécessairement
VX

> + Ax3/2,

AeR/ Vx>0, f(x) =—
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Réciproquement, une telle fonction f est dérivable sur ]0, +ool et solution de (E) sur ]0, 400l et d’autre, si elle est dérivable
en 0 & droite, vérifie encore (E) pour x = 0. Donc, une telle fonction est solution de (E) sur [0, +oo[ si et seulement si elle

X
est dérivable en 0 & droite. Mais pour tout réel A, f(x) o —% et on en déduit que f n’est pas dérivable en 0 & droite.
X—

L’équation (E) n’admet pas de solution sur [0, +ool.
EXERCICE 43

—Tsix<0
1) (a) Le signe d’un réel x est défini par sgn(x) =< O0six =0
Tsix >0
La fonction x — Arctan(x) est strictement croissante sur R. Par suite, pour tout entier naturel n

sgh (Un+2 — Un1) = sgn (Arctan (un 1) — Arctan (un)) = sgn (Un 41 —Un) .

La suite (Un41 —Un), ¢y est donc de signe constant ou encore la suite (un), oy est monotone. Déterminons précisément
le sens de variation de la suite (1), oy en fonction de xo.

Pour x € R, Posons f(x) = x — Arctan(x). f est dérivable sur R et pour tout réel x,

1 x?
ffX)=1———5 = —"—.
() T+x2  1+4+x2
f est dérivable sur R et sa dérivée est strictement positive sur R*. Donc la fonction f est strictement croissante sur R.
Puisque f(0) = 0, f est strictement négative sur ] — 0o, 0[ et strictement positive sur ]0, +oo[. On en déduit que

e Vx > 0, Arctan(x) < x,
e Vx < 0, Arctan(x) > x,
e Vx € R, (Arctan(x) =x & x =0).

On en déduit encore que

e siup >0, alors uy < uo et donc la suite (W, ), oy est strictement décroissante,
e siup < 0, alors uy > uo et donc la suite (wn),, oy est strictement croissante,
e si up =0, alors u; =uo et donc la suite (wn), oy est constante.

s U
(b) Pour tout entier naturel non nul n, [u,| = |Arctan (un—1)| < 5 Donc pour tout entier naturel n, ju,| < Max {Iuo\ , E}

La suite u est donc bornée et monotone. On en déduit que la suite u est convergente. Soit £ la limite de la suite u. Par
continuité de la fonction Arctan sur R et donc en £,

{= lim uny1 = lim Arctan(un) =Arctan< lim un) = Arctan({).
n—+oo —+o0

n—+oo n
£ est donc un point fixe de la fonction x — Arctan(x). L’étude de la fonction f effectuée en a) montre alors que { = 0.
On a montré que pour tout réel xo, la suite (un), oy converge et a pour limite 0.

2) Soit h une fonction continue sur R telle que ¥x € R, h(x) = h (Arctanx).
Soit xo € R. Soit u la suite définie par up = xo et Vn € N, un1 = Arctan (u,) puis v la suite définie par Vn € N,
vn = h(un). Alors, pour tout entier naturel n,

vn = h(un) = h(Arctan (un)) =h (Wny1) = Vi1,

La suite v est donc constante et en particulier convergente, de limite vo = h (x¢). D’autre part, d’aprés la question 1), la
suite (un), oy st convergente de limite 0. Maintenant, la fonction h sur R est continue sur R et en particulier continue
en 0. On en déduit que

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

h(xo) = lim v, = lim h(un)—h< lim un>—h(0).

Ainsi, pour tout réel x, h(x) = h(0) et donc la fonction h est constante sur R. Réciproquement, les fonctions constantes
conviennent.

Les fonctions solutions sont les fonctions constantes.

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



EXERCICE 47

1) (a) Soit n € N*. Soit @y la fonction en escaliers sur [a, b] définie par

f(k) six € {k—_],h[, ke [1,n]
Vx € [a,bl, @on(x) = n n 'n )
f(b)six=">b

b

k—1 k k
Alors, R (f) = J ©n(x) dx. Si f est positive, R (f) est la somme des aires des rectangles {T, E} X [O,f (E)] et
a

plus généralement si f est de signe quelconque, Ry, (f) est aire algébrique du domaine compris entre I’axe des abscisses et
le graphe de @y .

(b) Supposons f de classe C' sur [0, 1]. Soit n € N*.

1 n ok 13 k nork oy k
L f(x) dx — R (f) = ]; Ln] ) dx — — ]; f (E) = ]; Jk“] f(x) dx — ]; Jk] f <H) dx
n k
n k
ELL ()
=175 n
1 nok K
puis J f(x) dx — Rn(f)| < ZJ f(x)—o~ (E) dx. Puisque la fonction f est de classe C' sur le segment [0,1], la
0 k=19

fonction f’ est définie et bornée sur ce segment. Soit M un majorant de la fonction |f’| sur ce segment. On sait que
I'inégalité des accroissements finis permet d’affirmer que la fonction f est M-lipschitzienne sur le segment [0, 1]. Par suite

K v M
_ < —
X n‘dx\;Jk] ndx

n k n %
< —f(= <
\;J f(x) f(n>‘dx\;L1M

M !
Puisque lim — =0, on a montré que lim R, (f) :J f(x) dx.
n—+oo M n—-+oo 0

2) Pour tout entier naturel non nul n,

= n = on 1 1 1
W= e Tl W T e TRl T T
k=1 k=1 34— k=134 (X
- &)
1
On applique alors le 1) a la fonction f définie sur [0, 1] par : ¥x € [0, 1], f(x) = Epl f est continue sur [0, 1] et donc la

suite (xn) converge et

li X J] dx { 1 Arcta < X )]1 ! Arcta < ! ) n
im Xn=| =——= = |—=Arctan | — = —Arctan | —= | = —.
n—-+oo 03+x*  [V3 V3/)le V3 V3 6V3

li n N s
n—1>r—01—10<> 3n24+k2 6\/?

EXERCICE 55

1) Vérifions que E est un sous-espace vectoriel de CV.

e La suite nulle est dans E.
e Soient (u,v) € E? et (A, ) € C2. Pour tout entier naturel n
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(A + )2 = Ang2 + Wwng2 = A (2aun1 +4(ia — Tun) + 1w (2avn 1 +4(ia —1)vn)
=2aMung1 +wnpr) F40a—Nun Aun +pvn) = 2a (Au+w), o +4(ia — NDun Au+w),,,
et donc Au+ pv € E.
On a montré que E est un sous-espace vectoriel de CN.

C? et montrons que @ est un isomorphisme

Montrons que dimc(E) = 2. Pour cela, considérons ¢ : E
u (uo,ur)

d’espaces vectoriels.

e ¢ est une application de E dans C2. Soient (u,v) € E? et (A, u) € C?.

@ (A + ) = (Auo + 1o, Aug + vy ) = A (o, ur) + 1 (vo, vi) = A@(u) + pe(v).
Donc, ¢ est une application linéaire de E vers C2.

e Soit u € E tel que @(u) = 0. On a donc uy = u; = 0. Mais alors, par récurrence double, pour tout entier naturel n, on
a uny = 0 et donc la suite u est nulle. Ceci montre que @ est injective.

e Soit (a,b) € C2. Soit u la suite définie par ug = a, u; =b et Vn € N, w2 = 2aun1 +4(ia — 1)u,. w est un élément
de E tel que @(u) = (a,b). Ceci montre que @ est surjective.

Finalement, @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit que dim¢ (E) = dim¢ ((Cz) =2.

2) L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence est

22 —2az+4(1 —ia) =0 (E¢).
Le discriminant réduit de cette équation est
A'=a*—4(1 —ia) = a® + 4ia —4 = (a +21)%

ler cas. Si a # —2i, (E.) admet deux solutions distinctes a savoir z; = a— (a+2i) = —2iet zo = a+ (a+2i) = 2(a+1).
On sait alors que les éléments de E sont les suites de la forme

A(=20™ + 2@+ 1)) ey (An) € C

De plus, d’aprés les formules de CRAMER,

uy =1 Adu=1 B 1 2(a+1) B —2i 1
{—u1—1 (:){ (—20A +2(a+i)p =1 SA= 2(a+2i) et = 2(a+2i)
2a-1+42 1421

2a+20) M7 2lar2

Sia#-2i,yneN, u, = (2a—1+420)(=20)™ + (1 +20)(2(a +i)™).

2(a+2i)

2éme cas. Si a = —2i, (E.) admet une solution double a savoir z = —2i. On sait alors que les éléments de E sont les
suites de la forme

(An+ @) (=20™) en» (A n) € C
De plus,

uy =1 u=1 _ 4, 1 _
{ <:>{(—2U(7\+H)—1 SA= 1+2etp—1.

Sia=—2i,vneN, u, = (<—1 T %) n4+ 1> (—2i)™.
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EXERCICE 56

1
1) La fonctions f : x — nx est continue sur ]1,4ool en tant qu’inverse d’une fonction continue sur ]1,4oo[ et ne
nx

s’annulant pas sur ]1, 4+oo[. Soit F une primitive de f sur ]1, +ool. F est de classe C' sur |1, 4+o0[.

XZ

Soit x > 1. Alors 1 < x < x? et donc H(x) :J f(t) dt existe. De plus, H(x) =F (xz) — F(x).
La fonction x — x? est de classe C! sur |1, 400 & valeurs dans ]1, +ocol et la fonction F est de classe C' sur ]1, +oco[. Donc

la fonction x — F (xz). est de classe C! sur ]1, +oo[. Mais alors, H est de classe C' sur ]1,+o0[ en tant que combinaisons
linéaires de fonctions de classe C' sur ]1,4+o0[. De plus, pour tout x > 1,

2x 1 x—1
H/ :2 / 2 _FE! :2 2 _2 — _ — .
(x) = 2xF" (x*) — F/(x) = 2xf (x*) — 2f(x) nod)  x ~ Tnx
—1
H est de classe C! sur ]1,+oo0[ et pour tout x €]1, +ool, H'(x) = Xl =
n

2) Pour x > 1, posons h =x — 1 ou encore x = 1 + h de sorte que x tend vers 1 par valeurs supérieures si et seulement si
h tend vers O par valeurs supérieures.

" Inx x—1 In(T+h) h
hS0 2] _lh:o% h] -1 h_O}ll(]+%+O(h)_])
— — —
h—— +o0(h?) 1—5+o(h)
wSo2 Tol
lim w(x) = -
et =g

1
3) La fonction u est donc prolongeable par continuité en 1 en posant u(1) = 3 (on note encore u le prolongement obtenu).

Soit x > 1.

2 2 2 2

rX 1 X 1 x x 1
H(X):dx mdt:L (u(t)—}—m) dt:L u(t) dt+L — dt
~x2 X2 5
x? x- —1
= u(t) dt + [In(t — 1)]3 :J u(t) dt+1n<x_])
-JXZ X
= u(t) dt+In(x +1).

X 1
Puisque u est définie et continue sur [1,+ool, 1iI¥1+J u(t) dt = J u(t) dt = 0 et d’autre part, liql In(x + 1) = In(2).
x—1+

xX—
Donc,

lim H(x) =1In(2).

x—1+
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