Planche n° 25. Arithmétique : corrigé

Exercice n° 1

Soit n un entier naturel.

nn+1m+2)n+3)+T=n*+6en>+1In?+6n+1=m?+3n+1)?3
avec N 4 3n + 1 entier naturel.
Exercice n° 2
1) Soit n un entier relatif.

o Si 1 est pair, alors 513 + 1 =5 x 03 + 0 [2] ou encore 5n3 +n = 0 [2]. Dans ce cas, 5n3 + 1 est divisible par 2.
Sin est impair,alors 513 +n =5 x 1341 [2] ou encore 5n3 +1n = 6 [2] ou enfin 5n3 +n = 0 [2]. Dans ce cas aussi, 5n° +n
est divisible par 2. Finalement : Yn € Z, 2| (5n3 +n).

e Si 1 est multiple de 3, alors 5n +n =5 x 03 +0 [3] ou encore 5n3 +n = 0 [3]. Dans ce cas, 51> +n est divisible par 3.
Sin est de la forme 3k + 1 ou k € Z, alors
5nP4+n=5x13+1[3] puisSTl3 +n =6[3] et donc 5n +n =0 [3].
Par suite, 513 4+ n est divisible par 3.
Sin est de la forme 3k + 2 ou k € Z, alors ,
5n3 4+ n =5 x 23 +2[3] puis 5n° + n =42 [3] et donc 5n% +n =0 [3].
Dans ce cas aussi, 5n3 + n est divisible par 3.
Finalement, ¥Yn € Z, 3| (5n% +n).

Enfin, pour tout n € Z, 5n3 + n est divisible par les nombres premiers 2 et 3 et donc par 2 x 3 = 6. On a montré que

Ynez 6|(6Bn+n).

2) 42" signifie (...((4%)?)?...)2. Etudions la suite de ces élévations au carré successives modulo 7.
42° — 4 et donc 42° =4 [7]. Ensuite, 42 =42 [7] ou encore 42 =) [7]. Ensuite, 42° =22 [7] ou encore 42" =4 7] ...

22k+l

Montrons par récurrence que : Yk € N, 42 =4 [7] et 4 =217].

e C’est vrai pour p =0.
e Soit k > 0. Supposons que 42" =47 et 427 =2 (7).

12 2
Alors, 422 (42Zk 1) = 22 [7] ou encore 422 — g [7] puis g2t (422(k 1)) = 42 [7] ou encore

422(k+1)+1 = 2 [7]

22k 22k+l

On a montré par récurrence que Yk € N, 47" =4 [7] et 4 =21[7].

n—1

Ensuite 22° = 2 est dans 2+77 puis, pour n > 1, 22" = 22x2"1 42 est dans 4+77Z si n—1 est pair ou encore si 1 est
impair et est dans 2477 si n est pair. Ainsi, que n soit pair ou impair, 42" +22" +1 est dans (4+2)+14+7Z =7+7Z = 7Z

et on a montré que :
vneN, 742" +22" +1. I

Soient m, n et p trois entiers naturels et 11, 12 et 3 les restes des divisions euclidiennes de m, n et p par 8. Alors,

Exercice n° 3

m? +n?+p?=1f+13+73 (8.
Donc m? +n? +p? est dans 7 + 8Z si et seulement si 13 + 13 + 13 est dans 7 + 8Z.
Comme 171, T2 et r3 sont des entiers entre 0 et 7, il suffit de vérifier que les sommes de trois carrés d’entiers compris au
sens large entre 0 et 7 ne sont pas dans 7 + 8Z.
Or,0?=0€82,1>=1€1+82,2>2=4¢c4+872,3>=9¢c1+87,4>=16€8Z,5> =25 1+87,6> =36 c4+8Zet
7> =49 € 1 + 8Z. Donc, les carrés des entiers de 0 & 7 sont dans 8Z ou 1+ 8Z ou 4 + 8Z. Enfin,
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04+0+0=0 € 82, 0+0+1=1€1+8Z 0+0+4=4c4+8Z O0+1+1=2¢2+8Z
0+1+4=5€5+8Z 0+4+4=8c8Z, 141+1=3€3+8Z, 1+1+4=6¢6+8%,
14+4+44=9c1+8Z, 4+4+4=12€4+8L.

Aucune de ces sommes n’est dans 7+ 87Z et on a montré qu'un entier de la forme 8n+7 n’est pas la somme de trois carrés.

Exercice n° 4

n
Soit n € N*. En développant (1 + \/Z) par la formule du binome de NEWTON et en séparant les termes ot v/2 apparait

a un exposant pair des termes ou /2 apparait & un exposant impair, on écrit (1 4+ v/2)™ sous la forme an + bnv/2 ol an
et by sont des entiers naturels non nuls. Un calcul conjugué fournit (1 —v/2)™ = an — b2 et donc

=1+ \/E)“ (1- \/E)“ = (an +b0V2) (an —bnv2) = a2 — 202
ou finalement,

(=)™ an) x an + (2(—1)”“bn) X by =1

ot u = (—1)"an et v=2(—1)"*Tb, sont des entiers relatifs. Le théoréme de BEZOUT permet d’affirmer que a, et by,
sont premiers entre eux.

Exercice n° 5

n n
Posons (1 + \/f;) = an + bnv/3 ol an et b, sont des entiers naturels puis (1 — \/f;) = a, — bnV/3 et donc
2n+1 2n+1
(1 + \/§) + (1 - \/3) — 2asm41 €N
Mais de plus, —1 < 1 —+/3 < 0 et donc, puisque 2n + 1 est impair, —1 < (1 —+/3)2™*! < 0. Par suite,

2am41 < (14 V37 < 205041 +1,

ce qui montre que E <(1 + \/§) 2n+]> =201 = (1 + \/§) e + (1 - \/§) o et montre déja que E <(1 + \/g) 2n+1>

est un entier pair. Mais on en veut plus :

(o™ 5 (8 = (08 (1) 0-3) (0-3))’

(1+
(1+V3) (4+2v3)" + (1-v3) (4-2v3)"
2 [(14V3) (2+v3) + (1-v3) (2-v3)]

Montrons enfin que (1 + \/f;) (2 + \/g)n + (1 — \/§) (2 — \/g)n est un entier, pair. Mais, (1 + \/f;) (2 + \/g)Tl est de la
forme A + Bv/3 ou A et B sont des entiers naturels et donc, puisque (1 — \/§) (2 — \/f;)n = A — B+/3, on a finalement
(1 + \/§) (2 + \/f;)n + (1 — \/f;) (2— \/g)n = 2A ol A est un entier.

Donc, (1 +\/§) (2+ \/g)Tl + (1 — \/§) (2—\/§)n est un entier pair, ou encore ( + \/—)ZHH (1 — \/§)ZH+] =
E ((1 + \/j;) an) est un entier divisible par ey

Exercice n° 6
Soit M un entier naturel non nul. On note o(n) la somme de ses chiffres en base 10. Si n = cg + 10c; + ... + 10¥ck ot
keN, 0<ci <9pour 0 <i<ket cg #0, alors

om)=co+..+cxk <92%k+1)=9FE(logn)+1) < logn+1).

Donc

3

A = 0(44447%) < 9(log(4444%44%) 1 1) < 9(444410g(10%) + 1) = 9(4444 x 5+ 1) = 9 x 22221 = 199989.
Puis, B = 0(A) < 145 x 9 =46, puis o(B) < 0(39) = 12. Donc, 1 < o(B) < 12.
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A = 4444%4%4  Enfin, 44444444 — (9 x 493 4 7)4444 = 74444 (9) De

D’autre part, on sait que modulo 9 : o(B) = B =
=1 (9) et donc 744 = (73)1481 « 7 = (13)1481 «x 7 = 7 (9). Finalement,

plus, 7 = —2 (9) puis 72 = 4 (9) puis 73 = 28
1< 0o(B)<12et 0(B)=7(9) ce qui impose

o(B)=7.

Exercice n° 7

On a trois possibilités : p € 3Z, p € 3Z+ 1 oup € 3Z—1.

Dans les deux derniers cas, p? € 14 37Z et 8p? + 1 € 9+ 3Z = 3Z. Mais alors, 8p? + 1 est premier et multiple de 3 ce qui
impose 8p? 4+ 1 = 3. Cette derniére égalité est impossible.

Il ne reste donc que le cas ot p est premier et multiple de 3, c’est-a-dire p = 3 (en résumé, p et 8p? + 1 premiers impliquent
p = 3). Dans ce cas, 8p% +1 =73 et 8p? — 1 = 71 sont effectivement premiers.

Exercice n° 8

—1
1) Pour 1 < k < n, k(t) = n(t 1). Dongc, si k et 1 sont premiers entre eux, puisque n divise k(t), le théoréme de

GAUSS permet d’affirmer que n divise
2n 2n .. 2n . :
2) De méme, (n+ 1) no1) = n N montre que (n+ 1) divise n o et, puisque n et (n + 1) sont premiers entre

2
eux (d’aprés BEZOUT puisque (n+ 1) —n=1), (n+ 1) divise (T?) d’aprés le théoréme de GAUSS.

Exercice n°9

1) Posons d = PGCD(x,y) et m = PPCM(x,y). d divise m = 105 = 3 X 5 X 7 mais, puisque d divise x et y, d divise aussi
x +y =56 =23 x 7. Donc, d divise PGCD(105,56) = 7 et nécessairement d =1 ou d = 7.

ler cas. d = 1 fournit, puisque m = 105, xy = md = 105. x et y sont donc les solutions de 1’équation X* —56X + 105 = 0
qui n’admet pas de solutions entiéres.

2éme cas. d = 7 fournit xy = 7 x 105 = 735. x et y sont donc les solutions de 1’équation X% — 56X 4 735 = 0 qui admet
les solutions 21 et 35.

Réciproquement, 21 + 35 = 56 et PPCM(21,35) =3 x 5 x 7 = 105. Donc

S =1{(21,35), (35,21)}.

x'—y' =1

2) On pose x = dx’ et y = dy’ avec x’ et y’ premiers entre eux et d = PGCD(x,y). Le systéme s’écrit { dx'y’ = 72

x' = yl +1 . . ’ ’ I L . 93 2
ou encore { dly' + 1)y’ =72 En particulier, y’ et y’ + 1 sont deux diviseurs consécutifs de 72. 72 = 2° x 3 admet
4 x 3 =12 diviseurs a savoir 1, 2, 3,4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36 et 72. Donc y' est élément de {1, 2, 3, 8}.

72
ler cas. y’ = 1 fournit d = T2 " 36 puisy =36 x1 =36¢et x =y+ d = 72. Réciproquement, 72 — 36 = 36 =
PGCD(36,72) et PPCM(36,72) =72.
2éme cas. y’ = 2 fournit d =12, y = 24, x = 36 qui réciproquement conviennent.
3éme cas. y’ = 3 fournit d =6, y = 18, x = 24 qui réciproquement conviennent.
4éme cas. y’' = 8 fournit d =1, y = 8, x = 9 qui réciproquement conviennent.

S =1{(9,8),(24,18), (36,24), (72, 36)}.

3) Posons d = PGCD(x,y) et m = PPCM(x,y). d divise m et donc d divise m—d = 243 = 3% puis d € {1,3,9,27, 81,243}
On pose alors x = dx’, y = dy’ avec x’ et y’ premiers entre eux.

ler cas. Sid=1onax"y’—1 =243 ou encore x'y’ = 244 = 22 x 61 ce qui fournit les possibilités (en n’oubliant pas que
x’ et y’ sont premiers entre eux) :
x'=1,y =244 puis x =1 et y = 244,
"=4,y’' =61 puis x =4 et y =61,
x' =61,y =4 puis x =61 et y =4,
x' =244y’ =1 puis x = 244 et y = 1 qui réciproquement conviennent.
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2éme cas. Si d =3, on a 3x'y’ —3 =243 puis x'y’ =81+ 1 =282 =2 x 41 ce qui fournit les possibilités :
x'=1,y’ =82 puis x =3 et y = 246,
x'=2,y =41 puis x =6 et y = 123,
x' =41,y =2 puisx =123 et y =6,
x' =82, y’ =1 puis x = 246 et y = 3 qui réciproquement, conviennent.
3éme cas. Sid =9 on ax’y’ =27+ 1 =28 =22 x 7 ce qui fournit les possibilités :
x' =1,y =28 puis x =9 et y = 252,
x' =4y’ =7 puis x =36 et y = 63,
x' =7,y =4 puis x =63 et y = 36,
x' =28, y’ =1 puis x =252 et y = 9 qui réciproquement, conviennent.
4éme cas. Sid =27 onax'y’'=9+1=10=2 x5 ce qui fournit les possibilités :
x' =1,y =10 puis x =27 et y = 270,
x'=2,y' =5 puis x =54 et y = 135,
x' =5y’ =2 puis x =135 et y = 54,
x' =10, y’ =1 puis x = 270 et y = 27 qui réciproquement conviennent.
5éme cas. Sid =81, 0onax'y’ =3+1=4=22 ce qui fournit les possibilités :
x' =1,y =4 puis x =81 et y = 324,
x' =4, y’ =1 puis x =324 et y = 81 qui réciproquement conviennent.
6éme cas. Si d =243, on a x'y’ =141 =2 ce qui fournit les possibilités :
x' =1y’ =2 puis x =243 et y = 486,
x'=2,y’ =1 puis x =486 et y = 243 qui réciproquement conviennent.

Exercice n° 10

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Mm=224+m-12 42+ m+1)2+n+2?=5m?+10=5n%+2).

5(n? +2) devant étre un carré parfait, n? 4+ 2 doit encore étre divisible par 5 mais si n est dans 5Z, n? +2 est dans 2+ 57,
si n est dans £1 4 5Z, n? + 2 est dans 3 + 5Z et si n est dans +2 + 5Z, n? 4 2 est dans 1+ 5Z et n? + 2 n’est jamais
divisible par 5. Une somme de cinq carrés d’entiers consécutifs n’est donc pas un carré parfait.

Exercice n° 11

Soient n et m deux entiers naturels tels que n < m. Posons m = n + k avec k > 0. On note que

n n 2k k
=2 41=(22") 1= (Fa=1? 41,
En développant I'expression précédente par la formule du binéme de NEWTON et en tenant compte du fait que 2% est pair
puisque k est strictement positif, on obtient une expression de la forme
Fn=qxFoa+1+1=qxFy+2,
ou ( est un entier.

Le PGCD de Fy, et Fy, doit encore diviser F;n —q x Fr, = 2 et vaut donc 1 ou 2. Enfin, puisque 2™ et 2™ sont strictement
positifs, F, et Fiy sont impairs et leur PGCD vaut donc 1 (ce résultat redémontre aussi I'existence d’une infinité de nombres
premiers).

Exercice n° 12

1) Pour n entier naturel non nul donné, posons v, = Up1un_1 — uTzl. Alors,

2 2
Vgl = Uni2Un — U5 = (Un + Unt1) Un — Ung1 (Un—1 +Un) = UL —UnpiUn_1 = —Vn.

La suite v est donc une suite géométrique de raison —1 et on a :

VneN* vy = (=) Ty = (=)™

Cette égalité s’écrit encore ((—1)"un_1)wUni1 + ((—1)“+1un) u, = 1 et le théoréme de BEZOUT permet d’affirmer que
pour tout entier naturel n, les entiers un et un1 sont premiers entre eux (il est clair par récurrence que la suite u est a
valeurs entiéres).

2) e Pour m = 1 et n entier naturel quelconque :

Untm = Ungl =Unp X T+Uy X0 =Up iU +UnUp = Unp1Um + Un—1Un.

Pour m = 2 et n entier naturel quelconque :
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Un+m = Unt+2 = Un+1 + Un = Unp41U2 + UnU] = Unp1Um + Upn—1Un.

e Soit m > 1. Supposons que pour tout entier naturel n, on a Unim = Uni1Um + Um_1Un €6 Unimil = UniiWmet +
UmUn. Alors, pour tout entier naturel n,

Un+m+2 = Untm+1 + Untm = Un41Um41 + Umln + Unp1Um + Um—1Un (Paf hYPOthése de récurrence)

=Un1(Ums1 +FUm) +F Un(Um + Um—1) = Unt1Ums2 + UnUmy1.

ce qui démontre I’égalité proposée par récurrence.

Soient n et m deux entiers naturels tels que n > m. La division euclidienne de n par m s’écrit n = mq +r avec q et r
entiers tels que 0 <r<m—1.

Or, Umir = Wmlrs1 + Um—1U,. Par suite, un diviseur commun a Uy, et u, divise encore Uy, et Um et réciproquement
un diviseur commun & Uy, et Wy divise uym—1u,. Mais, u; et u,m—1 sont premiers entre eux et, d’aprés le théoréme
de GAUSS, un diviseur commun & Uy, et Wmyy divise u,. Les diviseurs communs & Wy, et u, sont encore les diviseurs
communs & Wy, et Uy, et donc :

PGCD (um,u,) = PGCD (Wmy Umir) -

Puis, par récurrence

PGCD (um,u;) = PGCD (Um, Um ) = PGCD (Umy Umy2r) = ... = PGCD (Um, Ugm+r) = PGCD (um,un).

Ainsi, les algorithmes d’EUCLIDE appliqués d’une part & uny, et u, et d’autre part & m et n s’effectuent en paralléle et en
particulier, PGCD (U, Un) = UpGcD (m,n)-

Exercice n° 13
1) Posons d = PGCD(x,y,z) puis x = dx’, y = dy’ et z = dz’ ot PGCD(x/,y’,z') = 1.

X2_'_yz — ;2 o a2 (X/Z + dzy/z) — d2z2 <:>X/2 +y/2 :le,

avec PGCD(x’,y’,z’) =1, ce qui montre que I'on peut se ramener au cas ol X, Yy et z sont premiers entre eux.

Supposons donc x, y et z premiers entre eux (dans leur ensemble). Soit p un nombre premier. Si p divise x et y alors p
divise x2 +y? = z? et donc p est également un facteur premier de z contredisant le fait que x, y et z sont premiers entre
eux. Donc, x et y sont premiers entre eux.

Si p divise x et z alors p divise z2 —x? = y? et donc p est également un facteur premier de y, contredisant le fait que x, y
et z sont premiers entre eux. Donc, x et z sont premiers entre eux. De méme, y et z sont premiers entre eux. Finalement,
X, Yy et z sont premiers entre eux deux a deux.

2) Puisque x, y et z sont deux & deux premiers entre eux, parmi les nombres x, y et z, il y a au plus un nombre pair. Mais
si ces trois nombres sont impairs, x2 4+ y? = z> est pair en tant que somme de deux nombres impairs contredisant le fait
que z est impair. Ainsi, parmi les nombres x, y et z, il y a exactement un nombre pair et deux nombres impairs.

Si x et y sont impairs, alors d’une part, z est pair et z2 est dans 4Z et d’autre part x? et y? sont dans 1 +4Z. Mais alors,
x? +y? est dans 2 + 47 excluant ainsi I'égalité x? +y? = z%. Donc, z est impair et I'un des deux nombres x ou y est pair.
Supposons, quite & permuter les lettres x et y, que x est impair et y est pair.

+x z—X . . . .
et Z= 5 (puisque x et z sont impairs, X et Z sont des entiers).

Posons alors y = 2y’ puis X = z

3)Ona

x2+yzzzz(:>4y’2: (z—i—x)(z—x)(:}y’z = XZ.

Un diviseur commun & X et Z divise encore z = Z + X et x = Z — X et est donc égal & £1 puisque x et z sont premiers
entre eux. X et Z sont des entiers premiers entre eux.

Le produit des deux entiers X et Z est un carré parfait et ces entiers sont premiers entre eux. Donc, un facteur premier de
X n’apparait pas dans Z et apparait donc dans X & un exposant pair ce qui montre que X est un carré parfait. De méme,
Z est un carré parfait.

4) Donc, il existe deux entiers relatifs u et v tels que X = u? et Z = v2. Mais alors, z = Z+X = u?4+v? et x = Z—X = u?>—2.

Enfin, y2 = 22 —x? = (u? +v?)? — (u? —v?)? =4u?v? et donc, y = 2uv quite & remplacer u par —u.
En résumé, si x? +y? = z? alors il existe (d,u,v) € N* x Z x Z tel que x = d (u? —v?), y = 2duv et z = d (u? +v?) ou
bien x = 2duv, y = d (u? —v?) et z=d (u? +v?).

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



Réciproquement,

(d (w2 —v2))? + 2duv)? = & (u? + 2uv? +v*) = (d (u? 7))

et on a trouvé tous les triplets Pythagoriciens. Par exemple, d = 1, u = 2 et v = 1 fournissent le triplet (3,4,5). d = 2,
u =2 et v=1 fournissent le triplet (6,8,10) et d =1, u =3 et v =2 fournissent le triplet (5,12,13).

Exercice n° 14

Soient x et y deux entiers naturels tels que 3x3 + xy + 4y> = 349. On a 4y3 < 3x3 + xy +4y> = 349 et donc

y<y ? =4,4...

Donc, y € {0,1,2,3,4}. De méme, 3x3 < 3x3 +xy +4y> = 349 et donc

x < v 522 =4,8...
Done, x € {0,1,2,3,4} ce qui ne laisse plus que 5.5 = 25 couples candidats. Ensuite,
y = 0 donne 3x® = 349 qui ne fournit pas de solutions.
y = 1 donne 3x3 + x — 345 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 & 4 n’est solution.
y = 2 donne 3x3 + 2x — 317 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 a 4 n’est solution.
y = 3 donne 3x3 + 3x — 241 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 & 4 n’est solution.
y = 4 donne 3x> + 4x — 93 = 0 dont seul x = 3 est solution.

S={3,4)}

Exercice n° 15

X
Six > 5et 5 < k< x, alors k! est divisible par 2 x5 = 10 puis Z k! est divisible par 10. D’autre part, 1! 4+2!4+3!+4! = 33
k=5

X X
et le chiffre des unités de Z k! est 3. Z k! n’est donc pas un carré parfait car le chiffre des unités (en base 10) d’un
k=1 k=1
carré parfait est a choisir parmi 0, 1, 4, 5, 6, 9. Donc, x < 4. Ensuite, 1! =1 =12 puis 11 + 2! = 142 = 3 n’est pas un
carré parfait, puis 1! + 2! + 3! = 9 = 32 puis 1! + 2! 4 3! + 4! = 33 n’est pas un carré parfait.

S= {(L 1)» (3s3)}

Exercice n° 16

p—1 _ P _
n=9+8(104+10% + ...+ 10~ ") +4(10° + ...+ 10*P~ ) =9+8010107_]] +4 % 107 1100_1]
2x1ov+1>2

3

1

1
=5 (81 +80(10P~" —1) +4 x 10P (10P — 1)) = (4 x 10°P +4 x 10P +1) = (

0|

(ce qui montre déja que n est le carré d’un rationnel). Maintenant, modulo 3,

2x10P +1=2x 1P +1=0,

2x 107 +1

. oL . . 2.10P 41
et 2 x T0P + 1 est un entier divisible par 3 ou encore — est un entier. Finalement, n = (7

2
3 ) est bien

le carré d’un entier.
Exercice n° 17

Pour k € N, posons ax = 11...1 (k+ 1 chiffres 1 en base 10).
Soit n un entier naturel quelconque.

La division euclidienne de ay par n s’écrit : ax = n X qx + Tk ol gk et T sont des entiers naturels tels que 0 < 1 <n—1.

Les n+ 1 entiers 1o, ... , T, sont a choisir parmi les n entiers 0, 1, ... , n — 1. Les n 4 1 restes considérés ne peuvent donc
étre deux a deux distincts (principe des tiroirs). Par suite,
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Ik eN?/O0<k<l<net 1 =m.

Mais alors, a; — ax = (qi — qx)n est un multiple de n. Comme a; — ax = 11...10...0 (L — k chiffres T et k + 1 chiffres 0),
on a montré que tout entier naturel admet un multiple de la forme 11...10...0 = 11...1 x 10¥*1. Si de plus n est impair,
non divisible par 5, alors n est premier a 2 et a 5 et donc a 1051, D’aprés le théoréme de GAUSS, n divise 11...1.

Exercice n° 18
1) uZ = (2n+1 + 1)2 =22n+2 4 2 11 =10...010...012 (n — 1 puis n + 1 chiffres 0)
2)

ui:(zn—o—]+])3:23n+3+3><22n+2+3x2n+1 +] :23n+3+(2+-|) XZZTH_Z—I-(Z—FU in—H +-|
= 23n+3 4 p2nd3 |y p2nd2 |y gnt2 | gntl 4 1 —10...0110...0110...01,

(n—1 puis n — 1 puis n chiffres 0)

3)

u::)l _ uﬁ +up = 23n+3 +3x 22n+2 +3x 2n+1 +1— 22T\.+2 _ 2n+2 —1+ 2n+1 +1= 23T\.+3 + 22n+3 + 2n+2 +1
=10...010...010...01

(n —1 puis n puis n + 1 chiffres 0).
Exercice n° 19
P
1) Soit n € N*. Posons n = Z ck10%, ot p € N, et Vk € [0,p], cx € [0,9], et ¢, # O. Le nombre de chiffres de n est

k=0
alors p + 1. L’entier p vérifie 10P < n < 10P*! ou encore p < logn < p + 1. Par suite, p = E(logn). Ainsi,

le nombre de chiffres de 1. en base 10 est E(logn) + 1.

on+1)

2) Pour n € N*, posons u, =
o(n)

a) Soit n € N*. Posons n =c,10P + ...+ 10cy +co = Cp.--C1C0 - Oi au moins un des chiffres de n n’est pas 9, on note k

le plus petit indice tel que ax # 9. Alors, 0 <k <p—1Tet n=aqap...ax9..9;, et n+1 = ap...axr1(ax +1)0...0,,. Dans
ce cas, si k =0,

on+1) om)+1 1 B
o)~ o) _1+U(n)<1+1—2.

etsil<k<p—1,

on+1)  ap+..tax+] - ap +..tax+1

< =1<2.
o(n) ap +..tax+9% " apt..ta+1

Sinon, tous les chiffres de n sont égaux a 9, et dans ce cas,

on+1) 1

o) o1 S

Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, on a u, < 2. La suite u est donc bornée.

10P 1
Pour p € N*, ujgr 1 = (7(01(T—)1) = % La suite extraite (wjor 1 )‘pGN converge et a pour limite 0.
10P +1 2
Pour p € N*, ujor = 0(6“702_)) =7= 2. La suite extraite (wjor )pEN converge et a pour limite 2 # 0.

On en déduit que la suite u diverge.

La suite u est bornée et diverge. I
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b) Avec les notations du a), 1 < o(n) <9p+1) =9(E(logn) +1) < 9logn + 1).

1 1
c) Soitn e N*. 1 < Y/o(n V? logn+1) =exp ( (ln‘? +1In (1 + %))) Les deux membres de cet encadrement
tendent vers 1 et donc la suite ( Yo ) converge et lirf YVon)=1.
n——+oo

Exercice n° 20

1) (Formule de LEGENDRE) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Si p est un nombre premier qui divise n! =1 x 2... x n, alors p est un facteur premier de I'un des entiers 2,..., n et en
particulier, p < n. Réciproquement, il est clair que si p est un nombre premier tel que p < n, p divise n!l. Les facteurs
premiers de n! sont donc les nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

Soit donc p un nombre premier tel que p < n. Pour trouver la valuation p-adique de n!, on compte 1 pour chaque multiple
de p inférieur ou égal 4 n, on rajoute 1 pour chaque multiple de p? inférieur ou égal & n, on rajoute encore 1 pour chaque
multiple de p3 inférieur ou égal a n... et on s’arréte quand I'exposant k vérifie p* > n. Or

Inn
n>pcehn>khp k< lnp’
Inn

Inp

Dit autrement, I’exposant de p est la somme du nombre de multiples de p inférieurs ou égaux a n, du nombre de multiples

de p? inférieurs ou égaux a n, du nombre de multiple de p3 inférieurs ou égaux a n... et du nombre de multiples de
E(lnn/lnp)
P .

(car Inp > 0). Donc, sik>E< ) + 1, alors p* > n.

1
Soit k un entier tel que 1 <k < E <1n_n

np
1

n n
1<Kxp<ne — K<——®1<K<E(—>.
4 p* p* p"

> et K un entier naturel.

n
Il y adoncE (—k> multiples de p* compris au sens large entre 1 et n. On a montré que la valuation p-adique de n! est
P

2) Tout d’abord 10 = 2 x 5. L’exposant de 5 dans la décomposition primaire de 1000! est
1000 1000 1000 1000
E(— E( — E{—— E(— | =2 40+ 8+ 1 =249.
(55°) +e () e () +E (S5 ) —200 048+
L’exposant de 2 est évidemment supérieur (il y a déja au moins 500 nombres pairs entre 1 et 1000). Donc, la plus grande

puissance de 10 divisant 1000! est encore la plus grande puissance de 5 divisant 1000!, a savoir 249. L’écriture en base 10
de 1000! se termine par 249 zéros.

Exercice n° 21

Soit p un nombre premier.

1) Soit p un nombre premier et k un entier tel que T <k <p—1.0na k<£> P <E B ]>. Donc, p divise k E . Mais, p

est premier et donc p est premier & tous les entiers compris entre 1 et p — 1 au sens large. D’aprés le théoréme de GAUSS,
.. P
divise .
pae (3)
2) Soit p un nombre premier. Montrons par récurrence que Va € N*, aP = a (p).

e C’est clair pour a =1.

e Soit a > 1. Supposons que aP? = a (p). On a alors

p—1

P
(a+1)P =) <E)ak—ap+1 + ) Cpa*
k=1

k=0
a? +1 (p) (d’apres 1))
=a+1(p) (par hypothése de récurrence)
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On a montré par récurrence que

Va € N*, aP = a (p).

Exercice n° 22

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Supposons que (p — 1)! = —1 (p). 1l existe donc un entier relatif a tel que (p —1)! =—1+ ap (x).

Soit k € [[1,p — 1]. L’égalité (x) s’écrit encore k | — H) + ap = 1. Le théoréme de BEZOUT permet alors d’affirmer que
j#k

k et p sont premiers entre eux. Ainsi, p est premier avec tous les entiers naturels éléments de [1,p — 1] et donc, p est un

nombre premier.
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