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Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

Dans ce chapitre (et dans nombre de chapitres ultérieurs), nous aurons besoin d’un nouvel objet, le symbole de KRONE-
CKER : pour (i,j) € N?, on pose
5 . — { 1sii=]j
BT 0sii#]

Ainsi, 61,0 =0 et 81,1 = 1. Dans un premier temps, on ne voit pas bien 'utilité de ce symbole mais celui-ci s’avérera trés
pratique a l'usage.

1 L’anneau (K[X], +, x)

1.1 Définition de K[X] et des opérations dans K[X]

Comme le dit le programme officiel, « la construction de K[X] n’est pas exigible ». Nous vous en proposons une. En premiére
lecture, vous pouvez sauter les démonstrations de ce paragraphe et ne vous concentrer que sur les résultats.

DEFINITION 1. Un polynéme & coefficients dans K est une suite (an), oy d’éléments de K qui est nulle & partir
d’un certain rang.

Si P = (an), ey est un polynéme, pour n € N, a, est le n-éme coefficient du polynéme P.

On note X le polynome (0,1,0,0,0,...) = (8n,1),,cy et on note K[X] I'ensemble des polynomes & coefficients dans K.

Un polyndéme est donc la suite de ces coefficients, cette suite étant nulle & partir d’un certain rang. Ainsi défini, un polynéme
n’a pas l’aspect qu’on lui connait en terminale comme par exemple 2x> —x + 1 (qui est la suite (1,—1,0,2,0,0,0,...)).
On va revenir assez rapidement a ce type de notation. Mais d’ores et déja, avec cette présentation des polynémes, on peut
immeédiatement énoncer :

Théoréme 1. Deux polyndémes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients. ‘

On définit maintenant dans K[X] trois opérations : +, . et x.

Addition des polynémes. Soient P = (an),, oy et Q = (bn), ey
sont donc toutes deux nulles & partir d’un certain rang). On pose

deux éléements de K[X] (les suites (an),cy et (bn),ey

P+Q=(an+bn) cy-
Multiplication des polynémes par un nombre. Soient P = (an), oy € KIX] et A € K. On pose

AP = (Aan), ey -

Multiplication des polynémes. Soient P = (an), oy et Q = (bn), ¢y deux éléments de K[X]. On pose

n
P x Q = (Cn)neN ouVvn € N, Cn = Z akbn_x = Z a-lbj.
k=0 (i,j)€o,n]?
i+j=n

On a alors :

Théoréme 2. (K[X],+, x) est un anneau commutatif.

DEMONSTRATION .  (trés longue et fastideuse.)

e Vérifions que (K[X],+) est un groupe commutatif.

- Vérifions que + est une loi interne dans K[X]. Soit (P, Q) € K[X]*. Posons P = (an) ey €t Q = (bn), cy OU les suites (an), o
et (bn), ¢y sont nulles & partir d'un certain rang. Par hypothese, il existe (ni,n2) € N? tel que, pour n = 1y, an = 0 et pour
n>=ny, by =0.

Soit np = Max {n,n2}. ng est un entier naturel et pour n > ng, an =0 et b, =0 puis an + bn = 0. Ceci montre que P + Q est
un élément de K[X].

On a montré que + est une loi interne dans K[X].

- Vérifions que + est commutative. Soit (P, Q) € K[X]%. Posons P = (an) ey € Q = (bn), y ol les suites (an), oy et (bn)
sont nulles a partir d’un certain rang.

nenN

P+ Q = (an +b“)neN = (bn + a“)nEN = Q + P.

On a montré que + est commutative.

- Vérifions que + est associative. Soit (P, Q,R) € K[X]*. Posons P = (an)pens Q = (bn), ey €8 R = (cn), cy OU les suites (an), oy
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(bn)en et (cn), ¢y sont nulles & partir d’un certain rang.

(P+Q)+R={(an+bn) eyt (cn)peny = ((an +bn) +cn) ey = (an + (bn +cn)) ey = (An) ey + (bn + cn)pey
=P+ (Q+R).
On a montré que + est associative (et on peut dorénavant écrire P 4+ Q + R).

- Vérifions que + posséde un élément neutre. Posons 0 = (O)nEN (0 est un élément de K[X]). Soit P € K[X]. Posons P = (an)
ot la suite (an), .y est nulle & partir d’un certain rang.

neN

P+0=(an), eyt (0),cn = (an +0) oy = (an), oy = P.

Donc, + posséde un élément neutre, a savoir le polynéme noté 0O et appelé le polynéme nul.

- Vérifions que tout élément de K[X] posséde un opposé (ou encore un symétrique pour +). Soit P € K[X]. Posons P = (an)
ot la suite (an), .y est nulle & partir d'un certain rang. Soit Q = (—an) Q est un élément de K([X] et

nenN
neN-®

P+Q= (a“)neN + (_a“)neN = (an + (_a“))neN = (O)nEN =0.

Dong, tout élément P = (an), oy posséde un opposé a savoir le polynéme, dorénavant noté —P, et égal & (—an), cy-

Ainsi, (K[X],+) est un groupe commutatif.
e Passons a la multiplication.

- Vérifions que x est une loi interne dans K[X]. Soit (P, Q) € K[X]?. Posons P = (an)pen € Q = (bn), ¢y ol les suites (an), oy
et (bn), ¢y sont nulles & partir d’un certain rang. Par hypothése, il existe (n1,n2) € N? tel que, pour n = 1y, an =0 et pour

n
n > na, bn = 0. Posons encore P x Q = (cn)neN = <Z akbnk> .
neN

k=0
n

Soit ng =Ny +ny. Soitn >np=n7+n3.Onac, = Z axbn_k. Dans cette somme, si k > ny, alors ax = 0 puis axbn_x = 0.
k=0
Sik<nj,alorsn—k>n—nj; >np—nj; =nz et donc by,_x =0 puis axbn_x = 0. Finalement, tous les termes de la somme

sont nuls puis c¢n = 0. Ceci montre que P x Q € K[X].
On a montré que x est une loi interne dans K[X].

- Vérifions que x est commutative. Soit (P, Q) € K[X]?. Posons P = (an)pen €6 Q = (bn), o Ol les suites (an)
et (bn), ¢y sont nulles & partir d'un certain rang. En posant | = n —k, on obtient

P x Q = <Z akbnk> = <Z blan1> = Q x P.
k=0 nenN 1=0 nen

neN

Donc, x est commutative.

- Vérifions que X est associative. Soit (P,Q,R) € K[X]3. Posons P = (an)pens Q = (bn) ey et R = (cn), oy 01 les suites (an)
(bn)pen €t (en), ey sont nulles & partir d'un certain rang.

nenNs

(PxQ)xR= (Z aibni> X (Cn) ey = > aib x (cn)nen
neN

=0 (ij)efo,n]?
i+j=n neN

n n
1| X avfal =|X| X abe
k=0 "\ (i,j)e[o,n]? k=0 "\ (i,j)e[o,n]?

itj=n—k nen i+j+k=n nenN

n

= Z aibj Ck

(i,j,k)€[0,n]?
i+j+rk=n neN
Par symétrie des roles, on a aussi
n
Px(QxR)=(QxR)xP= Z aibjck ,
(ij,k)€fo,n]?
it+j+k=n nen

et donc, (P x Q) x R=P x (Q x R).

On a montré que X est associative (et on peut dorénavant écrire P x Q x R).
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- Vérifions que x posséde un élément neutre. Posons 1 = (1,0,0,0,...) = (8n,0),,cy- Soit P € K[X]. Posons P = (an)
ot la suite (an), .y est nulle & partir d'un certain rang.

neN

PxT=(an)ey X (8n,0)pen = <Z akao,nk> = (an)pen = P
k=0

neN
Donc, x posséde un élément neutre, a savoir le polynéme noté 1 et égal & (8n,0),cy-

e Vérifions enfin que x est distributive sur +. Soit (P, Q,R) € K[X]. Posons P = (an)pens Q = (bn), oy €t R = (cn), cy OU les suites
(an)pens (bn) ey et (cn), ¢y sont nulles & partir d'un certain rang.

n

(P + Q) X R = (an + bn)neN X (C“)nEN = (Z (ak + bk) an) = (Z akCn—k + Zbkcnk>
neN k=0 k=0

k=0
n n
= <Z akcnk> + <Z bkan> =P xR+ Q x R.
k=0 nen k=0 nenN

Ceci montre que X est distributive sur +.

neN

On a montré que (K[X],+, x) est un anneau commutatif.
a

Cette longue démonstration étant achevée, on va maintenant se diriger vers une notation définitive des polynémes (une
notation de la forme P = an X" 4+ an_ 1 X™ '+ ...+ a1 X+ ap) et abandonner la notation P = (an),,cy- On rappelle que
X est le polynome (0,1,0,0,0,...) = (8n,1),,cn (X n’est donc pas un nombre, X s’appelle parfois 1’« indéterminée » ).

Soit P = (ak)neN un polynome. Supposons que pour tout k > n, on a ax = 0, ot n est un certain entier naturel. On peut
déja écrire

P =(ap,at,...,an,0,0,...) = (ap,0,0,0,...) + (0,a7,0,0,...) +...+ (0,0,...,0,an,0,0,0,...)
a0(1,0,0,0,...) +a7(0,1,0,0,...) +...4+ an(0,0,...,0,1,0,0,0,...)

ao (0k,0)eny + a1 (8%, 1) ey -+ an Okn)eny (%)

On va maintenant montrer par récurrence que Yk € N*, X* = (&m, k) men-
e Le résultat est vrai pour k = 1 par définition de X.
e Soit k > 1. Supposons que X¥ = (8m, k) men- Alors,

X = Xk x X = (Om, k) men X (Om,1) (par hypothése de récurrence)

meN

m
= (Z 61,15mi,k> = (dm-1,k)mey (quand i # 1, 8; 18m i x =0)
i—o

meN
= Bmkt1)men (carm—T=k&m=k+1).

Le résultat est démontré par récurrence.

Si on pose de plus, conventionnellement, X° = 1 (le polynéme) puis aoX® = ao (cette fois-ci ap est un polynome dit
« constant » (on a donc identifié un élément de K et un polynome constant)), Iégalité (*) s’écrit alors

n
P:ao+a1X+...+anX“:Zaka.
k=0

n
Ainsi, tout élément P de K[X] peut s’écrire sous la forme : P = Z axX¥ oun e N et on (ag,ar,...,an) € (KX])
k=0
n ne désigne pas nécessairement le degré de P (qui sera analysé au paragraphe suivant). n n’est le degré de P que si a, # 0.
Si les ay sont nuls au deld d’un certain rang n (et peut-étre avant) et si p est un entier supérieur ou égal a n, on peut

n P
écrire P = Z aXk = Z apXX.
k=0

n+1

k=0
+oo
On peut aussi écrire P = E a X¥, cette derniére somme étant en fait finie.
k=0
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Les différentes opérations peuvent se réécrire sous la forme :

+oo ~+o00 +oo
eP+Q=) aX*+) bX =) (ar+be)X"
k=0 k=0 k=0
—+o0 +oo
e AP =2\ Z a Xk = Z (Aay) X<,
k=0 k=0

+o0 +o00 +00 k +00
ePxQ=D) aX"x) bXt=) < aibki) X<=5 > by | X~
k=0 k=0 0

k=0 \i= k=0 \ (i,j)e[0,k]?
i+j=k

Ainsi, le coefficient de X? dans le développement de (3X2 —7X+ 1) (X2 +4X + 5) est

azbo+ajby +agby =3 x5+ (7)) x4+1x1=-12

De maniére plus compléte, le développement de (3X2 —7X+ 1) (X2 +4X + 5) doit dorénavant étre pensé correctement
sous la forme

(3X2 —=7X+1) (X* +4X+5)
=Bx DX+ Bx4+ (=) x DX+ B x5+ (=7)x44+1x X2+ ((=7) x5+1x4)X+(1x5)
=3X*+5X3 —12X? — 31X +5

et ne doit plus étre pensé sous la forme

(3X2 —=7X+1) (X* +4X +5)
=3X4 +12X3 +15X2 — 7X3 — 28X% — 35X + X% +4X +5
=3X* +5X3 — 12X — 31X +5.

1.2 Degré d’un polynéme et coefficient dominant d’un polynéme non nul
1.2.1 Définition du degré et du coefficient dominant

Soit P un élément non nul de K[X]. Soit (ax), oy la suite des coefficients de P. Soit € = {k € N/ ay # 0}.

Puisque P n’est pas le polynéme nul, I’ensemble € est une partie non vide de N. D’autre part, par définition, la suite
(@) ey est nulle & partir d’un certain rang no. Donc, 'ensemble € est majoré (par no).

En résumé, € est une partie non vide et majorée de N. On sait que € admet un plus grand élément. On peut donc poser :

DEFINITION 2. Soient P un élément non nul de K[X] puis (ax), .y la suite de ses coefficients.

Le degré de P, noté deg(P) (ou d°(P)), est

deg(P) = Max{k € N/ ay # 0}.

Si P est le polynome nul, le degré de P est conventionnellement —co : deg(0) = —oo.

La convention adoptée sur le degré du polyndme nul trouvera entre autres sa justification avec la formule deg(P x Q) =
deg(P) + deg(Q), formule valable pour tous polynoémes P et Q.

Notation. L’ensemble des polyndomes a coefficients dans K, de degré inférieur ou égal a n, se note K [X] :

n
Kn[X] = {Z a XX, (agy...,an) € KM! } )
k=0

Ainsi, Ry[X] = {aX2 +bX+c¢, (a,b,c) € R3}. Un élément aX? 4+ bX + ¢ de R, [X] est de degré 2 si a # 0, de degré 1 si
a=0etb#0,dedegré 0sia=b=0et c#0etdedegré —cosia=b=c=0.

Ko[X] est I'ensemble des polynomes constants. Il est constitué des polynémes constants non nuls qui sont les polyndmes
de degré 0 et du polynéme nul qui est de degré —co.
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n

DEFINITION 3. Soient P = Z aX¥, an # 0, un élément non nul de K[X], de degré n € N.
k=0

Le coefficient dominant de P, noté dom(P), est : dom(P) = a,.

Un polynéme non nul est unitaire (ou normalisé) si et seulement si son coefficient dominant est égal a 1.

1.2.2 Propriétés des degrés et des coefficients dominants

Dans ce paragraphe, on analyse le comportement du degré avec les différentes opérations déja définies. On commence par
I’addition.

Théoréme 3. Pour tout (P, Q) € (K[X])?, deg(P + Q) < Max{deg(P), deg(Q)}.
De plus, si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = Max{deg(P), deg(Q)}.

DEMONSTRATION . Si P = 0, alors deg(P) = —oo puis Max{deg(P),deg(Q)} = deg(Q). D’autre part, P+ Q = Q et donc
deg(P 4+ Q) = deg(Q). Dans ce cas, deg(P + Q) = Max{deg(P), deg(Q)} < Max{deg(P),deg(Q)}. De méme, si Q = 0.

Si P #0et Q#0, on peut poser n = deg(P) € N et p =deg(Q) € N. On note (ax),y (resp. (bx),y) la suite des coefficients de P

(resp. de Q).
Pour k > Max{n,p}, ax = 0 et by =0 puis ax + bx = 0. Donc, deg(P + Q) < Max{n,p} = Max{deg(P), deg(Q)}.

Supposons de plus deg(P) # deg(Q). Supposons par exemple p < n de sorte que Max{deg(P), deg(Q)} = n. On sait déja que si k > n,
on a ax + by = 0. Mais de plus, an + b, = an # 0. Donc, deg(P + Q) = n = Max{deg(P), deg(Q)}.
a

Théoréme 4. Pour tout (A, P) € K x K[X], deg(AP) < deg(P).
deg(P) siA £ 0

—o00siA =0 < deg(P).

Plus précisément, si deg(AP) = {

deg(P)siA #0

DEMONSTRATION. Si P =0, pour tout A € K, deg(AP) = —oco = deg(P) = { oS =0

Sinon P # 0 et on peut poser n = deg(P) € N. On note (ax),c la suite des coefficients de P.
Si A =0, deg(AP) = —co < deg(P). Si maintenant A # 0, pour k > n, on a Aax = 0 et donc, deg(AP) < n = deg(P). D’autre part,
Aan # 0 et donc deg(AP) = n = deg(P).

a

= Commentaire .
o On note au passage que si A £ 0 et P # 0, alors dom(AP) =\ dom(P).

o Si on combine les résultats des théoremes 3 et 4, on obtient pour tout (A, 1) € K? et tout (P,Q) € (K[X])?, deg(AP + uQ) <
Maa{deg(P), deg(Q)}.

Théoréme 5.  Pour tout (P, Q) € (K[X])?, deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)
(avec les conventions usuelles : ¥n € N, (—oo) +n = —o0 et (—00) + (—00) = —00).

SiP#0et Q=#0, alors dom(P x Q) = dom(P) x dom(Q).
e En particulier, Vn € N*, VP € K[X], deg (P™) = n deg(P).

DEMONSTRATION. SiP =0, alors P x Q =0 puis deg(P x Q) = —00 = —o0 + deg(Q) = deg(P) + deg(Q). De méme, si Q = 0.

Si P #0et Q# 0, on peut poser n = deg(P) € N et p = deg(Q) € N. On note (ax),cy (resp. (br)y ey, (Cklyey) 12 suite des

coefficients de P (resp. de Q, de P x Q).
3

Soit k > n + p (et donc en particulier k > n). On a cx = Z a;bk_i. Dans cette somme, si i > n, alors a; =0 puis aibx_i =0 et si
i=0
i<mn,alorsk—i>k—m>n+p—n=p et donc by_i =0 puis a;ibx_1 = 0. Ainsi, tous les termes de la somme égale a c\ sont nuls
et donc cx = 0. Ceci montre déja que deg(P x Q) < n+p = deg(P) + deg(Q).
n+p
Ensuite, cnip = Z aibnip—i. Dans cette somme, sii>n, alors a; = 0 puis aibpip—i =0etsii<n,alorsn+p—i>n+p—-n=p
i=0
et donc bnip—i =0 puis aibnip—i = 0. Il ne reste que le terme numéroi =n : cnip = anbp #0.
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Ceci montre que deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q). On note de plus que dom(P X Q) = cnip = an X bp = dom(P) x dom(Q).

L’égalité deg (P™) = n deg(P) s’en déduit par récurrence.

= Commentaire. On va voir a l'usage que la formule sur le degré d’un produit est la seule formule sur les degrés « qui se passe
bien ». Toutes les autres formules (d’autres formules sont a venir) comportent des conditions de validité. Par exemple le degré de
(AP) n’est pas le degré de P mais est le degré de P si A # 0 et est —oo si A =0.

Exercice 1. Pour n > 2, on pose P, = (X+1)" — (X —=1)™.

Déterminer le degré de Py, et son coefficient dominant.

Solution 1. deg ((X+1)") = n et deg ((X—1)") = n. Donc, deg (P,,) < n. Plus précisément, d’aprés la formule du
binéme de NEWTON, il existe deux polynémes Q1 et Q2 de degrés au plus n — 2 tels que

Po= (X4 1" = (X=1)" = (X" +nX"" +Q1) — (X" —nX""" + Q)
=X+ Q1 — Qa.

Puisque deg (Q1 — Q2) < Max{deg (Q1),deg (Q2)} < n— 2, on en déduit que

deg (Pn) = deg (2nX™') =n —1
et

dom (Py) = dom (2nX™ ") = 2n.

Si P est un polynéme donné, on peut définir une autre notion qui n’est pas, a proprement parler, au programme de maths

sup et de maths spé : la notion de valuation du polynéme P, notée val(P).
+oo

SiP= Z a, X¥ est un polynéme non nul, val(P) = Min{k € N/ ay # 0} et si P = 0, conventionnellement val(P) = +o0.
k=0

Par exemple, val (X5 - X34+ X%+ 1) =0 et deg (X5 — X34+ X%+ 1) =5 ou aussi val (X5 +2X3 + XZ) =2et

deg (X5 +2X3 + Xz) =5 ou enfin val(0) = 400 et deg(0) = —co.

On peut montrer que la valuation a des propriétés de calculs analogues aux propriétés de calcul des degrés :

e val(P + Q) > Min{val(P), val(Q)} et si de plus, val(P) # val(Q), alors val(P + Q) = Min{val(P), val(Q)}.
e val(AP) > val(P) et si de plus, A # 0, alors val(AP) = val(P).
e val(P x Q) = val(P) + val(Q).

1.3 Intégrité de Panneau (K[X], +, x)

Théoréme 6. Dans 'anneau (K[X],+, x), un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est
nuls (on dit alors que 'anneau commutatif (K[X],+, x) est intégre).

Dit autrement, ¥(P, Q) € (K[X])2, (P x Q =0= P =0ou Q = 0) (Vimplication & étant automatiquement vraie).

DEMONSTRATION .  Soit (P,Q) € (K[X])%. Si P # 0 et Q # 0, les polynémes P et Q ont des degrés éléments de N. Mais alors
deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q) € N. En particulier, P x Q # 0.
En résumé, (P £0et Q #0 = P x Q # 0). Par contraposition, (P x Q =0=P=00uQ =0).

a

On déduit du théoréme précédent les polyndmes qui sont simplifiables pour la multiplication : ce sont les polynémes non
nuls.

Théoréme 7. V(P,Q,R) € (KIX])3, (Px Q=P xRetP#0=Q=R).

DEMONSTRATION . Soit (P, Q,R) € (K[X])® tel que P # 0. Par intégrité de I'anneau (K[X], +, x),
PQ=PR=P(Q-R)=0=Q—-R=0=Q=R.
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a
Alinsi, par exemple, (X—1)P=0=P=0o0u (X—1)P=(X—1)Q = P =Q car X— 1 n’est pas le polynome nul. Il n’est

par contre, pas question de justifier les implications précédentes par une phrase du genre « Pour X # 1, ... » car X est
différent de 1 (X n’est pas un nombre mais X est un polynome et le polynome X n’est pas le polynome 1).

1.4 Inversibles de ’anneau (K[X], +, %)

: : T . .
On s’intéresse maintenant aux polynoémes P « tels que P soit aussi un polynéme ».

Théoréme 8. Les inversibles de 'anneau (K[X], +, x) sont les constantes non nulles.

DEMONSTRATION .  Soit P € K[X]. On suppose que P est inversible. Donc, il existe un polyndéme Q tel que P x Q = 1. Ceci
impose déja P # 0 et Q # 0 (d’apres le théoréme 6) et donc P et Q ont des degrés qui sont des entiers naturels. Ensuite,

PxQ=1= deg(P x Q) = deg(1) = deg(P) + deg(Q) = 0.

Si deg(P) > 1, alors deg(P) + deg(Q) > deg(P) > 1 > 0 ce qui est faux. Donc, nécessairement, deg(P) = 0 ou encore, P est une
constante non nulle.

Réciproquement, si P = ap # 0 (« P € K\ {0} » ou plutét P € Ko[X] \ {0}), alors, si Q = al € K[X],on a Px Q =1 et donc P est
0
inversible dans I'anneau (K[X], +x).

a

On note que les polyndmes de degré au moins égal a 1 ne sont pas inversibles (pour x) mais sont tout de méme simplifiables
(pour X). Les deux notions (inversibles et simplifiables) ne sont donc pas équivalentes.

1.5 Composition des polynémes

n
DEFINITION 4. Soient P = Z a; . X* un polynéme non nul, de degré n € N, et Q un polynéme non nul.
k=0

n
On pose Po Q = Z a,Q* avec la convention Q° = 1.
k=0

= Commentaire. Si on adopte la convention douteuse que Uégalité Q° =1 est vraie y compris quand Q = 0, alors la définition
de P o Q reste valable quand P =0 et/ou Q = 0.

Exemple. Si P = X3 —2X? + 1, le polynome P o X2, plus simplement noté P (Xz), est le polynome :
P(X3) = (X2)° —2(X2) +1 =X —2X* +1
et le polynéme P o (X + 1), plus simplement noté P(X 4 1), est le polynéme
PX+1)=(X+1P2 -2X+1)2+1=X34+X>—X.

Si P = (X+1)2—4, on peut démontrer (et nous I'admettrons sans rajouter de théorémes et démonstrations supplémentaires)

que P (Xz) = (X2 + 1)2 —4 en remplacant mécaniquement X par X? dans expression de P, sans avoir besoin de développer
et réduire d’abord ’expression de P.

Théoréme 9. Soit (P, Q) € (K[X]\ {0})2. Alors, deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

DEMONSTRATION .  Le résultat est clair si deg(P) =0 (dans ce cas, P o Q est un polyndéme constant non nul).

n P
Posons P = Z aX®, neN* an £0 (de sorte que n = deg(P)) et Q = Z biX*, p e N, bp # 0 (de sorte que p = deg(Q)).
k=0 k=0

n n P k
PoQ = Z a.QF = Z ak (Z biXi> . D’aprés le théoréme 5, Vk € [0,n], deg (Qk) = k deg(Q) = kp. On en déduit encore,
k=0 k=0 i=0

n—1
d’aprés les théorémes 3 et 4, que deg <Z aka> < p(n—1). D’autre part, puisque an # 0, deg (anQ™) = deg (Q™) = np. Puisque
k=0
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n—1
deg <Z aka> < deg (anQ™), d’aprés le théoréme 3
k=0

deg(P o Q) = deg(anQ™) = deg (Q™) = np = deg(P) x deg(Q).

Ainsi, si P est un polynoéme non nul, deg (P (XZ)) = 2deg(P) et deg(P(X+ 1)) = deg(P).

1.6 Dérivation formelle des polynémes

Depuis le début du chapitre, nous nous occupons de 'aspect formel des polynémes c’est-a-dire de tout ce qui concerne
les coefficients de ces polynomes.

Il existe un autre aspect des polynomes : l'aspect fonctionnel (quand on évalue un polynéme en un nombre : Vx € R,
P(x) =...). L’aspect fonctionnel des polyndmes sera analysé a partir de la section 3 « Fonctions polynomes » ).

Nous allons maintenant définir la dérivée formelle d’un polynome : cette dérivée sera définie a partir des coefficients
P(x) — P (x
et pas du tout comme la limite quand x tend vers x¢o de M. Cette définition tient bien str compte de I'allure
X —Xo

générale de la dérivée d’une fonction polynéme que 'on connait depuis la classe de premiére.

Pourquoi tant de complications ? Parce que, a4 plus haut niveau, on peut définir la notion de polynéme sur un corps K
quelconque (en maths sup, nous ne connaissons que trés peu d’exemples de corps & part K =R ou C (ou Q)), corps K
dans lesquels la notion de limite n’a plus aucun sens. Le premier exemple d’un tel corps apparait en maths spé.

1.6.1 Dérivée premiére

DEFINITION 5. Soit P € K[X]. On définit le polynéme dérivé du polynome P, noté P’ de la maniére suivante :
Si deg(P) < 0, on pose P/ = 0.

n n n—1
Sin=deg(P)>1etsiP= Z a,X¥, on pose P’ = Z kapX< ! = Z(k—i— a1 X~
k=0 =1 k=0

Par exemple, la dérivée du polynome P =4X3 —7X? + X + 1 est P/ = 12X? — 14X + 1.
n
De maniére générale, ’écriture P/ = Z kaX* 1 est la plus naturelle mais pas forcément la meilleure, parce que le terme
k=1
général est mal décrit : X*~1 et pas X*. On doit aussi prendre garde au démarrage de la somme (k = 1 et pas k = 0).
1
Quand k = 0, le terme kaX ! s’écrit plus explicitement 0 X ap X — et on ne voit pas trés bien ce que viendrait faire —

1
dans la dérivée d’un polynéme. Ce sera encore pire en évaluant en un nombre x : — n’a pas de sens quand x = 0.
X

On a immeédiatement

Théoréme 10.

—o0 si deg(P) <0

deg(P) — 1 si deg(P) > 1 puis, si n =deg(P) > 1, dom (P’) = n dom(P).

Pour tout P € K[X], deg (P) = {

On donne maintenant les différentes formules de dérivation formelle. Le théoréme qui suit est immédiat (y compris dans
les cas ou P ou Q est constant).

Théoréme 11.

1) V(P,Q) € (KIX)?, (P+Q) =P’ +Q".

2) V(A,P) € K x K[X], (AP)’ = AP".

3) V(P,Q) € (KIXD)?, V(A ) € K2, (AP + puQ)’ = AP’ + puQ’.
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Théoréme 12.

1) ¥(P,Q) € (KIX])%, (P x Q) =P'Q+PQ".
2) VP € K[X], vn € N*, (P“)' = np/pnT.

3)¥n > 2,V (Pr,...,Pn) € (KIXD™, (Pr x...x Pn) =Y | PIT]P;
i=1 IEA

DEMONSTRATION .

1) Le résultat est clair si deg(P) < 0 ou deg(Q) < 0.

+o00 +oo

Dorénavant, deg(P) > 1 et deg(Q) > 1. Posons P = Z axX® et Q= Zkak (le plus pratique pour manipuler les sommes qui

k=0 k=0
suivent) ot les suites (ak), .y et (bx),cy sont nulles & partir d’un certain rang.

P'Q+PQ" = <i(n+1 anHX“) <Zb X“) + <i anX“> (f(n+1)bn+1x“>
n=0

n=0 n=0
400 +o0 n
=y (k+])ak+1bnk> x“+Z< ak(nk+])bnk+1> X"
n=0 n=0 \k=0

(k+ Dasibn e+ Y (n—k+ 1)akbn+1k> X"

k=0 k=0
1

Zlalb +Z n—k+1)axbns1_ k) X"
k=0
Z Kaxbnit_x + Z(nf k+ 1)akbn+]k> X"

n=0 \k=1 k=0
+oo /n+1 n+1
= Z kaxbni1-x + Z(n —k+ ])akbn+1k> X"
n=0 \k=0 k=0
+oo /n+1 +00 n+1
:Z (k+n_k+])akbn+1k> X" Z m+1) <Z axbnii- k)
n=0 \k=0 n=0
+o00 n
= ZTI <Z akbnk> anl = (P X Q)l
n=1 k=0

2) Le cas n =2 est le cas Q = P dans 1) : (PZ) =P'P+ PP’ =2P'P et si, pour n > 2, (P™) =nP'P*' alors

!
(1) = (P x P) = (P™) P+ PP/ =nP’P" ! x P P/P™ = nP'P" 4 P'P" = (n 1)P'P.
Le résultat est démontré par récurrence.
n
3) Lecasn=2est 1) et si, pour n > 2, (P1...Py) = Z P/ H P; |, alors

1<<n
A

-

i=

(Py ...PnPn“]/ = (Py ...Pn)/PnH + P ---PnP;url

n
= Z P/ H P; Pni1 +P1...PnPry; (par hypothése de récurrence)
i=1 1<G<n
j#AL
n n+1
=|> IT P +PPePra=) P ] P
i=1 1<G<n+1 i=1 1<G<n+1
j#AL j#AL

Le résultat est démontré par récurrence.

On peut démontrer aussi (mais nous ne le ferons pas) que
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Théoréme 13. V(P,Q) € (K[X] \ {0})?,

(PoQ) = (P 0Q)x Q"

1.6.2 Dérivées successives

DEFINITION 6. Soit P € K[X]. On définit par récurrence la dérivée k-éme de P, notée P, par :

PO =Ppet ¥k € N, P+1) = (P(k))/

Analysons les dérivées successives du monéme X™. Sin > 1, (X)) = nX™'. Sin > 2, (XM)” = n(n — )X 2. Plus
généralement, sin>p > 1,
nm—-1...m—p+1)n—-p)...1 n!

m—p)...1 XTr = (n—p)!xnfp'

XMP) =nm—1)...(n—p+ X" P =

Cette derniére égalité reste vraie quand p = 0. D’autre part, si p > n, (X“)(p) = 0. On peut donc énoncer :

Théoréme 14.

1) V(n,p) €N, sip < n,

etsip>mn, (XM)P =o.

n
2) VP =) aX¥ an #0,sip<n,
k=0

k! & k+p)!
P(p) — Z 'aka P = Z ( 'p) (lk+pxk
= (k—p)! = K

et sip>n, PP =0.

On note que la dérivée n-éme d’un polyndéme de degré n n’est pas nulle mais est un polynéme de degré n —n = 0 ou
encore, si deg(P) =n € N, P(™) est une constante non nulle & savoir P(™) = n!dom(P). Pour obtenir le polynéme nul, il
faut dériver au moins une fois de plus que le degré. Plus généralement, on a immédiatement

Théoréme 15. Soit P € K[X] \ {0}. Posons n = deg(P) € N. Alors

vk € N deg(P(k)): n—ksik<n
) —ocosik>n

‘ Exercice 2. Déterminer tous les polynomes P € R[X] vérifiant P(2X) = P'P”.

Solution 2. Soit P € R[X].

X X
Si deg(P) < 1 et P(2X) = P’P”, alors nécessairement P = P’ (5) P (z) = 0. Réciproquement, si P = 0, alors P est
solution du probléme.

Dorénavant, n = deg(P) > 2. Alors, nécessairement

n = deg(P(2X)) = deg(P’'P”) = deg(P’) + deg(P") =n—-14+n—-2=2n—-3
puis n = 3. Posons alors P = aX® + bX? + c¢X 4 d ou (a,b,c,d) € R* et a # 0.
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P(2X) = P'P” & 8aX? +4bX? 4 2cX + d = (3aX? 4+ 2bX + ¢) (6aX + 2b)
& 8aX? +4bX? + 2cX + d = 18a°X? + 18abX? + (4b” + 6ac) X + 2bc

4
8Cl:]8(12 a—§(cara7é0) a:g
o ) 4b=18ab o] 4b=28b sl b=0 op_de.
2c = 4b? + 6ac 2, 8 _ 9
2c =4b% + —c c=0
d = 2bc -

4
Les polynoémes solutions sont O et §X3.

= Commentaire.

o L’exercice 2 est un premier exemple de résolution d’une équation ot l’inconnue est un polynéme. On ne se lance quasiment jamais
n +o0o

en cherchant le polynome P sous la forme P = Z a X ou P = Z a . X*. On « débroussaille d’abord le terrain » en recherchant au
k=0 k=0

préalable un certain nombre de propriétés imposées a un polynéme solution. Parmi ces propriétés, il y a le degré.

o Dans la solution, un moment important est Uidentification des coefficients : 8a = 18a*, 4b = 18ab ... On rappelle que deux

polynémes sont égauz si et seulement si ils ont les mémes coefficients. Par contre, une catastrophe aurait été : 8aX>+4bX?+2cX+d =

18X’ + 18abX? + (4b” + 6ac) X + 2bc & 8aX® = 18a’X> et 4bX* = 18abX” ... car I’égalité de deux sommes : A+ B = C + D

n’entraine en aucune facon A = C et B =D. Par exemple, 1 +3 =242 avec 1 # 3 et 2 # 2.

Immédiatement, on a

Théoréme 16. (P, Q) € (K[X])2, Yk € N, (AP 4+ nQ)™ = AP(K) 4 pQ

Ensuite,

Théoréme 17 (formule de LEiBNIz). V(P, Q) € (K[X])?, ¥n € N,

(P x Q)(n) _ i (E)P(k)Q(nk).

k=0
DEMONSTRATION . Soit (P, Q) € (K[X])?. Montrons par récurrence que ¥n € N, (P x Q)™ Z < > (n—=k),
k=0
e (Px Q) =Px Q=P x Q. La formule & démontrer est vraie quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que (P x Q)™ = Z ( > (n—=k)
=0
/ n ’
(Px Q) = ((P X Q)(n)) = Z (E) (P(k)Q(nfk)) (par hypothése de récurrence)
k=0
_ = (n (k+1) (n—k) (k) (n7k+1)) _ = (n (k+1) A (n—k) = n (k) ~ (n4+1—k)
= P P = P P
> (1) (e rmge) -3 (F)etge 3 (Ve
k=0 k=0 k=0
n+1 n n n
— V) n—=(1-1)) (K) A (n+1-Kk) o
lZ<l1>P Q +kZO<k>P Q (en posant L =k + 1)

- n (k) A (n+1-k) = (n (K g(n+1-Kk) _ p(n+1) = n (k) A (n+1-k) (0) ~(n+1)
o O L L AR R ( (5 B 19) LA

n
On a montré par récurrence que : ¥n € N, (P x Q)™ = Z <11:> P(k)Q(“fk). a
k=0
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Exercice 3. Pour n > 2, calculer la dérivée n-éme de (X2 +3X+ 2) (X—=1)m.

Solution 3.

1lére solution. Soit n > 2. D’aprés la formule de LEIBNIZ

> g (1) (x2 (k) (=)
(X*+3X+2) (X—=1") ;<k> (X2 +3X+2) " (X—1M)

2
-y <E> (X2 +3X +2)™ (X = 1)) ™) (car, pour k > 3, (X2 +3X+2)" = 0)
k=0

= (X +3x+2) T (X=1M™ 4 (X2 +3x+2) (X=1)m)™
nn-—1)

+ 5 (¢ +3X+2) (X —m)™
= (X +3X+2) x nl +n(2X +3) x ']‘—,!(X—UJFW x 2 x 1}()(—1)2
=nl (x2+3x+z+n(zx+3)(x—1)+@(x—1)2>

= (20 +3X+2) + 20 (D 4+ X=3) +n(n—1) (0 = 2X +1))

:nj!((n2+3n+2)X2+(—2n2+4“+6)x+“2_7“+4)

2éme solution. La formule du binéme de NEWTON fournit

(X2 +3X+2) (X=1)" = (X* +3X +2) (X“—nX“‘ +@X“2+...>

= X" — (n=3)X"*1 4+ (n(nf—n_&h%) X" 4.
2 _
— X2 (= 3)XnH] +$xn+...

puis

(X2 43X +2) (x=1)m)™

n?—7n +4X“) )
2

_ (Xn+2 o (T]. o 3)XTL+1 +

Cn4+2), (m+1)! n?—7n+4
== X —(n—-3) T X+ 7 n
n!

=5 (P +3n+2) X2 + (=20 +4n +6) X+ n? —Tn +4).

!

2 Arithmétique dans K[X]

On va constater que tout le cours d’arithmétique dans Z peut étre reproduit quasiment & l’identique dans I’anneau
(K[X], 4+, x). Tout commence avec la division euclidienne dans K[X].

2.1 Division euclidienne dans K[X]

Théoréme 18 (division euclidienne dans K[X]). Soit (A, B) € K[X] x (K[X]\{0}). Il existe un couple (Q,R) € K[X]?
et un seul tel que

A=BxQ+R et deg(R)< deg(B).

(© Jean-Louis Rouget, 2018. Tous droits réservés. 13 http ://www.maths-france.fr



DEMONSTRATION .

Existence. On note que deg(B) # —oo car B # 0. Posons m = deg(B) € N puis B = Z bi X" avec by, # 0.

k=0

Si deg(A) < m, on pose Q =0 et R=A. On obtient A =B x Q + R avec deg(R) < deg(B).

Sim =0 (B est une constante non nulle), posons B = bo. Alors, A = QB+ R ou Q = blA et R =0 de sorte que deg(R) < deg(B).
0

Dorénavant, on suppose que m > 1.

Montrons par récurrence que : Vn > m, si deg(A) < n, alors 3(Q,R) € K[X]? tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).
e Soit A un polynéme de degré m (le cas ou deg(A) < m a été analysé avant). Posons A = Z aX* puis Q= g—m (Q est un
k=0 m
polynéme de degré 0) et R=A —BQ. Alors, R est un polynoéme tel que A = BQ + R et de plus,

m m m m—1
- k  Om k Am k am k
R=) aX —EZka _Z<ak—abk>X => (ak—abk>x ,
k=0 k=0 k=0 k=0
et donc deg(R) < m. L’affirmation est donc vraie quand n = m.
e Soit n > m. Supposons que pour tout polynéome A de degré inférieur ou égal a n, il existe (Q, R) € K[X]* tel que A =BQ +R
et deg(R) < deg(B).

n+1
Soit A un polynéme de degré n + 1. Posons A = Z axX*. On peut déja écrire
k=0
a n+1 a m
n+lyn+l-mp _ kK Untlynti-m k
A= =X B=) aX X > biX
k=0 k=0

n

m—1
1 k  Qn+41 1 An+1 1—m+k
=an X"+ ) g X — 2 b XM 4 § LLSEE ') G
bm bm
k=0 k=0

n

n
k An41 k
= E X" — E brnyr-mikX.
k=0 O

k=n+1-m

Par suite, deg (A — %X“H*’“B) < n. Par hypothése de récurrence, il existe (Q1,R) € K[X]? tel que

m

A_ agu X" 1=MB — BQ; + R et deg(R) < deg(B). Mais alors,

m

m

A=B <—“{)‘“ Xy Q1> +R

An1 Xn+17m

et les polynémes Q = + Q1 et R conviennent.

m

Le résultat est démontré par récurrence.

Unicité. Soit (Q1,Q2,R1,R2) € K[X]* et A = BQi + Ry =BQ2 + Rz et deg (Ry) < deg(B) et deg (Rz2) < deg(B).
On a donc B (Q1 — Q2) =Rz — Ry avec deg (R, — Ry) < Max{deg (R1),deg (R2)} < deg(B).
Si Q1 # Q2, alors Q1 — Q2 a un degré entier puis

deg (R — Ry) = deg (B (Q1 — Q2)) = deg(B) + deg (Q1 — Q2) > deg(B)
ce qui est faux. Donc, Q1 = Q; puis Ry = R,.

DEFINITION 7. Les polynomes Q et R du théoréme 18 sont respectivement le quotient de la division euclidienne de
A par B et le reste de la division euclidienne de A par B.

Dans la démonstration par récurrence effectuée plus haut, on a au passage dégagé la méthode pour effectuer une division
euclidienne « petit & petit ». Explicitons sur un exemple la technique mise en ceuvre.

e Soient A =3X> —X* +3X2 + X+ 1 et B=2X3 —5X2 + X +4.

On doit commencer par considérer A — zsz (A — %X“H*mB dans le cas général ) :
m
3.2 5 y4 2 332 (y3 2
A= IXTB =3X7 = X7+ 3XT+ X+ 15X (2X° —5X* + X +4)
1
_ By §x3 —3X2 X+ 1.

2
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3
Le polynéome A — =X?B est de degré au plus deg(A) —1 = 4 et on recommence tant que ’on n’a pas a obtenu un polynoéme

de degré au plus deg(B) — 1 = 2.

A— <§XZ+EX)B:Ex4—§x3—3x2+x+1 —Ex(zx3—5x2+x+4)

2 4 2 2 4
59 25
=X - TOX2 12X+ 1.
4 4 +
puis
3., 13 59 59, 25, 59 3 2
(2 = il 23 _x2 12 _ 27 (x3 =
A (ZX +4X+8)B 7 ¢ - T X 12X 8(X 5X* + X +4)
_ 2550 155y 57
8 8 2
3 13 59 245 155 57
Ceci s’écrit encore A = (ZXZ + ZX + ?) B+ ?Xz — ?X -5 Le quotient de la division euclidienne de A par B
1 59 245 155 57
est Q = %Xz + ;X + 3 et le reste de la division euclidienne de A par B est R = sz — TX — 5

e Tout ce qui précede est lourd & manipuler. On va mettre en place une technique bien plus légére. Effectuons la division
euclidienne de A = X* —4X3 +X+2 par B = X? —3X+5. On dispose les différents objets de la fagon suivante (on obtiendra
le quotient en bas a droite et le reste en bas a gauche) :

A = dividende ‘ B = diviseur

R = reste Q = quotient

En analysant les termes de plus haut degré des polynéomes A et B : «il y va X? fois ». On écrit X? dans la zone en
bas a droite, on calcule X?B et on écrit le résultat de ce produit dans la zone en bas a gauche en prenant soin d’aligner
verticalement les monomes de méme degré (on a donc laissé un espace vide dans le polyndéme A pour tenir compte de
I'absence de X?) et on soustrait

Xt —4xX3 4+  4+X+2 X2 —-3X+5

— (X* —=3X3? +5X?) X?

—X3 —5X? + X +2

plliS on recommence

Xt —4xX3 4+  4+X+2 X2 —-3X+5

— (X* —3X3 +5X?) X2 —X

X3 —5X2 +X+2

— (—X3 +3X? —5X)

—8X2 +6X+2
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et finalement (la division s’arréte quand le reste a un degré strictement inférieur au degré du diviseur)

X —4xX3 4+  4X+2 X2 —-3X+5

— (X* —3X3 +5X?) X2 —X-8

—X3 —5X? +X+2

— (=X3 +3X? = 5X)

—8X% +6X +2
— (—8X? + 24X — 40)

—18X +42

Le bilan de cette division est : X* —4X3 +X+2 = (X2 —X— 8) (X2 —3X+ 5) — 18X +42. Le quotient est Q = X? —X —8

et le reste est R = —18X + 42. Une fois que le mécanisme est compris, cette disposition de la division peut encore étre
allégée en
XP—4X3+  +X+2 X? —3X+5
—X> —5X* 4+ X+2 X2 -X-38
—8X? +6X +2
—18X +42

Exercice 4. Pour n € N*, on pose P, = X™ — 1. Effectuer la division euclidienne de P, par P,.

Solution 4. Soit (m,n) € (N*)z. La division euclidienne de n par m s’écrit n = qm +1 oit (q,7) € N2 et 0 <1 < m.
XM —1=XIMT ] = XM X X -1 =X ((Xm)q —1)+X"—1
=X (1 +X’“+(Xm)2+...+(xm)q*‘) (X™ 1)+ X" —1.

Puisque deg (X" —1) <r<m (sir > 1,deg(X"—1) =retsir =0, deg(X" —1) = —00), la division euclidienne est
achevée. Le quotient est Q = X" (1 + XM+ (Xm)2 +...+ (Xm)q_]) et le reste est R = X" —1.

2.2 Divisibilité dans K[X]
2.2.1 Définition de la divisibilité

DEFINITION 8. Soient A et B deux éléments de K[X], B étant non nul.
B divise A si et seulement si il existe Q € K[X] tel que A = BQ. On écrit dans ce cas B|A.
Soient A et B deux éléments de K[X].

A est multiple de B si et seulement si il existe Q € K[X] tel que A = BQ.

Notation. L’ensemble des multiples d’un polyndéme A se note A x K[X] ou plus simplement AK[X] :
AK[X] ={AQ, Q € K[X]}.
Exemple. Le polynome X — 1 divise le polynéme X? —3X +2 = (X — 1)(X — 2) avec X — 2 € K[X]. Le polynéome X — 1

1 1
divise le polynéme 2X —2 car 2X —2 =2(X—1) avec 2 € K[X] et 2X —2 divise X—1 car X —1 = Z(2X—2) avec 7 e K[X].

Les polynomes A =X — 1 et B = 2X — 2 sont un exemple de polynémes A et B tels que A|B et BJA.

(© Jean-Louis Rouget, 2018. Tous droits réservés. 16 http ://www.maths-france.fr



2.2.2 Propriétés de la divisibilité

Un résultat immeédiat est :

Théoréme 19. Soient A un polynéme et B un polynéme non nul.

B divise A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Théoréme 20.
e VA € K[X] \ {0}, AlA.
e V(A,B,C) € (KIX]\ {0}) x (K[IX]\{0}) x K[X], (A[B et B|C) = A|C.

DEMONSTRATION .
e Soit A € K[X]\{0}. A=1x A avec 1 € K[X]. Donc, A|A.

e Soit (A, B, C) € (KIX]\ {0}) x (K[X] \{0}) x K[X] tel que A|B et B|C. Il existe (Q1,Q2) € K[X]? tel que B = QA et C = Q,B. Mais
alors, C = Q2Q1A avec Q2Q1 € K[X] et donc A|C.
K

Ainsi, la relation de divisibilité est réflexive et transitive. Par contre, la relation de divisibilité n’est pas anti-symétrique.
C’est ce qu’analyse le théoréme suivant :

Théoréme 21. V(A,B) € (K[X]\ {0})2, (A|B et BJA) & A € K\ {0}/ B =AA.

DEMONSTRATION .  Soit (A, B) € (K[X]\ {0})%.

& /. Supposons qu'il existe A € K\ {0} tel que B = AA. Soient Q1 =A € K[X] et Q2 = % € K[X].OnaB=QiA et A =Q,B et donc
A|B et BJA.

= /. Supposons que A|B et B|A. Il existe (Q1,Q2) € K[X]? tel que B = Q1A et A = Q,B. Mais alors, A = Q2Q1A puis Q1Q, =1
car A # 0. Les polynomes Q1 et Q2 sont des inversibles de 'anneau (KI[X],+, x) et donc, d’aprés le théoréme 8, Q; et Q. sont des

constantes non nulles. Ainsi, il existe A € K\ {0} tel que B = AA.
a

Théoréme 22. Soient A et B deux polynémes non nuls tels que B|A. Alors, deg(B) < deg(A).

DEMONSTRATION . Il existe Q € K[X] tel que A = BQ. Puisque A # 0, on a nécessairement Q # 0 puis deg(A), deg(B) et deg(Q)
sont des entiers naturels. Mais alors,

deg(A) = deg(QB) = deg(Q) + deg(B) = deg(B).

Théoréme 23. Soient A, B et C trois polynomes tels que A # 0, A|B et A|C. Alors, pour tout (P1,Pz) € K[X]2,
Al (P1B + P2C).

DEMONSTRATION . Il existe (Q1,Q2) € K[X]? tel que B = AQ; et C = AQ, Mais alors, P1B + P,C = (P1Q; + P2Q2) A avec
Py Q] + PzQz e K[X]. DOHC7 A‘ (P]B + PzC).
a

2.3 PGCD
2.3.1 Définition du PGCD de deux polynémes non nuls

Les quelques théorémes qui suivent préparent la définition du PGCD de deux polyndémes non nuls.

Si P est un polyndéme, on note div(P) l'ensemble des diviseurs de P (un élément de div(P) est par définition non nul).

Théoréme 24. Soit P un polynoéme. Alors, pour tout A € K\ {0}, div(AP) = div(P).
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DEMONSTRATION . Soit P un polynoéme. Soit D un polynéme non nul élément de div(P). Il existe un polynéme Q tel que
P = QD. Mais alors, AP = (AQ)D et donc D est élément de div(AP).
Ainsi, pour tout polynéme P et tout A de K\ {0}, div(P) C div(AP). Mais alors, pour P € K[X] et A € K\ {0}, on a aussi

div(AP) C div <%7\P> = div(P).

Finalement, pour tout P € K[X] et tout A € K\ {0}, div(AP) = div(P).

Théoréme 25. Soit P un polynéme. Pour tout polynéme D non nul, si D € div(P), alors pour tout A € K\ {0},
AD € div(P).

DEMONSTRATION .  Soit P un polynoéme. Soient D un polynéme non nul élément de div(P) et A € K\ {0}. Il existe un polynéme
Q tel que P = QD. Mais alors, AP = Q(AD) et donc AD est élément de div(AP) = div(P). a

Théoréme 26. Soient A et B deux polynémes non nuls. Il existe un polynéme unitaire Dy de degré maximum qui
divise a la fois A et B.

= Commentaire. Dire que Dy est un diviseur commun & A et a B, de degré mazimum, signifie que Do est un diviseur commun

a A et a B et que tout diviseur commun a A et @ B a un degré inférieur ou égal au degré de Dy.

DEMONSTRATION . Soit & ={D € K[X] \ {0}/ DIA et D|B} puis D = {deg(D), D € &}.

Tout élément de € a un degré qui est un entier naturel inférieur ou égal a deg(A) et deg(B) et donc & Min{deg(A), deg(B)}. D’autre
part, & n’est pas vide car 1 € £. D est donc une partie non vide et majorée de N et & ce titre admet un plus grand élément d. Soit
D un élément de € de degré d. D est un polynoéme qui est un diviseur commun & A et B de degré maximum .

Soit Do = %MD. D’aprés le théoréme 25, Dy est un diviseur commun & A et B. Enfin, D¢ est de méme degré que D et donc le
om

degré de Dy est le maximum des degrés des diviseurs communs & A et a B
a

Les deux théorémes qui suivent ont entre autre pour but d’établir I'unicité de Dy.

Théoréme 27 (lemme d’EUCLIDE). Soient A, B, Q et R quatre polynomes tels que A = BQ + R.
Alors, div(A) Ndiv(B) = div(B) Ndiv(R).

DEMONSTRATION . Soit D € div(A)Ndiv(B). Alors, D divise B et R = A—BQ d’aprés le théoréme 23 et donc D € div(B)Ndiv(R).
Inversement, soit D € div(B) N div(R). Alors, D divise B et A = BQ + R et donc D € div(A) Ndiv(B).

On a montré que div(A) Ndiv(B) = div(B) N div(R). a

Théoréme 28. Soient A et B deux polyndémes non nuls. Soit Dy un polynéme unitaire, diviseur commun & A et B,
de degré maximum.

Alors, div(A) Ndiv(B) = div (Dy).

DEMONSTRATION . Puisque Dy divise A et B, un diviseur D de Dy divise A et B par transitivité ou encore un diviseur de Dy
est un diviseur commun & A et B. Ceci montre que div (Do) C div(A) Ndiv(B).

Inversement, montrons que div(A) N div(B) C div (Dy). Plus précisément, montrons par récurrence forte que pour tout n € N, pour
tous polynémes non nuls A et B tels que deg(B) = n, un diviseur commun & A et B est un diviseur de Dy ot Dy est un polynéme
unitaire, diviseur commun a A et B de degré maximum.

e Sin =0, un diviseur commun & A et & B est en particulier un diviseur de B et est donc un polyndéme de degré 0.
Un tel polynéme divise Do.

e Soit n > 0. Supposons que pour tout k € [0, n], pour tous polynoémes non nuls A et B tels que deg(B) = k, un diviseur commun
a A et B est un diviseur de Do ot Dy est un polynéme unitaire, diviseur commun a A et B de degré maximum.

Soient A et B deux polyndémes non nuls tels que deg(B) = n + 1. Soit Do un polyndéme unitaire de degré maximum, diviseur
commun a A et B.

La division euclidienne de A par B s’écrit A =BQ + R ot Q et R sont deux polynodmes tels que deg(R) < deg(B) —1 =mn. D’aprés
le lemme d’EUCLIDE, Dy est aussi un polynéme unitaire de degré maximum, diviseur commun a B et R.

Par hypothése de récurrence, puisque deg(R) < n, un diviseur commun & A et B, qui est aussi un diviseur commun a B et R, est
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un diviseur de Dg. Donc, div(A) Ndiv(B) C div(Dy).

Le résultat est démontré par récurrence.
a

On résume et on compléte les théorémes précédents qui établissent l'existence et I'unicité du PGCD unitaire de deux
polynémes non nuls.

Théoréme 29. Soient A et B deux polyndémes non nuls.
1) Il existe un polynéme unitaire Do et un seul, diviseur commun & A et & B, de degré maximum.
2) div(A) Ndiv(B) = div (Dy).

3) Pour tout polyndéme non nul D, D est un polynoéme de degré maximum, diviseur commun a A et a B si et seulement
si il existe A € K\ {0} tel que D = ADy si et seulement si div(A) Ndiv(B) = div(D).

DEMONSTRATION .

1) Le théoréme 26 établit existence de Do. Soit alors Dy un polynéme unitaire, diviseur commun a A et & B, de degré maximum.
D’apres le théoréme 28, div (D7) = div(A) Ndiv(B) = div (D).

En particulier, Dy € div (D) = div (Do) et Do € div (Do) = div (D1). Ainsi, D1|Do et Do|D1. Donc, d’aprés le théoréme 21, il existe
A € K\ {0} tel que D7 = ADy. Enfin, Dy et D7 sont unitaires et donc

1 =dom (D7) = dom (ADy) = Adom (Do) = A
puis D1 = Dy. Ceci montre I'unicité de Dy.
2) C’est le théoréme 28 que 'on a rappelé.
3) e Soit D un polynéme non nul tel que div(D) = div(A) Ndiv(B) = div (Do), comme en 1), D divise Do et Do divise D. Par suite,
il existe A # 0 tel que D = ADy.
Réciproquement, supposons que D = ADg, A # 0. D’aprés le théoréme 24, div(D) = div (Dy).
On a montré que div(D) = div (A) Ndiv(B) si et seulement si il existe A € K\ {0} tel que D = ADy.
e Supposons div(A)Ndiv(B) = div(D). D € div(D) = div(A) Ndiv(B) est un diviseur commun a A et B. De plus, D est un polynéme
de degré maximum de div(D) = div(A) N div(B).

Finalement, D est un polynéme de degré maximum, diviseur commun a A et B.

Réciproquement, soit D un polyndéme non nul, diviseur commun a A et a B, de degré maximum. D est donc un élément de
div(A)Ndiv(B) = div (Dy) de degré maximum et en particulier, D est un diviseur de Do, de méme degré que Do. On en déduit qu’il
existe A # 0 tel que D = ADg puis que div(A) Ndiv(B) = div (Do) = div(D).

a

On peut maintenant énoncer :

DEFINITION 9. Soient A et B deux polyndémes non nuls.

Le polynoéme unitaire, diviseur commun a A et a B de degré maximum, s’appelle le PGCD unitaire de A et B (ou
plus simplement le PGCD de A et B). Il se note A /\ B.

Tout polynome de la forme A(A A B), A € K\ {0}, s’appelle un PGCD de A et B.

Par exemple, méme si nous n’avons pas encore & disposition des outils efficaces pour déterminer le PGCD de deux
polynomes, il est clair que [(X—1)(X—=2)(X=3)IA[X—1)(X—2)(X—4)] = (X—T1)(X—2) ouquesi a # b, (X—a)\(X=Db) = 1.

= Commentaire .
o On note que le théoréeme 29 fournit plus explicitement : div(A) N div(B) = div(A A B) ou encore
les diviseurs communs a deux polynomes non nuls sont les diviseurs de leur PGCD.

o Le théoreme 27 dit en particulier que si A et B sont deux polynémes non nuls et Q et R sont deux polynomes tels que A = BQ +R
et R#0, alors

A/AB=BAR.
o Les PGCD de A et B sont les polynémes de la forme AN(A /A B), A € K\ {0}.
o Si A et wsont non nuls, div(AA) N div(uB) = div(A) N div(B) = div(A N B) et en particulier, (AA) /\ (uB) = A A B.
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2.3.2 Algorithme d’EUCLIDE

e On se donne A et B deux polynomes non nuls tels que deg(A) > deg(B). On commence par effectuer la division
euclidienne de Ry = A par Ry = B : Rp = QoR;y + Ry avec (Qo,Rz) € KIX]? et deg(R2) < deg(Ry) = deg(B) et plus
généralement, pour k € N, tant que Ry 1 # 0, on effectue la division euclidienne de Ry par Ry 1 :

Rk = QkRi+1 + Riy2
avec (Qy, Riy2) € KIX]? et deg (R 2) < deg (Rt 1).

e Si, par I'absurde, I'algorithme précédent ne s’arréte pas, la suite (deg (Rk))ycy. est une suite strictement décroissante
d’entiers naturels. Une telle suite n’existe pas, comme on l’a déja vu dans le chapitre « Arithmétique dans Z ». Donc,
I'algorithme d’EUCLIDE s’arréte ou encore, il existe un premier reste nul. On note ko + 2 son numéro.

e D’aprés le lemme d’EUCLIDE,

AAB=Ro ARy =...=Ry, ARy, i1.

Enfin, puisque par définition Ry 42 = 0, on a Ry, = Qi,Rx,+1 ot Qk, est un certain polynéme non nul. Ry, 1 est
alors un diviseur commun a Ry, et Rx 41, de degré maximum et donc Ry,+1 est un PGCD de Ry, et Ry, 41 ou aussi

1
———— Ry, +1 est le PGCD unitaire de Ry, et Ry,+1 et donc de A et B.
dOm (Rko+1)

Notons que si, au début de I'algorithme, on a deg(B) > deg(A), la premiére division de A par B a un quotient nul et un
reste égal & A puis la deuxiéme division est la division de B par A ou cette fois-ci deg(B) > deg(A)

On peut énoncer :

Théoréme 30. Soient A et B deux polynomes non nuls. On pose Rg = A et Ry = B puis, tant que Ry.1 # 0,
Rk = QiRit1 + Ri2 avec (Qx, Rt 2) € K[X]? et deg (Riy2) < deg (Riy1).

e Il existe un premier reste nul ou encore ’algorithme s’arréte.

e Un PGCD de A et B est le dernier reste non nul.

| Exercice 4. Trouver le PGCD de A = X + X3 +2X2 + X+ 1 et B=X3 —3X? + X 3.

Solution 4. X* + X3 +2X? + X+ 1 = (X +4) (X3 —3X? + X —3) + 13X% 4 13.

Donc, AAB = (X3 —3X2 + X —3) A (13X2 +13) = (X3 =3X2 + X =3) A (X2 +1).

X3 —3X24+X—-3=(X-3) (Xz + 1). Ainsi, le polynome X? + 1 divise le polynome X3 — 3X? 4+ X — 3. Donc, 1’algorithme
s'arréte et A /AB = (X3—3X2+X—3)/\(X2+1) =X +1.

Comme dans le chapitre « Arithmétique dans Z » (théoréme 16), la détermination de A /A B par l'algorithme d’EUCLIDE
fournit :

Théoréme 31. Soient A et B deux polyndémes non nuls.

Il existe (U, V) € K[X] tel que AAB =AU+ BV.

1 1

DEMONSTRATION . Si B divise A, un PGCD de A et B est B ou encore AAB=——+-—-B =0 Xx A+ ————B. Dans ce cas,
dom(B) dom(B)
les polynéomes U =0 et V = T conviennent.
dom(B)

1

Sinon, avec les notations de l'algorithme d’EUCLIDE exposé plus haut, on a AAB = ————
dom (Rko +1)

Riy+1. A partir de I'égalité,

Rio—1 = Qxy 1Rk, + Rk, 41, on obtient une égalité de la forme

1
ANB = mRko+] = Rko*1ukof1 + Rkovko*1

1 1
a U, 1= ————cet =
ott Uy, 1 dom Reg 1] et Vigg—1

on peut écrire A /A B sous la forme

—m Qx, 1 sont des polynémes. Puis en remontant dans I’algorithme, par récurrence,
om { Ky +1

A AB = Rl + Ry 1 Vi
pour tout k € [0,ko — 1], ot Uy et Vi sont des polyndmes. En particulier, pour k = 0, il existe deux polynomes U et V tels que
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AAB=RoU+R1V =AU+ BV.

a
Exercice 5. Déterminer deux polynomes U et V tels que U x (X2 + X+ 1) +V x (X2 — X+ 1) =1.
: 2 2 N X 1
Solution 5. X* +X+1=1x (X —X+1) +2X puis X* =X +1= ) (2X) + 1. Donc,
X 1
T=X2=X+1)—(5—5)(2X
2 X 1 2 2
=(X*=X+1)— 375 (X2 +X4+1) = (X*=X+1)]
= <_§+Z> (XF+X+1)+ <§+§) (X2 =X+1).
) X 1 X 1
Les polynoémes U = -3 + 5 et V= > + 5
2.3.3 Propriétés du PGCD de deux polynémes
Un résultat immédiat est :
1
Théoréme 32. Pour tout A € K[X]\ {0}, ANA = A
dom(A)
D’autre part, on a déja eu 'occasion de vérifier que :
Théoréme 33. Pour tout (A, B) € (K[X] \ {0})? et tout (A, ) € (K\{0})2, (AA) A (uB) = A AB.
Théoréme 34.
1) Y(A,B) € (KIX]\ {0})?, AAB =B A A (commutativité du PGCD).
2) Y(A,B,C) € (KIXI\ {0})3, (AAB)AC=AA(BAC) (associativitée du PGCD).
3) VA € KIXI\{0}, AAT =1 (1 est absorbant).
DEMONSTRATION .
1) Soit (A, B) € (K[X] \ {0})?. On a div(A) N div(B) = div(B) N div(A). En particulier, AAB =B AA.
2) Soit (A, B, C) € (KIX]\ {0})3.
div((AAB)AC) =div(A AB)Ndiv(C) = div(A) Ndiv(B) Ndiv(C) = div(A) Ndiv(B A C) = div(A A (BAC))
et en particulier, (A AB)AC =A A (B/AC). On peut donc dorénavant écrire A A B A C.
3) A1 est en particulier un diviseur unitaire de 1. Donc, AAT =1.
a

Théoréme 35. V(A,B, C) € (K[X]\ {0})3, C étant unitaire. Alors, (CA) A (CB) = C(A AB).

DEMONSTRATION . C divise CA et CB et donc C divise (CA)/A(CB). Il existe un polynéme non nul Q tel que (CA)/A(CB) = CQ.

CQ divise CA et donc Q divise A (CA = Q:CQ puis A = QQ car C #0). De méme, Q divise B et donc Q divise A /A B.
Inversement, C(A /A B) divise CA et CB puis C(A A B) divise (CA) /A (CB) = CQ et finalement A A\ B divise Q.

En résumé, Q divise A AB et A A B divise Q. Dong, il existe A € K\ {0} tel que Q = A(A A B). Enfin, CQ est unitaire car égal a
(CA) A (CB) et C est unitaire. Donc Q est unitaire puis A = 1 puis Q = A /A B et finalement (CA) A (CB) = C(A A B).
Qa
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Théoréme 36. V(A,B) € (K[X]\ {0})3. En posant D = A A B, il existe (A1,A,) € (K[X]\ {0})? tel que A = DA; et
B=DB; et Ay ABy =1.

DEMONSTRATION . Puisque D divise A et B, il existe deux polynémes A; et By tels que A = DA et B = DBy. De plus,
D=AAB=(DA;)A(DB1) =D (A; ABy) puis A; A By =1 aprés simplification par le polynéme non nul D.
a

2.3.4 PGCD de plusieurs polynomes

De nouveau, on prépare la définition du PGCD de plusieurs polyndmes. On peut démontrer par récurrence (et nous ne le
ferons pas) que :

Théoréme 37. Soient n > 2 puis Aq, ..., Ay, n polyndémes non nuls.

1) Il existe un et un seul polynome unitaire Do qui divise Ay, ..., Ay et de degré maximum.
De plus, div (A7) N...Ndiv (A,) = div (Do).

2) Les polynomes D, diviseurs communs & Ay, ..., Ay, et de degré maximum, sont les polyndomes de la forme ADg,
A € K\ {0}

On peut alors poser :

DEFINITION 10. Soient n > 2 puis Ay, ..., A, n polynémes non nuls.

Le polynéme unitaire, diviseur commun & Ay, ..., A de degré maximum, s’appelle le PGCD unitaire de Ay, ...,
An (ou plus simplement le PGCD de A4, ..., Ay). Il se note A; A... ANA,.

Tout polynome de la forme A (A7 A... AA;,), A € K\ {0}, s’appelle un PGCD de Ay, ..., A,.

Le théoréme 37 dit que div (A7) N...Ndiv(An) =div(A; A... ANA,) ou encore
les diviseurs communs 4 n polynémes non nuls sont les diviseurs de leur PGCD.

Ensuite, on peut montrer par récurrence (et nous ne le ferons pas) que :

Théoréme 38. Soient n > 2 puis Ay, ..., Ay, n polynémes non nuls.

Il existe n polynomes Uy, ..., Uy, tels que AjUy +... + AU, = A1 ALLLA AL

Notons enfin que ’associativité du PGCD fournit par récurrence : A1 A... NAL 1 ANAL = (A1 AL AAL 1) ANAL.

2.4 PPCM
2.4.1 Définition du PPCM de deux polynémes

On s’intéresse maintenant aux multiples communs & deux polynémes A et B. On rappelle que 'ensemble des multiples
d’un polynoéme A se note A K[X] : A K[X] ={AQ, Q € K[X]}. On s’intéresse donc a I'ensemble (A K[X]) N (B K[X]).

Théoréme 39. Soient A et B deux polyndémes non nuls. Il existe un polynéme unitaire My et un seul tel que
(A KIX]) N (B K[X]) = Mo KIX].

DEMONSTRATION .
Existence.

e Soit D = {deg(M), M € ((A K[X]) N (B K[X])) \ {0}}. Le polynéme AB est un multiple commun & A et B qui n’est pas nul. Donc,
D est une partie non vide de N et a ce titre, D admet un plus petit élément m. Soit M un élément de ((A K[X]) N (B K[X])) \ {0} de
1

dom(M)

e Soit M € My K[X]. M est un multiple de My et Mo est un multiple de A. Donc, M est un multiple de A. De méme, M est un
multiple de B et finalement M € (A K[X]) N (B K[X]). Ceci montre que Mo K[X] C (A K[X]) N (B K[X]).

e Inversement, soit M € (A K[X]) N (B K[X]). La division euclidienne de M par Mo s’écrit M = QM, + R avec (Q,R) € K[X]? et
deg(R) < deg (My).

M est un multiple de A et QM est un multiple de A. Donc, R = M — QM est un multiple de A (R=M — QMo = Q1A — Q2A =
(Q1 —Q2)A). De méme, R est un multiple de B. Donc, R est un multiple commun & A et B de degré strictement inférieur au degré
de My. Par définition de My, il ne reste que R = 0 et donc M = QMo € M, KI[X].

degré m puis My = M. My est un polynéme unitaire, multiple commun a A et B.
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Ainsi, (A K[X]) N (B K[X]) € Mo K[X] et finalement, (A K[X]) N (B K[X]) = Mo K[X]. On a montré I’existence de M.

Unicité. Soit M; un polynéme unitaire tel que My K[X] = (A K[X]) N (B K[X]) = Mo K[X]. Alors, M; € M K[X] = Mo K[X] et
Mo € Mo K[X] = M K[X]. Donc, My est un multiple de M et M7 est un multiple de Mp. On sait alors qu’il existe A € K\ {0} tel
que M; = AMy. De plus, My et M; sont unitaires et donc

1 =dom (Mj) = dom (AMy) = Addom (My) = A

puis M; = My. Ceci montre I'unicité de M.

Théoréme 40. Soient A et B deux polyndémes non nuls.

Pour tout polynome M, (A K[X]) N (B K[X]) = M KIX] & IA € K\ {0}/ M = AM,.

DEMONSTRATION . Soit M € K[X] tel que M K[X] = Mo K[X]. Comme dans le théoréme précédent, M est un multiple de Mo
et Mo est un multiple de M et dong, il existe A € K\ {0} tel que M = AM,.

Réciproquement, si M = AMy, A € K\ {0}, un multiple de M est un multiple de My et donc MK[X] C MoK[X]. En appliquant ce

1
résultat au polyndme My et au nombre X on a aussi MoK[X] € MK[X] et finalement MK[X] = MoK[X].
]

Le polynéme My du théoréme 39 est un polynéme non nul, unitaire, multiple commun & A et B, de degré minimum. D’ou
la définition :

DEFINITION 11. Soient A et B deux polyndémes non nuls.

Le polyndme unitaire, multiple commun & A et B, de degré minimum, s’appelle le PPCM unitaire de A et B (ou
plus simplement le PPCM de A et B). Il se note A V' B.

Tout polynéme de la forme A(A V' B), A € K\ {0}, s’appelle un PPCM de A et B.

= Commentaire.
o Le théoréeme 39 se réénonce explicitement sous la forme AK[X] N BK[X] = (A V B)K[X] ou encore

les multiples communs a deux polynémes non nuls sont les multiples de leur PPCM.

o Si A =0 ouB =0, un multiple commun a A et B est un multiple de O et est donc égal a 0. Ainsi, si A = 0 ou B = 0,
AKI[X] N BK[X] = {0}. Dans ce cas, on peut poser AV B = 0.

2.4.2 Propriétés du PPCM de deux polyndémes

On donne sans démonstration les propriétés usuelles du PPCM.

Théoréme 41.

1

Théoréme 42.

e V(A,B) € (KIX]\{0})2, AVB=BVA.
e V(A,B,C) e (KIXI\{0})3, (AVB)VC=AV (BVC).

Théoréme 43. V(A, B, C) € (K[X]\ {0})3, C unitaire, (CA)V (CB) = C(A V B).

2.5 Polyndmes premiers entre eux. Théorémes de BEZOUT et GAUSS
2.5.1 Polynoémes premiers entre eux

On commence par le cas de deux polynomes

DEFINITION 12. Soient A et B deux polyndmes non nuls. A et B sont premiers entre eux si et seulement si A/AB = 1.
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Exemple. Soient a et b deux éléments distincts de K. Un diviseur commun & A = X — a et B = X — b divise encore

1
—a(A— B) =1 et est donc de degré 0. En particulier, (X—a)/\(X—b) = 1. Les polynémes X— a et X—b sont premiers

b—
entre eux.

DEFINITION 13. Soient n > 2 puis Ay, ..., A, n polynémes non nuls.

A1, ..., Ay sont premiers entre eux si et seulement si Aj /A.../AA;, =1 (on dit aussi premiers entre eux dans leur
ensemble).

Aj, ..., A, sont deux a deux premiers entre eux si et seulement si V(i,j) € [1,n]%, (i #j = Ai NA;=1).
Théoréme 44. Soient n > 2 puis Aq, ..., Ay, n polyndémes non nuls.

SiAq, ..., Ay sont deux a deux premiers entre eux, alors Ay, ..., A, sont premiers entre eux.

DEMONSTRATION . Supposons Aj, ..., An sont deux a deux premiers entre eux. Un diviseur unitaire commun & Aj, ..., An,

est en particulier un diviseur unitaire commun & A et & A, et est donc égal & 1. Ceci montre que A1 A... \NA, =1.
a

La réciproque de 'implication précédente est fausse. Considérons les polynomes A = (X—1)(X—2), B = (X—1)(X—3)

et C=(X—=2)X=3).AAB=X-—1IX=2AX=3)]=X—-T#Tetdeméme ANC=X—-2et BAC=X-3.
Les polynomes A, B et C ne sont pas deux a deux premiers entre eux. Maintenant, en posant D = A AB/AC, on a
D=(AAB)AC=(X—1)A(X—2)(X—3). En particulier, D est un diviseur unitaire de X — 1 et donc D = X —1 ou
D = 1. Ensuite, (X —2)(X—3) =X? —=5X+6 = (X—4)(X —1) + 2 et donc X — 1 ne divise pas (X —2)(X — 3). Il ne reste
que D =1 et donc A, B et C sont premiers entre eux (nous découvrirons plus loin que des polynémes sont premiers entre
eux si et seulement si ils sont sans racine commune dans C ce qui rendra immédiat le fait que AABAC=1).

2.5.2 Théoréme de BEzouT

On commence par le cas de deux polynomes.

Théoréme 45 (théoréme de BEzZoOUT). Soient A et B deux polyndémes non nuls.

A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux polynémes U et V tels que AU+ BV = 1.

DEMONSTRATION . Soient A et B deux polynémes non nuls. Posons D = A A B.
Si D =1, d’aprés le théoréme 31, il existe deux polynémes U et V tels que AU+ BV =1.

Réciproquement, supposons qu’il existe deux polynémes U et V tels que AU+ BV = 1. D’aprés le théoréme 23, un diviseur unitaire
commun a A et B divise encore AU+ BV = 1. Ceci montre que D = 1.
a

Exemple. Soient a et b deux nombres distincts puis A = X —a et B=X—b. On a o (A —B) =1 et donc les

—a

polynémes U = — g et V=— — sont deux polyndmes tels que AU + BV = 1. D’aprés le théoréme de BEZOUT,
AANB=1. a

Exercice 5. Soit n € N*,

Déterminer deux polynomes U, et Vi, tels que X™U + (1 —X)™V =1 et deg(U) < n et deg(V) < n.

Solution 5. D’aprés la formule du binéme de NEWTON,

1T=(X+1=Xx)2"1

2l on -1 QL S|
_ - k 2n—1—-k __ - k 2n—1—k - k 2n—1—k
_Z(k>xm—><)“ _Z<k>X(1—X)“ +Z(k>xm—><)“
k=0 k=0 k=n
2 o —1 o on—1
— X" - k—n(1 _ y)2n—1—-k _yyn - ki1 _ n717k.
Z( . >x (1—X) +(1=X" ) L)X =x)
k=n k=0
2t on—1 o1
Posons U = XY X2 TR gt V= < B >xk 1T— X1k,
. k_ﬂ( . ) 1-X) > (e
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Déja, pour tout k € [n,2n — 1], k—n > 0et 2n—1—k > 0. Donc, U € K[X]. De méme, pour tout k € [0O,n — 1], k >0
et n—1—k>0. Donc, V € K[X]. Ainsi, U et V sont deux polynomes tels que X"U + (1 —X)"V =1.

Ensuite, pour tout k € [n,2n — 1], deg (X* ™(1=X)?""1"%) =k —n+2n—1—k=n—1 et donc deg(U) <n—1<n.
De méme, pour tout k € [0,n — 1], deg (XkU —X)“*]*k) =k4+n—T—k=n—1et doncdeg(V) <n—1<n.
k

ot (211 —1

n—1
2n—1
Les polynomes U = Z K )an“ —X)I R g V= Z ( e )Xkﬂ — X)™ 1% conviennent.
k=n k=0

On précisera plus loin le théoréme 45 : on montrera que si deg(A) > 1 et deg(B) > 1, on peut imposer au couple (U, V)
la condition supplémentaire deg(U) < deg(B) et deg(V) < deg(A) et qu'un tel couple (L, V) est unique.

On passe maintenant au cas de n polynomes :

Théoréme 46. Soient n > 2 puis Aq, ..., Ay, n polynémes non nuls.

A1, ..., An, sont premiers entre eux si et seulement si il existe (Ug,..., U, ) € KIX]™ tel que AUy +...+ AU, = 1.

DEMONSTRATION . SiAjA...AA, =1, alors il existe (U,...,Un) € K[X]™ tel que A1U;j +...+ AUy =1 d’aprés le théoréme
38.

Si il existe (Ug,...,Un) € KIX]™ tel que AUy +...+ A U, = 1, un diviseur unitaire commun & Aq, ..., Ay, est encore un diviseur
unitaire de AjU; +...+ AU, = 1. On en déduit que A; A... N\NA, =1.
a

2.5.3 Théoréme de GAUSS

Théoréme 47 (théoréme de GAUSS). Soient A, B et C trois polynoémes non nuls.

Si A divise BC et A et B sont premiers entre eux, alors A divise C.

DEMONSTRATION . Soient A, B et C trois polynémes non nuls, tels que A divise BC et A et B soient premiers entre eux.
Il existe Q € K[X] tel que BC = QA et il existe (U, V) € K[X]? tel que AU+ BV = 1. On multiple les deux membres de la derniére
égalité par C et on obtient
C=ACU+BCV=ACU+ QAV =A(CU+QV)
avec CU+ QV € K[X]. Donc, A divise C.

2.5.4 Quelques conséquences des théorémes de BEzoUT et GAUSS

On commence par fournir une amélioration du théoréme de BEZOUT dans la situation ot A et B ne sont pas des polynémes
constants.

Théoréme 48. Soient A et B deux polynoémes de degré au moins égal & 1 et premiers entre eux.
1) Il existe un couple (U, Vo) € K[X]? et un seul tel que Ally + BVy =1 et deg (Up) < deg(B) et deg (Vo) < deg(A).
2) Les couples (U, V) € K[X]? tels que AU+ BV = 1 sont les couples de la forme (U + QB, Vo — QA) ou Q € K[X].

DEMONSTRATION . Soient A et B deux polynémes non nuls et premiers entre eux.

Existence. D’aprés le théoréme de BEzoUT, il existe un couple (U, V) € K[X]? tel que AU+ BV = 1. La division euclidienne de U
par B s’écrit U = Uy + QoB ou Up et Qo sont deux polynodmes tels que deg (Up) < deg(B).

On aalors 1 =AU+BV = A (Up + QoB)+BV = AUy + B (AQo + V). Posons Vo = AQo + V de sorte que l'on a déja AUy +BVy =1
et deg (Uo) < deg(B).

On note que Up # O car sinon BVy = 1 ce qui est impossible car deg(B) > 1 (les inversibles de anneau (K[X],+, x) sont les
constantes non nulles). Donc,

deg(B) + deg (Vo) = deg (BVy) = deg (1 — Aly)
=deg (AlUp) (car deg(Alp) > deg(A) > 1)
= deg(A) + deg (Uo)
< deg(A) + deg (B)

(© Jean-Louis Rouget, 2018. Tous droits réservés. 25 http ://www.maths-france.fr



puis, apreés simplification par I'entier deg(B), on obtient deg (Vo) < deg(A). Ceci montre 'existence du couple (Up, Vo).

Unicité. Soit (U, Vo, Uy, Vq) € KIX]* tel que AUy 4+ BVo = 1 = AU; + BV, et deg (Up) < deg(B), deg(U;y) < deg(B), deg (Vo) <
deg(A) et deg (V1) < deg(A).

On a donc A (Up — U;) =B (Vi — Vo). Le polynéme B divise le polyndéme A (Up — U;) et le polynéme B est premier au polynéme A
(d’aprés le théoréme de BEzouT). D’apreés le théoréme de GAUSS, le polynéme B divise le polynome Up — U;y. Puisque d’autre part,
deg (Up — U;) < Max{deg (Uo),deg (U;)} < deg(B), ceci impose Uy — U; = 0 et donc aussi Vi — Vo = 0. On a montré I'unicité du
couple (Uo, Vo).

Déterminons maintenant tous les couples (U, V) de polynémes vérifiant AU+ BV = 1 (résolution de I’équation de BEzouT). Soit
(U, V) € KIX]*.

AU+BV=1&AU+BV =AUy +BVo & A (U—Uy) =B (Vo—V)
= BJA (U—Ug) et A[B(Vo—V)
= Bl (U—Up) et A| (Vo — V) (d’apres le théoréme de GAUSS)
= 3(Q1,Q2) e KIXI?/U—Uo = QiBet Vo —V =QrA
= 3(Q1,Q2) € KIXI?/ U=Uo+ QiBet V=V, — QA.

Réciproquement, soient (Q1,Q2) € K[X]? puis U = Uy + QiBetV=V,—Q:A.

AU+BV=1& A(Uo+QiB)+B(Vo—Q2A)=1& AlUo+BVo +AB(Q1 — Q2) =1
SAB(Q1—Q2)=0&£Q1—Q2=0
& Q1 =Qa2.

Les couples (U, V) solutions sont donc les couples de la forme (Up + QB, Vo, — QA), Q € KIX].

a
Théoréme 49. Soient A et B deux polyndémes non nuls et unitaires. Soient D = A AB et M = A\ B. Alors
MD = AB.
En particulier, si A/AB =1 (et A et B unitaires), alors AV B = AB.
DEMONSTRATION . D’aprés le théoréme 36, on peut écrire A = DA; et B = DBj ou Ay et By sont deux polynémes premiers

entre eux. On a alors AB = D (DA;B;). On va vérifier que M = DA B;.
DA1B; = AB1 = A1B. Donc, DA1B; est un multiple commun a A et B et par suite, DA1B1 est un multiple de M.

Inversement, M est un multiple commun & A et B et donc Il existe des polynémes S et T tels que M = SA = SDA; et M = TB = TDB;.
Puisque D # 0, on obtient aprés simplification SA; = TBy. Ainsi, By divise SA;1 et By A A7 = 1. D’aprés le théoréme de GAuss, By
divise S puis il existe Q € K[X] tel que S = QBy. On obtient M = QDA 1B et donc M est un multiple de DA1B;.

En résumé, DA1B; divise M et M divise DA;1B;. Dong, il existe A € K \ {0} tel que M = ADA;B; puis MD = AD?A;B; = AAB.
Enfin, AB et MD sont des polynémes unitaires et donc

1 =dom(MD) = Adom(AB) = A.

Finalement, MD = AB.
a

Exemple. Soient A = (X—1)(X—2) et B=(X—=1)(X—3). AAB = (X—=1)[(X=2)A(X—=3)] = X—1. L’égalitée MD = AB
s’écrit plus explicitement (X —1)M = (X — 1)2(X — 2)(X — 3) et aprés simplification par le polynéme non nul X — 1, on
obtient (X —=T)(X=2)A(X=1)(X=3) = (X=1)(X—=2)(X = 3). a

Théoréme 50. Soient n > 2 puis Ay, ..., An, B, n+ 1 polynémes non nuls.

(vie[l,n], BAAi=T)&BA[]]A: | =1.

i=1

DEMONSTRATION .

e Supposons que Vi € [1,n], BA A; = 1. Alors, d’aprés le théoréme de BEzouT, pour chaque i € [1,n], il existe (Ui, Vi) € K[X]?
tel que AiU; + BV; = 1. On multiplie membre & membre ces n égalités puis on développe et on obtient une égalité de la forme

<H Ai> U+BV =1ou U et V sont deux polynémes. D’aprés le théoréme de BEzour, (H Ai> AB=T1.
i=1

i=1
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n

e Supposons que (H Ai> A B = 1. 1l existe deux polynémes U et V tels que HA]‘ U+ BV = 1. Mais alors, pour chaque
i=1 j=1

i€ [1,n], on peut écrire

Aclu J] A | +BV=1

1<i<n
jAL
et donc, pour chaque i € [1,n], A AB=1.
a
Un corollaire immédiat au théoréme 50 est :
Théoréme 51. Soient A et B deux polynomes non nuls. (AAB =1) & V(n,m) e N2, A" AB™ = 1.
Théoréme 52. Soient 1 > 2 puis Ay, ..., An, B, n+ 1 polynémes non nuls.
n
Si pour tout 1 € [1,n], A; divise B et si les A;, 1 <1< n, sont deux & deux premiers entre eux, alors H A divise B.
i=1
DEMONSTRATION . On montre le résultat par récurrence sur n.
e Soient Ay, A, et B trois polynémes non nuls tels que A; divise B, A, divise B et A1 AA; = 1.
Il existe un polynéme Q tel que B = QA;. Le polynéme A, divise QA et A; A Ay = 1. D’aprés le théoréme de GAuss, A
divise Q. Donc, il existe un polynéme S tel que Q = SA, puis B = SA1A,. Par suite, A1A, divise B.
Le théoréme est vrai quand n = 2.
e Soit n > 2. Supposons le résultat acquis pour n. Soient Ay, ..., An, Ant1, B, n+ 2 polynémes non nuls tels que pour
tout i € [1,n+ 1], A; divise B et tels que les Aj, 1 <i<n+ 1, solent deux & deux premiers entre eux.
n n
Par hypothése de récurrence, I_IA-1 divise B et d’autre part, d’aprés le théoréme 50, H Ai et Ani1 sont premiers entre eux.
i=1 i=1
' n n+1 '
D’aprés le cas n = 2, B est divisible par <H Bi> X Bni1 = H Bi.
i=1 i=1
Le résultat est démontré par récurrence.
a

3 Fonctions polynémes

On va maintenant « évaluer » des polynémes en des nombres ou encore nous allons nous préoccuper de I’aspect fonction-
nel des polynomes. Nous nous rendrons compte le moment venu que les deux aspects (formel et fonctionnel) peuvent étre
identifiés ou encore, a terme, nous ne ferons plus de différence entre les expressions « polynéme » et « fonction polynoéme ».
Dit autrement, nous établirons que deux polynoémes qui prennent la méme valeur en chaque x, ont obligatoirement les
mémes coefficients et en particulier qu'un polyndéme qui s’annule en chaque x, a tous ses coeflicients nuls.

Cette derniére phrase a l'air d’'une évidence et n’en est pas du tout une. D’abord, par ce qu'une somme de terme & le
droit d’étre égale & 0 sans que tous ses termes ne soient égaux a 0. Mais c’est un probléme plus compliqué que ¢a et pour
I'appréhender, nous sommes obligé de faire un détour par le programme de maths spé pour comprendre qu’a plus haut
niveau, les notions de polynomes formels et polynémes fonctionnels peuvent étre bien distinctes.

On découvre en maths spé ’ensemble noté Z/n7Z qui est 'ensemble des n classes d’équivalence de la relation de congruence
modulo n. On découvre encore, aprés avoir défini une addition et une multiplication, que quand p est un nombre premier,
(Z/pZ,+, x) est un corps commutatif.

Le petit théoréme de FERMAT qui dans Z s’écrit : pour tout p premier, pour tout aZ, aP = a [p], s’écrira en maths spé
sous la forme : Vx € Z/pZ, xP? —x = 0.

Considérons alors le polynéome P = XP — X. Ce polynome n’est pas le polynéme nul car la suite de ses coefficients est
(—1,0,...,0,1,0,0,...). Pourtant, ce polynéme prend la valeur 0 en chaque x ou encore la fonction x — P(x) est la fonction
nulle. Il y a bien un probléme dans le cas ou K est un corps quelconque. Ce ne sera par contre pas le cas si K =R ou C.
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3.1 Deéfinition

n
Soit P = Z aiX* € K[X]. La fonction polynéme associée au polynome P est la fonction que I'on note (momentanément)
k=0
P et qui est définie par :

vx € K, 5(x):ao+a1x+...+anxn.
Il est clair que pour tout (P,Q) € K[X]? et tout A € K,
eP=Q=P=Q,
«(P+Q=P+Q,
e (AP) = AP,
e (PxQ)= P x Q.

Mais par contre, rien ne dit que : P= Q =P=0Q.

3.2 Racines d’un polynéme

DEFINITION 14. Soient P € K[X] et a € K.

On dit que a est racine de P si et seulement si ﬁ(a) =0.

= Commentaire. La définition ci-dessus fait référence a un corps K qui peut étre ambigii. Considérons par exemple, le polynéme
P = X? + 1. Puisque qu’un réel est un nombre compleze particulier, le polynéme P peut étre pensé comme un élément de R[X] ou
comme un élément de C[X]. Si on pense le polynéme P comme un élément de R[X], alors le polynéme P n’a pas de racine et si on
pense le polynéme P comme un élément de C[X], alors le polynéme P admet deuz racines a savoir les nombres i et —i. Le plus simple
pour étre clair est de faire des phrases explicites : le polynéme P n’a pas de racine dans R ou le polynome P a deux racines dans C.
On doit noter que le fait que les coefficients de P soient des réels (qui sont des complezes particuliers), n’empéche absolument pas
d’évaluer ce polynome en un nombre complexe non réel : P(i) =i? +1=0.

Un résultat fondamental est :

Théoréme 53. Soient P € K[X] et a € K.

a est racine de P si et seulement si P est divisible par X — a.

DEMONSTRATION . Le polynéme X — a n’est pas nul. La division euclidienne de P par X — a s’écrit P = (X—a)Q +Rou Q et R
sont deux polynomes tels que deg(R) < 0. R est donc un polynéme contant que 1’on note A.
En évaluant en a les deux membres de I'égalité P = (X — a)Q + R, on obtient A = P(a). Ainsi,

aracinedeP{z}ﬁ(a):O<:>R:O<:>XfadiviseP.
a

Remarque. On peut proposer une autre démonstration, présentant son propre intérét, du fait que si a est racine de P,

n
alors P est divisible par X — a. Posons P = Z o X* et supposons que P(a) = 0. Alors,

k=0

n n n

P=P—Pla)=) X~} ana®=3 oo (X*—a)
k=0 k=0 k=1
n
=(X—a) Z o (XM +aX 2L+ d X+ a ).
k=1
Le mérite de cette démonstration est de proposer une factorisation explicite. l:l

Dans la pratique, on n’agit pas ainsi. Considérons par exemple le polynéme P = X3 — 13X? 4+ 6X + 6. Le nombre 1 est
racine de P (car la somme des coefficients de P est nulle). Le polynome P est donc divisible par X — 1, le quotient Q de
la division de P par X — 1 étant de degré 2. Deux coefficients du quotient sont immeédiats, le coefficient dominant et le
coefficient constant : X3 —13X2 +6X+6 = (X—1) (X2 +aX— 6). Le coefficient de X dans Q s’obtient en analysant par
exemple le coefficient de X2 dans P : a —1 = —13 et donc a = —12. Finalement,

X3 13X +6X+6=(X—1)(X* - 12X —6).
On peut aussi poser la division de X3 — 13X? +6X 46 par X — 1 :
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X3 —13X2+6X+6 | X—1

—12X2 +6X+6 | X2—12X—-6
—6X+6
0

Si on veut commencer & factoriser un polynéme, un probléme est d’en obtenir au moins une racine. L’exercice suivant
fournit un procédé pour découvrir des racines rationnelles d’un polynome a coefficients entiers.

n

Exercice 6. Soit P = Z aX®, n > 1, un polynome a coefficients entiers relatifs avec a, # 0 et ag # 0. Soient
k=0

(p,q) €Z* x N* tel que p/Aq=1puis r = %

Montrer que si 1 est racine du polynéme P, alors p divise ap et q divise an.

n n—1
Solution 6. Si P(r) = 0, alors a, <%) + an—1 <%> +...+ (11% + ap = O puis, aprés multiplication des deux

membres par q", app™ +a™ 'pt g+ ...+ a1pq™! + apq™ =0

On en déduit que anp™ =—(a™ 'qp™ "+ ...+ a1pq™ ' +aoq™) = —q (a™ TP T+ ...+ a1pq™ 2+ apq™ ') est un
entier divisible par q. Ainsi, q divise anp™ et ¢ Ap™ =1 (car p /A q =1). D’aprés le théoréme de GAUSS, q divise an.
De méme, a partir de I'égalité apq™ = —p (anp™ ' +a™ 'qp™ 2 +...+a;q™ '), on montre que p divise ao.

Exemple. Considérons le polynome P = 2X3 +3X?+3X+1.Sir = % est une racine rationnelle de P (avec (p, q) € Z* x N*

] l} La calcul donne

et p/Aq =1), alors p divise 1 et q divise 2. Donc, p € {—1,1} et q € {1,2} puis r € {1,—1,2,—2

1 1 1
P(1) #0, P(—1) #0, P 5 # 0 et au dernier moment, P <—§> = 0. Le polynoéme P est donc divisible par X + 5 ou

aussi par 2X + 1. Une factorisation explicite est
22X +3XT 43X+ 1= (2X+1) (X2 +X+1).

Considérons encore le polynéme P = X> 4+ X + 1. Avec les notations précédentes, nécessairement p = £1 et q = 1 puis
T € {—1,1}. Mais P(1) =3 # 0 et P(—1) = —1 # 0. Le polynéme X> + X + 1 n’a donc pas de racine rationnelle (une étude
bréve de la fonction x — x> + x + 1 montre que le polynéme P a une racine réelle dans l'intervalle [—1,0]). a

Une conséquence trés importante du théoréme 53 est :

Théoréme 54.
1) Un polynéme de degré n € N a au plus n racines.

2) a) Un polyndme de degré inférieur ou égal & n € N qui a au moins n + 1 racines deux a deux distinctes est le
polynéme nul.

b) Deux polynomes de degré inférieur ou égal & n € N qui coincident en au moins n + 1 valeurs deux distinctes
(c’est-a-dire tels que P et Q prennent la méme valeur en au moins n + 1 valeurs deux a deux distinctes de la variable)
sont égaux.

3) a) Un polyndme qui a une infinité de racines deux a deux distinctes est le polynéme nul.

b) Deux polynomes qui coincident en une infinité de valeurs deux distinctes sont égaux.

DEMONSTRATION .
1) Montrons le résultat par récurrence sur n.

e Un polynéme de degré 0 est une constante non nulle et donc un polynéme de degré 0 n’a pas de racine. L’affirmation est vraie
quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons qu’un polynéme de degré n € N ait au plus n racines.

Soit P un polynéme de degré n + 1. Si P n’a pas de racine, alors P a au plus n + 1 racines. Sinon, P a au moins une racine a.
D’aprés le théoréme 53, il existe un polyndéme Q tel que P = (X —a)Q. Le polyndéme Q est de degré n et a donc, par hypothése
de récurrence, au plus n racines. Mais alors, le polynéme P a au plus n + 1 racines.
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Le résultat est démontré par récurrence.

2) a) Si P est un polyndme de degré inférieur ou égal a n, non nul, alors P a au plus n racines d’aprés 1). Par contraposition, si P
est un polynéme de degré inférieur ou égal & n qui a au moins n + 1 racines deux & deux distinctes, alors P = 0.

b) Si P et Q sont deux polynomes de degré au plus n qui coincident en au moins n + 1 valeurs deux a deux distinctes, alors P — Q
est un polynéme de degré au plus n qui a au moins n + 1 racines deux & deux distinctes. Donc, P — Q =0 puis P = Q.

3) a) En particulier, un polynoéme non nul a un nombre fini de racines deux distinctes. Par contraposition, si P a une infinité de
racines, alors P = 0.

b) Si P et Q coincident en une infinité de valeurs, alors P — Q a une infinité de racines et donc P — Q = 0.

Au passage, nous avons presque établi que :

Théoréme 55. Soit P un polynéme de degré n € N*. Soient p € [1,n] puis at, ..., ap, p nombres deux a deux
distincts.
P admet aj, ..., ap pour racines si et seulement si P est divisible par (X —aj) x ... x (X —ap).

Ce résultat se démontre immédiatement par récurrence.

Une autre conséquence importante du théoréme 54 est :

Théoréme 56. V(P,Q) e KIX]2, P=Q & P = Q.

On rappelle que deux polynomes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients.

DEMONSTRATION .  On sait déja que si P = Q, alors P= (NQ _ _
Réciproquement, supposons que P = Q ou encore que pour tout x € K, P(x) = Q(x). Puisque K =R ou C, K est infini. Mais alors,
P et Q coincident en une infinité de valeurs et donc P = Q.

a

Il y a donc « identité entre polynome formel et polynéme fonctionnel ». On peut identifier les deux notions (polynéme et
fonction polynome) et en particulier laisser tomber la notation P. C’est ce que nous ferons dorénavant.

Exercice 7. Soient n € N et 0 € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de (Xsin® + cos8)™ par X? + 1. ‘

Solution 7. La division euclidienne (dans R[X]) de P, = (Xsin 0 + cos0)™ par X? + 1 s’écrit

(Xsin® + cos0)™ = (Xz + 1) Qn+anX+by (%)

ot Qn € R[X] et (an,bn) € R%. Puisqu'un réel est un complexe particulier, I'égalité (x) donne aussi la division euclidienne
de P, par X2 4+ 1 dans C[X]. En évaluant les deux membres de I’égalité () en i, on obtient

ani+bp = (isin0 + cos®)™ = et

= cos(nO) + isin(no).
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient a,, = sin(n@) et b,, = cos(n0).

Le reste de la division euclidienne de (Xsin® + cos8)™ par X? + 1 est R,, = Xsin(n@) + cos(no).

3.3 Formule de TAYLOR

On a déja donné la formule de TAYLOR-LAPLACE pour des fonctions de classe C™*'. Cette formule s’applique en parti-
culier aux fonctions polynémes. Néanmoins, puisque a plus haut niveau « polynéme » et « fonction polynéme » sont des
notions qui ne coincident pas nécessairement, on donne une version formelle de la formule de TAYLOR et on la démontre
formellement.

On donne deux versions de la méme formule :
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Théoréme 57 (formule de TAYLOR).

Pour tout n € N, pour tout polynéme P de degré au plus n et tout a € K,

P=) Ple) (X—a)*.

Pour tout polynome P et tout a € K,

k!
k=0
DEMONSTRATION . Soit n € N. Montrons d’abord la formule pour le polynome P, = X™. Dans ce cas, pour k € [0,n],
|
P®(a) = n.k)‘ a™ *. D’aprés la formule du binéme de NEWTON,

Wy (7 e L = P (a)
hn=X—a+a) —Z<k>(xa)ka k:Z_I(n—k)!a k(Xfa)k:Z k!a(xfa)k.

n n n i) n n n i
P=) abi=) o (Z Pl a)i) -3 5 (Z mPS’(a}) x—ap =y P q.
j ’ k=0 j ’

j=0 7"
La deuxiéme formule est la méme que la premiére car si P est un polynome de degré au plus n, alors pour k = n+ 1, P& (a) =0 et

190 p(k) n (k)
doncZPkl(a)(X—a)k:ZPk (@) x — ),
k=0

k!
k=0

Un cas particulier important du théoréme 57 est :

Théoréme 58. Pour tout n € N et tout polynéme P de degré au plus n,

— PI(0)
P=3 o X
k=0

Pour tout polynome P,

“+oo
_ v PM XK.
k!
k=0
Lo : . P (0)
Ainsi, si (ax)ycy est la suite des coefficients de P, alors Vk € N, ayx = o
. 2 , P”(0)
Ainsi, si P =X 43X+ 5, alors 5 =P(0), 3 =P'(0) et 5 = >

3.4 Ordre de multiplicité d’une racine

DEFINITION 15. Soient P un polynéme non nul et a € K. Soit k € N.

a est racine de P d’ordre au moins k si et seulement si il existe un polynéme Q tel que P = (X — a)*Q.
a est racine de P d’ordre k si et seulement si il existe un polynome Q tel que P = (X — a)*Q et Q(a) # 0.

Une racine d’ordre 1 de P s’appelle une racine simple de P.

Une racine d’ordre au moins 2 de P s’appelle une racine multiple de P.

Une racine d’ordre exactement 2 (resp. 3 ...) de P s’appelle une racine double de P (resp. triple ...).
Une racine d’ordre O de P n’est pas racine de P.

Si par exemple, si P = 3X(X — 1)2, 0 est racine simple de P, 1 est racine double de P et 2 est racine d’ordre 0 de P.

= Commentaire.

o Dire que a est racine d’ordre k de P, ¢’est dire que P est divisible par (X — a)* et pas par (X — a)**'.
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o 1l est clair que l’ordre de multiplicité d’une racine d’un polynome non nul est inférieur ou égal a son degré.

o Nous avons défini l’ordre de multiplicité d’une racine d’un polyndme non nul. La notion d’ordre de multiplicité n’a pas de sens
quand P = 0 car dans ce cas, « tout nombre est racine & tout ordre ». Par ezemple, 0 =0 x (X —1)=0x (X—=1)> = ... et donc 1
est racine du polynéme nul d’ordre au moins 1, au moins 2, ...

On donne maintenant une caractérisation de l'ordre de multiplicité d’une racine d’un polynoéme & partir des dérivées
successives de ce polynome.

Théoréme 59. Soient P un polynéme non nul et a € K. Soit k € N*.

a est racine de P d’ordre au moins égal a k si et seulement si P(a) = P/(a) =... =P (a) =0.
a est racine de P d’ordre exactement égal a k si et seulement si P(a) =P’(a) =...=P* 1 (a) =

DEMONSTRATION .

e Soit P un polynoéme non nul de degré n € N*. Soit k € [1,n]. Soit a € K. La formule de TAYLOR fournit

nopld) ) nop(i) ) (i)
p=d Pl ot x- o Y e Y Py
= = ~ i
k—1 P(i)(a) ) k—1 P(i)(a) )
Puisque deg Z 7 (X—a)'| <k, R= Z 7 (X — a)* est le reste de la division euclidienne de P par (X — a)*. Par suite,
i=0 ’ i=0 ’
a racine de P d’ordre supérieur ou égal a k & P est divisible par (X — Ik
k=1 (i
P(L)(ﬂ) i
&) ——X-a'=o
i=0
— PW(q)

k—1
Montrons alors que Z X—a)il=0&Vie [0,k —1], PY(a) =0.

i=0

il

k=1 5(i
Il est clair que si Vi € [0,k —1], P/¥(a) =0, alors Z P
i=0

,)'(‘1) X—a)=0.
1.

Inversement, supposons qu'il existe i € [0,k — 1] tel que PV (a) # 0. Soit ip = Max{i € [0,k — 1]/ PY(a) # 0}. Par défini-

k—1 i i i i
. Pm(a) . o P(‘)(a) . p(lo)(a) .
tion, Plio) is d X—a)t|=d X—a)'| =deg | ———(X—a) ) =1 et ticuli
ion, (a) # 0 puis deg <LZO 7 ( a) eg ; 0 ( a) eg( o ( a) ) ip et en particulier,
k—1 (i) )
P i'(a) (X—a)t £0
i=0 :

On a montré que : a est racine de P d’ordre supérieur ou égal a k si et seulement si Vi € [0,k — 1], P (a)=0.

e Maintenant, a est racine de P d’ordre exactement k si et seulement si a est racine de P d’ordre supérieur ou égal a k et n’est pas
racine de P d’ordre supérieur ou égal a k + 1. Ceci équivaut a Vi € [0,k —1], P¥(a) =0 et P (a) #£ 0.
a

Exemple. Considérons le polynome P = (X—2)2(X—3)2. 2 est racine double de P. P/ = 2(X—2)(X—3)24+2(X—=2)?(X-3) =
2(X—2)(X—3)(2X—=5). Ensuite, P = 2(X—3)(2X—=5)+2(X—2)((X—3)(2X—=5))’ et donc P(2) =P’(2) =0 et P"(2) # 0.
a

Quand a est racine d’ordre k de P, on sait que P(a) = ... =P (a) =0 et P(¥)(a) # 0. Mais on n’a aucun renseignement
sur P 1) (a). Par exemple, si P = X%, P(0) = P/(0) =0, P”(0) =2 # 0 et PB)(0) =0 et si P = X2(X+1), P(0) = P’(0) =0,
P7(0)=2#0et PGI(0)=6#£0.

Du théoréme 59, on déduit en particulier :

Théoréme 60. Soient P un polynome de degré n € N* admettant a € K pour racine d’ordre k € [1,n].

Alors, pour tout 1 € [0,k], a est racine d’ordre k —1 de PV,

DEMONSTRATION .  Soient 1 € [0, k] puis Q = PV,

Sil<k, Q(a) = PM(a) =0, Q'(a) = Py =o, ..., Q(k’l’”(a) =P*V(a)=0et Q(k’”(a) = P™(a) # 0. Donc, a est racine
d’ordre k — 1 de PV,

Sil=k, Q(a) = P (a) # 0 et donc a n’est pas racine de Q ou encore a est racine de Q d’ordre 0 = k — k.
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Sinon, la notion d’ordre de multiplicité d’une racine aide a factoriser un polynéme (la factorisation compléte étant analysée
dans la section suivante « Factorisation en produit de facteurs irréductibles »).

Théoréme 61. Soit P un polynéme non nul admettant p racines deux & deux distinctes ai, ..., ap, d’ordres de
multiplicité respectifs a1, ..., & (qui sont des entiers naturels non nuls).

Alors, P est divisible par (X —a7)*" ... (X — a;)*".

DEMONSTRATION . Puisque les ai, 1 <1 < p, sont deux & deux distincts, les polynémes X — ai, 1 < 1 < p, sont deux & deux

premiers entre eux. Il en est de méme des polynémes (X — a;i)**, 1 <1i < p, d’aprés le théoréme 51. Chaque polyndéme (X — ai)™t,
P

1 <1< p, divise P et ces polynémes sont deux a& deux premiers entre eux. Donc, H (X — a;i)** divise P d’aprés le théoréme 52.

i=1

Exercice 8. Déterminer un polynéme P € R[X] de degré 5 tel que P(X) 4 10 est divisible par (X 4+ 2)3 et P(X) — 10
est divisible par (X — 2)3.

Solution 8. Le polynéme P(X)+ 10 admet —2 pour racine d’ordre au moins égal a 3 et donc le polynome P’ = (P(X)+10)’
admet —2 pour racine d’ordre au moins égal a 2. De méme, le polyndme P’ admet 2 pour racine d’ordre au moins égal a
2.

Puisque P’ est de degré 4, il existe nécessairement A € R \ {0} tel que
P/ =AX—22(X+22 =A(X2—4)> =A (X* —8X2 + 16),
Puis il existe nécessairement (A, 1) € (R\ {0}) x R tel que

X° 8x3
P=a(2 — 22 416X
(5 3 +6>

Réciproquement, soit P un tel polynéme. Alors, P/ = A(X — 2)2(X + 2)? puis P’(2) = P”(2) = P/(=2) = P"(=2) = 0.

Si le polynome Py = P+ 10 ne s’annule pas en —2, alors P+ 10 n’est pas divisible par (X+2)3 et si le polynéme P; s’annule
en —2, alors, puisque Pj = P’, P;(—2) = P{(—2) = P”(—2) = 0 puis P + 10 est divisible par (X + 2)3.

De méme, P — 10 est divisible par (X — 2)3 si et seulement si le polynéme P, = P — 10 s’annule en 2. Finalement,

2
A 3——ﬁ+32 +u=10
P . P(2) =10 5 3
solution & P(—2) = —10 & 32 e
— (32 _
A(S 3+3)+u 10
w=0 (I+1I) {u:o {pz()
55 1 2 a4 32x8 & 75
3A(=—Z+1)=10 — _ 2
(5 3+) 15 A=10 128

. . A . R 75 (X5 8x3
Il existe un polynoéme et un seul solution & savoir le polynéme P = 28 \5 3 + 16X ).

Exercice 9. Pour n € N*, on pose P, = (X2 — 1)n puis L, = Pﬁln)
1) Déterminer le degré et le coefficient dominant de Ly,.

2) Montrer que L,, a n racines simples, toutes éléments de ] — 1, 1[.

Solution 9.
1) Soit n € N. deg (P) = 2n et donc deg (L,,) =2n—n =n.
(2n)!

Ensuite, dom (P,,) =1 et donc dom (L,,) = 2n)2n—1)...(n+1) = o

2) Montrons par récurrence (finie) que pour tout k € [0,n], P admet (au moins) k racines deux a deux distinctes dans

I—1,1[
e Le résultat est clair pour k = 0.

e Soit k € [0,n — 1]. Supposons que Pﬁlk) s’annule en k réels deux & deux distincts de ] — 1, 1[. P, admet 1 et —1 pour
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racines d’ordre n et donc PT(lk) admet 1 et —1 pour racine d’ordre n — k avec n—k > n— (n—1) = 1. En particulier,
PT(lk) s’annule en 1 et en —1. Ainsi, PT(lk) s’annule en k+ 2 réels deux a deux distincts de [—1,1]. Ces k+2 réels découpent

Iintervalle [—1,1] en k+ 1 intervalles de longueur non nulle et PT(lk] prend la méme valeur aux bornes de chacun de ces
!
intervalles. D’aprés le théoréme de ROLLE, PT(lkH) = (P,(lk)) s’annule au moins une fois dans chacun des k+1 intervalles

ouverts et donc s’annule en au moins k + 1 réels deux a deux distincts de 'intervalle ] — 1,11,

Le résultat est démontré par récurrence. En particulier, pour k = n, L,, = PT(ln) s’annule en (au moins) n réels deux

a deux distincts aj, ..., an, tous éléments de l'intervalle ] — 1,1[. On sait qu’il existe un polynéme Q tel que P =
QX—aj)...(X—an). De plus, deg(L,) = n et donc Q est une constante non nulle. Plus précisément, puisque le
2n)!
polynome (X —aj)...(X — an) est unitaire, Q = dom (L) = ( TTJ) et donc
2n)!
L, = (T')(X—m)...(X—an).

Ceci montre que L,, admet exactement n racines réelles deux a deux distinctes, toutes simples et dans | — 1, 1[.

3.5 Polynoémes d’interpolation de LAGRANGE

On se donne n + 1 nombres complexes (n € N*) deux a deux distincts ao, ..., an puis n+ 1 autres nombres complexes

pas nécessairement deux a deux distincts by, ..., by,. On cherche un polynéme P de degré au plus n vérifiant les égalités
vie [0,n], P(ai) = b;.

On va montrer I'existence et I'unicité d’un tel polynéme et en donner une expression.

Par exemple, le polynome P de degré au plus 1 vérifiant P(1) =1 et P(3) = —5 est
—5—1
3—1

On commence par analyser un cas trés particulier du probléme. Soit i € [0,n]. Montrons lexistence et I'unicité d’un
polynéme L, de degré au plus n, vérifiant

P= (X—=1)+1=-3X+4.

. 1sij=1
v € [o,n], Li(ay) = 5, _{ S

L; doit s’annuler en chacun des n nombres complexes deux a deux distincts aj, j € [0, n]\{i}. Donc, il existe nécessairement
un polynome Q tel que Ly = Q H (X —a;). Puisque deg (Li) < 1, on a deg(Q) < 0 et donc il existe A € K tel que

o<j<n
j#L
Li=A H (X — aj). Enfin, I’égalité L; (a;) = 1 impose
ogj<n
j#L
AT (ai—ay) =1
o<j<n
j#L
1 R . X—Clj . e e
et donc A = ———— . Ainsi, nécessairement, L; = H . Ceci montre 'unicité de L;.
(ai—aj) o<j<n ai —qj
ogj<n j#L
jAL
. X—Clj . N - . oo
Réciproquement, posons L; = H . Puisque les a; sont deux & deux distincts, L; est bien défini et est un
ogjgn MY
jAL

et
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Le polynome L; convient. Ceci montre I’existence de L. On peut énoncer :

Théoréme 62. Soit n € N*. Soient ag, ..., an, n+ 1 éléments de K deux a deux distincts.

Pour chaque i € [0,n], il existe un polynéome L; et un seul de degré inférieur ou égal a n vérifiant

Vje [[O,Tl]], Li (ai) = ‘Si»j'

De plus,
X—q
L= ]] L.
ogjgn BT W
j#L
Passons maintenant au cas général. On rappelle que ao, ..., an, sont n+ 1 éléments de K deux & deux distincts, que by,

.., by, sont n+ 1 nombres et que 'on cherche un polyndme P de degré inférieur ou égal a n vérifiant de plus : Vi € [0, n],
P ((11) = bi.

n
e Montrons 'existence d’un tel polynéme. Soit P = Z b;L;. Puisque chaque Lj, 0 <j < mn, est de degré n, P est de degré
j=0
inférieur ou égal a n. D’autre part, pour i € [0,n],

n n
P (ai) = ijI—j ((11) = ijéiy]' = b;.
j=0 =0

Donc, le polynéme P convient.

e Montrons I'unicité d’un tel polynéme. Soient P et Q deux polynomes de degrés inférieurs ou égaux a n vérifiant pour
tout 1 € [0,n], P(ai) =bi = Q (ai). Ces deux polyndomes coincident en au moins n + 1 valeurs deux a deux distinctes et
sont de degrés au plus n. On en déduit que P = Q d’apres le théoreme 54.

On peut énoncer :

Théoréme 63. Soit n € N*. Soient ap, ..., an, n+ 1 éléments de K deux & deux distincts et by, ..., by, n+1
éléments de K.

Il existe un et un seul polynome L de degré inférieur ou égal a n tel que pour tout i € [0,n], L(ai) = by a savoir
_ T, — . -9
L—;)bll_l—;bl 11 —
i= i=

0<j<n
A

Par exemple, le polynome L de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant L(—1) =1, L(0) =1, L(1) =1 et L(2) =7 est

(X=0)(X=1)(X-=2) (X+1)(X=1)(X-2) (X+1)(X=0)(X—-2) X+1)(X=0)(X-1)
=0 —D—T-2 X eno-no=2 X aTInaroi=2 X Zrne-0ez-1

:—%X(X—1)(><—2)+%(X+1)(X—1)(X—2)—%X(XH)(X—Z)+£(X+1)X(X—1) =X3—X+1.

L=1x

Voici son graphe :
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4 Factorisation en produits de polynomes irréductibles

4.1 Le théoréme de D’ALEMBERT-(GAUSS

Nous admettrons le « théoréme fondamental de P'algébre » (on n’a pas vraiment les outils pour démontrer ce théoréme
avant la maths spé) :

Théoréme 64 (théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS). Soit P un élément de C[X] de degré supérieur ou égal a 1.

P admet au moins une racine (dans C).

Il s’agit d’une propriété du corps (C,+, x) : toute équation polynomiale a coefficients dans C de degré supérieur ou égal
a 1 admet au moins une solution dans C. De maniére générale, un corps commutatif K vérifiant cette propriété est dit
algébriquement clos. Une variante du théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS est donc :

Théoréme 65 (théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS). C est algébriquement clos.

Par exemple, 1'équation z°® 4+ z* + 1 = 0 admet au moins une solution dans C. On note que le théoréme ne fournit aucun
procédé pour l'obtenir et de fait, personne au monde ne sait donner la valeur exacte d’une solution. Au degré 2, on dispose

—b+£d
oi1 % = b2 —4ac). Une telle formule

existe encore au degré 3 (formules de CARDAN, formule contenant entre autres des racines carrées et des racines cubiques)
et au degré 4 (formules de FERRARI). Mais il a été démontré qu’il n’est plus possible d’obtenir de telles formules pour
les équations de degré supérieur ou égal a 5 : « ’équation générale de degré supérieur ou égal a 5 n’est pas résoluble par
radicaux ». Ceci n’empéche pas de savoir résoudre, ponctuellement, certaines équations de degré 5 comme z°> — 1 = 0 par
exemple.

de formules fournissant les solutions en fonction des coefficients de 1’équation (

On peut donner une nouvelle variante du théoréme fondamental de ’algébre avec la définition suivante.

DEFINITION 16. Soit P un élément de K[X] de degré supérieur ou égal a 1.

P est scindé sur K si et seulement si P est un produit de polynoémes de degré 1 a coefficients dans K.

Par exemple, le polynome P = 2(X —1)2(X —2) = (2X —2)(X — 1)(X — 2) est scindé sur R. Le polynome X2 + 1 n’est pas
scindé sur R car dans le cas contraire, il serait produit de deux polynoémes de degré 1 & coeflicients réels et il admettrait
une racine réelle, ce qui est faux. Par contre, le polynome X2 + 1 est scindé sur C car X2 +1 = (X —1)(X+1). On note que
la phrase « P est scindé » ne veut rien dire si on ne précise pas le corps K.

Avec cette nouvelle notion, on peut donner une nouvelle variante du théoréme 64 :

Théoréme 66 (théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS). Tout élément de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 est
scindé sur C.

Plus précisément, tout élément de C[X] de degré n > 1, peut s’écrire sous la forme A (X — aj)...(X—an) ot A est un
nombre complexe non nul et ay, ..., a,, sont des nombres complexes pas nécessairement deux a deux distincts.

DEMONSTRATION . Montrons par récurrence que pour tout n € N* et tout polynéome P € C[X] de degré n, P est scindé sur C.
e Tout élément de C[X] de degré 1 est produit d’un polyndome de degré 1. L’affirmation est vraie quand n = 1.

e Soit n > 1. Supposons que tout élément de C[X] de degré n soit scindé sur C. Soit P un élément de C[X] de degré n+ 1. Puisque
n+1>1, dapreés le théoréme 64, P admet au moins une racine a; dans C et done, il existe Q € C[X] tel que P = (X —a1) x Q.
Q est degré n et par hypothése de récurrence, Q s’écrit sous la forme A (X — az)...(X — ant1) ot A est un nombre complexe non
nul et az, ..., any1, sont des nombres complexes. Mais alors,

P:7\(X—a1)(X—az)...(X—anH).

Le résultat est démontré par récurrence.

4.2 Polynémes irréductibles sur un corps

Tout le cours d’arithmétique dans K[X] évolue en paralléle avec le cours d’arithmétique dans Z. Ceci tient entre autres dans
le fait qu’il existe dans ’anneau (Z, 4, x) et dans ’anneau (K[X], 4+, x) une division euclidienne. Le théoréme fondamental
de l'arithmétique dans Z dit que tout entier n supérieur ou égal & 2 se décompose, de maniére unique a l'ordre preés des
facteurs, en un produit de nombres premiers. La notion de nombre premier dans N* a son analogue dans K[X] : la notion de
polyndéme irréductible sur K. De méme que, dans N*, le nombre 1 ne fait pas partie de la liste des nombres premiers pour
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assurer l'unicité de la décomposition, un polynéme de degré O ne fera pas partie de la liste des polyndémes irréductibles
sur K pour assurer 'unicité de la décomposition dans K[X].

DEFINITION 17. Soit P un élément de K[X] de degré supérieur ou égal a 1.

P est irréductible sur K si et seulement si il n’existe pas de polyndémes A et B, tous deux de degré supérieur ou égal
a1, tel que P = AB.

= Commentaire.

o Un polynome de degré 1 est irréductible sur K par définition.

o On peut donner de nombreuses variantes de la définition d’un polynéme irréductible. En voici une : P est irréductible sur K si et
seulement si V(A,B) € KIX]?, (P = AB = deg(A) = 0 ou deg(B) = 0).

o On note aussi que P nlest pas irréductible sur K si et seulement si il existe (A,B) € B[X]? tel que P = AB et deg(A) > 1 et
deg(B) > 1.

o Un polynéme qui n’a pas de racine dans K n’est pas nécessairement irréductible sur K. Considérons par exemple le polynéme
P=X"+X?+1€cR[X]. P na pas de racine dans R car pour tout réel x, P(x) = x* +x? + 1 > 0. Pourtant

P=X' 422 +1-X = (x2+1)2fx2: (x2+x+1) (xzfx+1)

et le polynome P n’est pas irréductible sur R.

Une nouvelle variante du théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS est :

Théoréme 67 (théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS).

Les polynomes irréductibles sur C sont les polynomes de degré 1.

4.3 Factorisation en produits de polynomes irréductibles dans C[X]

Théoréme 68. Soit P un élément de C[X] de degré supérieur ou égal a 1.
P s’écrit, de maniére unique a l'ordre prés des facteurs, sous la forme

P
P=ATT (X—z)*
k=1

ol z1, ..., zp, sont des nombres complexes deux & deux distincts et 1, ..., &p sont des entiers naturels non nuls.

DEMONSTRATION . L’unicité de la décomposition vient du fait que nécessairement A est le coefficient dominant de P, les z; sont
nécessairement les racines deux & deux distinctes de P et les o leurs ordres de multiplicité respectifs.

Démontrons l'existence d’une telle décomposition. Soit P € C[X] tel que deg(P) > 1. Soient z1, ..., zp, les racines deux a deux
distinctes de P dans C (on sait qu’il y en a au moins une et qu’il y en a un nombre fini) et o1, ..., o leurs ordres de multiplicité
respectifs. Les a4, 1T <1 < p, sont par définition des entiers naturels non nuls.

On sait d’aprés le théoréme de BEzouT que les polynémes X—zi, T < k < p, sont deux a deux premiers entre eux. On sait qu’il en est
de méme des polynéomes (X — zi)**, T < k < p. Chaque polynome (X — z)**, 1 < k < p, divise P et ces polynémes sont deux a deux
P

P

premiers entre eux. On sait alors que P est divisible par H (X — zi)™*. Dong, il existe Q € K[X] \ {0} tel que P =Q H (X — 2y )%,
k=1 k=1

Si deg(Q) > 1, Q admet au moins une racine dans C d’aprés le théoréme de d’ALEMBERT-GAUSs. Cette racine est encore une racine

de P et donc cette racine est un certain zy,, 1 < ko < p. Mais alors, Q est divisible par X — zi, puis P est divisible (X — zy, )“koﬂ
ce qui contredit la définition de 'ordre de multiplicité.
P
Donc, deg(Q) =0 et on a montré qu’il existe A € C\ {0} tel que P = ?\H (X — 2y )%,
k=1
a

4.4 Factorisation en produits de polynomes irréductibles dans R[X]

On va déduire la factorisation en produit de polynémes irréductibles dans R[X] de la factorisation déja effectuée dans C[X]
(puisque R[X]« C »C[X]). On commence par :
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+oo
DEFINITION 18. Soit P = Z axX* e CIX].
k=0

Le conjugué du polynéme P est le polynome, noté P, dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de P.
+oo

Donc, P = Z Xk,
k=0

Il s’agit d’une « conjugaison formelle » (on a conjugué les coeflicients). Les propriétés usuelles de cette conjugaison formelle
sont :

Théoréme 69.

1) V(P,Q) e CXI2,P+Q=P+Q
2) V(P,A) e(C[] (C(P):_P.
3) V(P,Q) € CIXI>, Px Q=P x Q.
4) VP € CIX], V)GNP— pV)

5) VP € C[X], Vz€ C, P(z) = :
6) VP € C[X], (PeRIX] &P =P).

DEMONSTRATION .
“+o0

1) Soient P = Z ar X et Q= Z b X* deux éléments de C[X].

+o00 “+o00 +o00
P+Q= Zak+bkxk =) (@H+b)X =) @X+ ) bBX =P+Q.
k=0 k=0 k=0 k=0
+o00
2) Soient P = Z axX®¥eCX et A eC.
e “+o00 +o00 “+o00
AP =3 XXk =) (Nap)X*=X) @mX*=AP.

k=0 k=0 k=0

3) Soient P = Z aX* et Q= Z biX* deux éléments de C[X].

= k=0

X Q:kZ:o <;aibki>xk f (Z @b ) F=PxQ.

+o00
4) Soient P = Y X € C[X] et i € N.
k=0

k=j k=j
+oo
5) Soient P = Z aX* €CX] et z€C.
k=0
+o00 +o00o
Pz)=) az"=) wz"=P()
k=0 k=0

+o0o
6) Soit P = > X" € C[X].
k=0

PeRXI&VkeN, aqxeReVkeN, Gr=a. &P=P.

]
Théoréme 70. Soit P un élément de R[X] de degré supérieur ou égal a 1. Soit z € C.
z est racine de P si et seulement si Z est racine de P.
DEMONSTRATION .  Puisque P € R[X], P = P puis pour tout z € C,
P(z) =P(z) =P(2)
En particulier, pour tout z € C, P(z) =0 & P (z) = 0.
]
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Théoréme 71. Les polyndomes de R[X], irréductibles sur R, sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré
2 a discriminant strictement négatif.

DEMONSTRATION .
e Un élément de R[X] de degré 1 est irréductible sur R.

e Soit P un élément de R[X] de degré 2. Si A > 0, P admet deux racines réelles a et b pas nécessairement distinctes et s’écrit
P = dom(P)(X — a)(X —b). Dans ce cas, P n’est pas irréductible sur R.

Si A <0, P n’admet pas de racine réelle. P ne s’écrit donc pas comme un produit de deux polynémes de degré 1 a coefficients réels
et donc P est irréductible sur R.

e Soit P un élément de R[X] de degré supérieur ou égal a 3. D’aprés le théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS, P a au moins une racine a
dans C.

Si a € R, puisque P € R[X], il existe Q € R[X] tel que P = (X —a)Q et deg(Q) > 3 — 1 = 2. Dans ce cas, P n’est pas irréductible.

Sia ¢ R, @ est aussi racine de P (avec @ # a) d’aprés le théoréme précédent et donc P est divisible par (X —a)(X—a) =
X? —2XRe(a) +|a]* € R[X]. Dong, il existe Q € R[X] tel que P = (X2 — 2XRe(a) + |a|2) Q et deg(Q) > 3—2 =1. Dans ce cas, P n’est
pas irréductible.

En résumé, tout polynéme a coefficients réels de degré supérieur ou égal a 3, n’est pas irréductible sur R.
a

= Commentaire. Si P est de degré 2 a coefficients réels, les phrases « P est irréductible sur R » et « P n’a pas de racine
réelle » sont équivalentes. Ce résultat est faux dans le cas général. On a par exemple constaté plus haut que le polynome X +X? +1
n’a pas de racine réelle et pourtant n’est pas irréductible sur R.

Maintenant, on améliore le théoréme 70.

Théoréme 72. Soit P un élément de R[X] de degré supérieur ou égal a 1. Soit z € C.

z est racine de P si et seulement si z est racine de P et dans ce cas, z et Z ont méme ordre de multiplicité.

DEMONSTRATION . En ce qui concerne I'ordre de multiplicité d’une racine, on dispose d’une définition et d’une caractérisation
a partir des dérivées. Ceci fournit deux démonstrations, présentant chacune leur propre intérét.

lére démonstration. Soit P un élément de R[X] (de sorte que P = P) de degré supérieur ou égal a 1. Soit z € C une racine de
P d’ordre k € N*. Il existe un polynéme Q € C[X] tel que P = (X — 2)*Q et Q(z) # 0. En conjuguant cette égalité, on obtient
P=(X-2)F Q.

De plus, Q (z) = Q(z) # 0. Donc, Z est racine de P d’ordre k.

2éme démonstration. Soit P un élément de R[X] de degré supérieur ou égal a 1 (de sorte que P = P). Soit z € C une racine de P
d’ordre k € N*. Alors, P(z) =P/(z) =... = P& D (z) =0 et PM(2) £0.
En conjugant ces égalités et en tenant compte des différentes formules du théoréme 69, on obtient P (Z) =P’ (Z) =...=P* () =0
et P (Z) £ 0. On en déduit que Z est racine de P d’ordre k.

a

On peut maintenant se diriger vers la factorisation en produit de facteurs irréductibles dans R[X]. Soit P un élément

de R[X] de degré supérieur ou égal a 1. P est scindé sur C. Notons aj, ..., ap, les éventuelles racines réelles deux a
deux distinctes de P, a1, ..., &p, leurs ordres de multiplicité respectifs, z1, ..., zq, les éventuelles racines non réelles de
parties imaginaires strictement positives deux & deux distinctes , B1, ..., Bq, leurs ordres de multiplicité respectifs et A le

coefficient dominant de P.

D’aprés les théorémes 68 et 72 et avec la convention usuelle qu’un produit vide est nul, P s’écrit, de maniére unique a
Pordre prés des facteurs, sous la forme :

P q q
P:AH(X—ak)“kH(X_Zk H -zo)®

k=1 k=1
P q q
(Sip =0, H —ap)*™ =1ousiq=0, H (X— zk H — zk = 1.) En regroupant les facteurs conjugués,
k=1 k=1 k=1
on obtient
P q P q
P=AT]X—a)® [T (X—z0P (X—z0P* = AT (X—aw)* [] (0 +baX +eie) ™,
k=1 k=1 k=1 k=1
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ou by = —2Re(zx) € Ret cx = zi|? € R. Cette écriture est encore une fois unique a lordre prés des facteurs. On note de
plus que pour k € [1,q], on a b —4cy < O car le trindme X% + by X + cx n’a pas de racine réelle. On peut énoncer

Théoréme 73. Tout polyndéme de R[X], de degré supérieur ou égal a 1, s’écrit de maniére unique a I'ordre prés des
facteurs, sous la forme :

P q
P=ATT(X=a®™ IT 0 +bx+e)™,
k=1 k=1

ou A = dom(P) € R*, les ax sont des réels deux a deux distincts, les (by, ck) sont des couples de réels deux a deux
distincts tels que bi —4cy <0, les ok et les By sont des entiers naturels non nuls.

4.5 Quelques factorisations classiques

e Dans C[X], le polynéome X™ — 1 est unitaire et admet n racines simples, les nombres z;, = eZinkﬂ, 0<k<n—1. Donc,

n—I1

X1 =T (x=e™7).

k=0

e Dans R[X], il y a deux cas. Sin = 2p, p € N*, X —1 = X?? — 1 admet deux racines réelles a savoir 1 et —1. En
regroupant les facteurs conjugués, on obtient :

N 2p—1 i p—1 o 2p—1 o
P — — % — — — LPT[ — LPT[
X2 1 lI[O(x et ) (X 1)><k_](X e )x(X—H)xk_l:L(X e )
. . pl . ik Pl . i2p—Um _ . Pl . ik . _ikm
— (X 1)(x+1)£[](x ev)l_] (x ™% ) (X 1)(x+1)£[](x ev)(X e ,,)
:(X—])(X—H)]ﬁ (XZ—ZXcos<k—T[) +1>.
k=1 p

Sin=2p+1,pe N X*—1=X?P"1 —1 admet une seule racine réelle a savoir 1. En regroupant les facteurs conjugués,
on obtient :

2p4+1 Zp 2ikm P 2ikm Zp 2ikm
X2 —1:Z(X—ezp+1):(x-1)xH(X—ezp+l)>< 1 (X—ezw)
k=0 k=1 k=p+1
=X=DTJT(x=e) (Xx—e
[ (x-eit) (1 #)
P 2kt
_ _ 2
= (X 1)g<x 2Xcos<zp+]>+1).
-1 —1
e Dans C[X], X“—1:Ti_[(X—e“#“):(X—nri_[(X—ez‘nﬂ) mais aussi X — 1 = (X —1) (X" + ...+ X +1).
k=0 k=1

Apreés simplification par le polynéme non nul X — 1, on obtient

n—I1

XL Xx+1=]] (X—e“nk“).
k=1

Ces formules fournissent en particulier :
e X2 —1=(X=-1(X+1).

e Dans C[X], X3 — 1= (X=1)(X—j) (X—j?) et aussi X* + X+ 1 = (X —j) (X —j?).
Dans R[X], X3 —1=(X—1) (X2 +X+1).
[
]

e Dans CIX], X* —1T=(X=1(X=1)(X+1)(X+1) et aussi X3 +X2 +X+1=(X—1)(X+1)(X+1).
Dans R[X], directement X* —1= (X2 —=1) (X2 +1) = (X=1)(X+1) (X2 +1) et X3+ X2+ X+ 1= (X+1) (X*+1).
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e Dans C[X], X° —1=(X—1) (

<)

Dans R[X], X> —1=(X—-1) ( — 2Xcos

(X=e) (x—e %) (x—e ).
g)—l—])( — 2X cos (457t>+1>.
Dans CIX, X* + X3 + X2 + X + 1 _(X—ezs")( X — et )(x_e 4;”) (x_eJ;“

271 47t
DansR[X],X4+X3+X2+X+1=< 2Xcos(5)+1)( 2Xcos(5)+1)

Il se trouve que l'on peut factoriser le polynome X* + X3 + X2 + X 4+ 1 directement en profitant de la symétrie de ses
coefficients (polyndme réciproque) :

2
x4+x3+x2+x+1:xz(xz+%+x+;+1) <(x+%> +(x+%)—1>

_ <x2—_]%@x+1> <x2—_]%@x+1>.

2 4
Par unicité de la décomposition en produit de facteurs irréductibles et en tenant compte de cos (g) > 0 et cos (g) <0,
on obtient
) _14V5 4\ 145
cos| = | = ) et cos| = | = ) .

e Dans C[X], X® —1 = (X—=1) (X+j?) (X—§)(X+1) (X=j?) (X+7).
Dans RIX], X6 —1=(X—=1)(X+1) (X2 +X+1) (X2 =X+1).

e Pour X*+X%+1, on peut passer par X®—1 : (X2 — 1) (X4 + X% + 1) =X—1=(X=1)(X+1) (X2 + X+ 1) (X2 — X+ 1)
et aprés simplification par le polynéme non nul X> — 1, on obtient :

XPEXT+1= (X2 4+X41) (X2 =X+1).
On peut aussi factoriser directement :
XA X241 =X 42X 41 =XE = (0 +1) =X = (XX +1) (C=X+1).

e Pour X* — X2 4+ 1, on peut passer par le polynéme X® 4 1. Le polynoéme X® 4 1 est réel et pair. Donc chaque fois que
Pon trouve une racine a de ce polynéme, @ et —a sont aussi racines de ce polynéme. Cette constatation aide a mener les
calculs qui suivent :

5

XS41 =TT (x=e"5)
k=0

i7c

— (X +1)(X—1) (x—e%‘) (X—e’%) (x+e%“) (x+e*%)
= (X2 +1) (X2 =2Xeos () +1) (X* +2Xcos (Z) +1)
= (X% + )(X2+X\f+1)( X\/§+1).

Mais on a aussi X® + 1= (X? +1) (X* — X2 4+ 1). Apres simplification par le polynome non nul X? + 1, on obtient :

XPX2 41 = (X +XV34+1) (X2 =XV3+1).
On peut aussi factoriser directement :

XPo X2 T =X 22 413X = (2 1)T = 3x = (X2 XVB 1) (= XvB 1)
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Exercice 10.

1) Soit © € R. Soit A = X% —2X cos 0+ 1. Factoriser P en produit de facteurs irréductibles dans C[X]. A quelle condition
nécessaire et suffisante P est-il irréductible sur R ?

2) Soit & € [0, 71]. Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans R[X] le polynéme P = X® — 2X3 cos(3a) + 1

Solution 10.

1) Soit 8 € R. A est irréductible sur R si et seulement si A’ < 0 avec A’ = cos? @ — 1 = —sin” 8. Donc,
A irréductible sur R & —sin?0 < 0 & sinf # 0 & 0 ¢ nZ.

Ensuite,

X? —2Xcos0+ 1= (X—cos0)? +sin? 0 = (X —cos® —isin0)(X —cos@ +1sin®) = (X —e'®) (X —e719).

De plus, 9 =e 10 o 219 =1 520 € 2nZ & 0 € nZ.

Si 0 ¢ nZ, la décomposition de A en produit de facteurs irréductibles sur R est : A = (X — eie) (X — e*ie).
Siee2nZ, A=X2—2X4+1=X-12.Si0en+2nZ A=X>+2X+1=(X+1)>2

2) On commence par décomposer P dans C[X] puis on regroupe les facteurs conjugués. D’aprés 1),

X3)% = 23 cos(3a) + 1 = (X3 — &31%) (X3 — e 31%)
X — ) ( _ ei(“+?")) (x _ ei(“+?")) (X —e i) (x _ ei(—““%)) (X _ ei(—“+%"))
X — i) (X—e %) (x_ ei(“+zT”)) (x_ e*(‘”%")) (x_ e'l(‘”%”)) (x_ e*i(oﬁ%"))

2
X? —2Xcos o+ 1) ( — 2X cos (oc+ g) +1) (xz_zxcos (oc—l— 4?) +]> .

I1 faut ensuite se demander si chacun des trois trindmes est irréductible sur R et si ces trindmes sont deux a deux distincts.

= (
= (
=
= (

27 47
Dans 1), les trois trindmes sont irréductibles sur R si et seulement si & ¢ Z et &« + — ¢ nZ et « + — ¢ nZ. Puisque

3 3
T 27T

€ [0, 71, ceci équivaut a « ¢ {0, 3 ?,ﬂ}. Dans ce cas, les trois trindbmes sont irréductibles sur R.

D’autre part, pour o € [0, 7,
27 27 27 e 27
e cosx =cos | x+ 3 S dkeZ) oa= oc+?+2k7tou dkeZ/ o= —oc—?+2k7t(:> dke€Z/ o= —g—&—kn(:) x = 3

4 4 2
® COS (X = COS cx—l—?) <:>3k6Z/oc:—oc—g—kan(:}EIkeZ/cx:—g—i—kn(:}cx:g.

2 4 2 4
ocos(cx—k?ﬂ) —cos<cx+g> <:>3keZ/cx+?7T:—oc—?n+2k7r<:>3keZ/cx:7r+k7r<:>oc€{0,7'[}.

ler cas Si o € [0,71] \ O }, les trois trinémes sont irréductibles sur R et deux & deux distincts. Dans ce cas, la

'3 3

décomposition de P en produit de facteurs irréductibles sur R est :

P= (XZ—ZXcoscx—l—U (XZ—ZXcos (oc—f— 2?71) —1—1) (Xz — 2X cos <cx+ 4?) +1> .

2
2éme cas. Si « =0 ou cx:?ﬂ, P=Xt-2X3+4+1= (X3—1)3:(X—1)2 (X2+X+1)2.

3éme cas. Sioczgouoc:ﬂ,P:X6+2X3+1 :(X3+1)2:(X+1)2(X2—X+1)2.

4.6 Quelques applications

On analyse dans ce paragraphe comment utiliser la connaissance des racines d’un polynome (ou ce qui revient au méme,
de sa factorisation) en arithmétique des polyndomes. On commence par le trés important résultat :
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Théoréme 74. Soient A et B deux éléments non nuls de K[X], K =R ou C, de degrés supérieurs ou égaux a 1.

A et B sont premiers entre eux (dans K[X]) si et seulement si A et B n’ont pas de racine commune dans C.

DEMONSTRATION .

e Si A et B ne sont pas premiers entre eux, on peut écrire A = DA;, B = DBy, avec (D,A;,B1) € (K[X]\ {0})3, deg(D) > 1,
A1 ABy =1.

Puisque deg(D) > 1, D a au moins une racine dans C. Cette racine est alors une racine commune a A et a B.

e Si A et B sont premiers entre eux, il existe (U, V) € K[X]? tel que AU+ BV = 1. En particulier, Vz € C, A(z)U(z) + B(z)V(z) # 0.

A et B ne peuvent donc avoir de racine commune.
a

Théoréme 75. Soit A un élément de C[X] de degré supérieur ou égal a 1.

A est a racines simples & A et A’ n’ont pas de racine commune & A AA’ = 1.

DEMONSTRATION .

Si A et A’ ont une racine en commun, alors cette racine est racine d’ordre au moins 2 de A.

Si A et A’ n’ont pas de racine commune, alors en particulier, une racine de A n’est pas racine de A’ et est donc une racine simple
de A.

En résumé, A est a racines simples (dans C) si et seulement si A et A’ n’ont pas de racine commune.

D’aprés le théoréme précédent, cette derniére condition est équivalente & A ANA’ = 1.
a

Considérons le polynome P = X™ —1, . > 2. On sait que ce polyndme a n racines deux a deux distinctes (et donc simples)
a savoir les n racines n-émes de 'unité dans C : z = eZLvlkn, k € [O,n—1].

Mais si nous n’avions pas résolu ’équation z™ = 1 plus tot dans ’année et donc, si nous ne connaissions pas les racines
du polynéme X™ — 1, on serait quand méme capable de voir rapidement que ses racines sont simples.

En effet, une racine multiple a de X™ — 1 dans C est une racine de P = X™ — 1 et de P/ = nX™~'. En tant que racine de
P’, on a nécessairement a = 0 mais 0 n’est pas racine de P. Donc, P et P’ n’ont pas de racine commune dans C et donc

les racines de P sont simples.

1 1
On aurait aussi pu constater que (—1)P + (EX) P =(=1)(X™=1)+ (EX) (nX“q) =1 et donc P et P’ sont premiers

entre eux d’apres le théoréme de BEzZOUT. De nouveau, P est a racines simples dans C.

n Xk
Exercice 11. Pour n > 2, on pose P, = o
k=0

Montrer que les racines de P, dans C sont simples.

n Xn—] X] Xn—] 1
Solution 11. P, = — 4+ ——+ ...+ — +1et P, = ——— + ...+ — + 1. Une éventuelle racine commune a a
n! (mn—1)! 1! (n—"1)! 1!
XT‘L
P, et P/ dans C est encore racine de P,, — P/ = T et est donc nulle. Mais 0 n’est pas racine de Py,.

Done, P et P} n’ont pas de racines communes dans C puis P,, est a racines simples dans C.

Enfin, la factorisation en produit de facteurs irréductibles dans C[X] permet de déterminer facilement le PPCM et le
PGCD de deux polynomes :
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Théoréme 76. Soient A et B deux éléments non nuls de C[X], de degrés supérieurs ou égaux a 1 et unitaires. Si on
pose

P
A= H X—a)*™ et B= H —ak
k=1

ol les ax sont des nombres complexes deux & deux distincts et les xy sont des entiers naturels, alors

p p
ANAB =[] X—a)¥eold et AVB =T (X— ap)M@teopd
k=1 k=1
DEMONSTRATION . Pour tout k € [1,p], o — Min{ou, B} = 0 avec égalité si et seulement si o < Px. De méme, B —

Min {0, Br} = 0 avec égalité si et seulement si By < o

P P
On peut donc écrire A = DA et B = DBy avec D = H(Xf a)Mirlobel o e, Ay = H(X—ak)“kam{“k’ﬁk} € C[X] et
k=1 -

H Bk Min{oy, B} € CIX].
k=1

Si pour un certain k € [1,p], o — Min {a, B} # 0, alors ax > Bk puis B — Min{ow, Bx} =0 et de méme, si B — Min{ow, Bk} # 0,
alors o — Min{ax, Bx} = 0. Ainsi, les polynémes A; et By n’ont pas de racines communes dans C et sont donc premiers entre eux.
Mais alors

P
AAB=(DA;)A(DBy) =D (A; ABy) =D =] [ (X— ax)i=ebe),
k=1

Ensuite, pour tout k € [1,p], e + fx = Min {ou, B} + Min{ox, fx}. Donc,

P
(AVB) ] [ (X—ap)M®t*ePfe) = (AVB)(AAB) = AB
k=1

P
:H(X_ak)ak+f5k :H(X—a Max{&xk Bk}H Mln{&xk ﬁk}

k=1 k=1

P
Aprés simplification par le polynéme non nul H (X — ay )MinteoBid

k=1

P
AVB =] (X— aeteobed,

, on obtient

Ainsi, si A = (X—=1)2(X=2)(X—=3)3 = (X—=1)2(X=2)"(X=3)3(X—4)° etB—(X NX=3°°X—-4)=X-1"(X—-
20X —=3)3(X—4)", AAB=(X—=1)(X=3)% et AVB = (X —1)2(X—2)(X —3)5(X — 4).
5 Relations entre coefficients et racines d’un polynéme de C[X]

Commencons par rappeler le cas du degré 2. Soit P = aX? + bX + ¢, (a,b,c) € (C\{0}) x C x C. P admet dans C deux
racines z1 et zy, distinctes ou confondues et on peut écrire

P=aX’?+bX+c= aX—z1)(X—2z2) = a(Xz— (z1 +Z2)X+z1zz).
En identifiant les coefficients, on obtient les relations entre coefficients et racines d’un trinéme du second degré :
b
Z1+zp=—— et z1zp =
a

<

a
Passons au degré 3. Soit P = aX3 +bX? +cX+d, (a,b,c,d) € (C\{0}) x C x C x C. P admet dans C trois racines z1, z,
et z3 et on peut écrire

P=aX?+bX+c=aX—2z1)(X—22) (X—2z3)

= CL(X3 —(z1+ 22 +23)X2 + (z122 + z123 +ZzZ3)X—Z1ZzZ3) .
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En identifiant les coefficients, on obtient les relations entre coefficients et racines d’un polynéme du troisiéme degré :

Z1+2z22 +23 = —E et z1z2 +2z123 + 2223 = ¢ et z1zpz3 = _S
a a a
Les trois expressions z1 + z2 + z3, 2122 + 2123 + 2223 et z1z2z3 sont les trois fonctions symétriques élémentaires en
z1, z2 et z3, symétriques car la valeur de chacune de ces expressions est invariante par toute permutation des variables
z1, z2 et z3. On les note respectivement oy, 03 et 03 :

01 =21+2zp+2z3 et 02 =21z +2123 +2223 et 03 =2z12223.

Par exemple, si zq, z» et z3 sont les trois racines du polynéme X3 +2X?> 4+ 1, on a z1 + 2z, +z3 = 07 = 1= -2,
1 . . . .
212 +2123 +2223 = 02 =0 et 212223 = 03 = -7 = —1. On note que l'on sait fournir ces égalités sans pour autant savoir

calculer z1, z, et z3.

n
Passons maintenant au cas général. Soit n > 2. Soit P = E axX® ot ag, ..., an, sont n nombres complexes, a, étant
k=0
non nul. Soient z1, ..., zn, les n racines de P dans C (les z n’étant pas nécessairement deux a deux distincts). On a

an X+ an g X" T+t X+ao=an (X—z1) X ... x (X—2zn).

Il nous reste a savoir développer le produit ci-dessus pour pouvoir ensuite identifier les coeflicients. C’est un produit de n
facteurs, chaque facteur étant composé de deux termes. Aprés développement et avant réduction, on obtient une somme
de 2 x2x...x2=2" termes du type X (—z2) (—z3) XXX (—z7)...

On regroupe les termes comportant un méme nombre k (0 < k < n) de lettres X ou encore, on cherche le coefficient de

X¥. Ces termes sont du type (—zi,)...(—zi, ) X* = (=1)" ¥z, ...z, XF ot iy, ..., in_x sont des indices deux a
deux distincts. Le coefficient de X* est alors la somme de ces (—1)™ *zi, ...z, _, ol, pour étre siir de ne pas répéter
plusieurs fois un méme terme (par exemple 22321 = z12223), les numéros iy, ..., in_x sont classés dans ordre croissant :

hh<iz<...<lin_x.

On est donc amené a définir les n fonctions symétriques élémentaires en z1, ..., zn :

Pour k € [[1,n], on pose oy = Z Ziy oo Ziy -

(i1, ) €T, M]"
T <iz<...<ig

ok est la somme des produits k & k des nombres z1, ..., z,. En particulier, o7 est la somme des nombres z7, ..., z, et
o est le produit des nombres zq, ..., zn :

‘01 =z1+z+...4+2zn et O‘n:Z1...Zn.‘

Le développement de an (X —2z1)...(X —z,) est alors

an(X—z1)...(X—=2z,) = an (X“ — o X" 2 XY 2 (D) R X (=) o X+ (—1)“Gn)
= an Z(_Un_ko-n—kxk)
k=0

n—k

avec la convention 0o = 1. En identifiant les coefficients, on obtient pour tout k € [0,n], ax = an(—1) On—k, égalités qui

PO On—k . . . N
se réécrivent sous la forme o = (—1)*—=—. On a obtenu les relations entre coefficients et racines d’un polynéme :
an
n
Théoréme 77. Soient n > 2 puis P = E axX® ol ag, ..., an, sont n nombres complexes, a, étant non nul. Soient
_ k=0
Z1, ..., Zn, les n racines de P dans C.
Pour k € [[1,n], on pose oy = E Zi, ...z, . Alors,

(i1, €T, M]"
r<iz<...<ix

vk € [1,n], ox = (—1)"%.

En particulier,

n_
etz == et 2z = ()2
an an
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Exercice 12. Soient z1, z; et z3 les trois racines dans C du polynéme P = X3 + X 4 1.

1 1 1
Calculer — + — + — et z% + 23 +z3.
Z1 z2 Z3

0 1 1
Solution 12. Ona zy+2z,+2z3 =01 = -7 =0,z122+2z123+ 2223 = 02 = +T =1et z12zp2z3 = -7 = —1. En particulier,
z1z323 # 0 et donc aucun des z; n’est égal a 0.
1 1 1 2122 + 2123 + 2223 02
o — + —_— —_— = = — = —]
Z1 V%) z3 Z12223 03
ezl +z3+2i=(z14+2 +23)* —2(z122 + 2123 + 2223) = 07 — 203 = —2.

6 Familles célébres de polyndémes

Dans ce paragraphe, on se contente de citer quelques familles célébres de polyndémes qui constituent des thémes classiques
de problémes de concours. Il y a énormément & dire sur chacune de ces familles de polynémes qui, suivant le cas, ont été
utilisées en algébre, en analyse, en probabilité, en physique théorique ... On détaille uniquement (en partie) le cas des
polynémes de TCHEBYCHEV.

6.1 Polynémes de LAGRANGE

On a déja étudié la famille des polynomes de LAGRANGE (voir page 34). On se contente d’en rappeler une expression.

Soient agp, ..., Gn, n+ 1 nombres complexes deux & deux distincts. Pour i € [0, n], on pose
X — aqj
L = — .
jefong Y
jAL

Chaque polynome L; est de degré n. La famille de polynomes (Li)yc;<,, vérifient les égalités :

Y(i,j) € [0,n]?, Li (q)) = 8.

Si by, ..., by, sont 1+ 1 nombres complexes donnés, les L; servent a exprimer I'unique polynéme L de degré inférieur ou
égal & n vérifiant les égalités : Vi € [0,n], L (a;i) =b; :

6.2 Polynémes de TCHEBYCHEV

e Existence et unicité (et définition) de T, et U, . Montrons que pour tout naturel n, il existe un et un seul polynéme
Th tel que

‘ VO € R, cos(nd) = T,y (cos 0),

et que, pour tout naturel non nul n, il existe un et un seul polynéme U,, tel que

‘VG € R, sin(nB) =sin® U, (cos 0). ‘

Soient n € N et 0 € R. D’aprés la formule du binéme de NEWTON, on a :

n
cos(n@) + isin(nd) = e"® = (eie)n = (cos® +1isin0)" = Z (E) (cos0)™ *(isin0)*
k=0
E(n/2) (n) E((n—1)/2) n
= Z (cos0)™ 2K (isin0)?F + Z ( )(cos 9)" 2K+ (1 gin @) 2k H!
= 2k = 2k +1
E(n/2) n E((n—1)/2) n
= (—1)k(2k> (cos0)" 2% (1 — cos? )% +1isin 0 Z (—1)k(2k+]>(cos9)“_(2k+”(1 —cos? 9)*
k=0 k=0
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Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient :

E(n/2)
cos(n@) = Z (—1)k <2T]L<) (cos 0)™ 2% (1 — cos? )X,
k=0

et
E((n—1)/2) n
sin(nf) =sin® Y (1)~ <2k+ ]) (cos @)™ (21 (1 — cos® 0)*.
k=0
Posons alors
E(n/2) n E((n—1)/2) n
T, = - k Xn—Zk -I_XZ k t U, = 1 k Xn—(2k+1) -I_XZ k'
néu(zk)()enéuﬂw 1)

Ces polynomes conviennent. Ceci montre 'existence de T, et U, .

Soient P et Q deux polynomes. Si, pour tout réel 0, P(cos0) = cos(nf) = Q(cos0), alors, pour tout réel x de [—1,1],
P(x) = Q(x). Mais alors, les polynémes P et Q coincident en une infinité de valeurs de la variable x et sont donc égaux.
On en déduit 'unicité de T,,.

De méme, si, pour tout réel 0, sin OP(cos0) = sin(nd) = sin0Q(cos0), alors, pour tout réel ® non dans 7Z, P(cos0) =
Q(cos0), puis pour tout réel x de ] —1,1[, P(x) = Q(x). De nouveau, les polynémes P et Q coincident en une infinité de
valeurs de la variable x et sont donc égaux. On en déduit I'unicité de U,,.

T, et U, s’appellent respectivement les n-émes polynéomes de TCHEBYCHEV de premiére espéce et de deuxiéme espéce.

e Montrons que

[vn e N, T, =nl,.|

Soit n € N*. En dérivant I’égalité définissant T,,, on obtient pour tout réel 0 :
—sin 0T/ (cos 0) = —m sin(nB) = —n sin OUy, (cos 0),
et donc, pour tout réel 6 non dans nZ,

T, (cos0) = nly (cos0).

Par suite, pour tout réel x de ] —1,1[, on a T/ (x) = nlly(x). Ainsi, les polynomes T et nU, coincident en une infinité
de valeurs et sont donc égaux.

e Donnons les premiéres valeurs des polynomes T, et U,. Ona Ty =X, T, =2X? — 1, T3 =4X3 —3X (car pour tout réel
0, cos(30) =4 cos> 0 — 3 cos0) puis

2
_ 1k 4\ a—2x v\ K A 212 Cv2\2 _ovd  qy2
T4—k§:0( 1) (Zk)x (1=X5)" =X*—6X* (1=X%) + (1= X*)" =8X* —8X* +1.

1 1 1
Ensuite, Uy =T{ =1, Uy = 3T =2X, Us = 3T{ =4X2 1, Uy = 7T/ = 8X* —4X.

T =X U =1
T; = 4X3 — 3X Us = 4X2 — 1

Ty =8X* —8X2+1 | Uy = 8X3 —4X

On étudie dorénavant les polynémes de TCHEBYCHEV de premiére espéce.
e Degré et coefficient dominant de T,,.

On a déja degTp = 0 et domTy = 1. Soit alors n un entier naturel non nul. On rappelle que
E(n/2) . .
k —2k 2
T = 1;) (—1) <2k)xn (1—Xx3)".
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Pour k € {O, e E (%) }, le polynome X" 2¥(1 —X2)¥ est de degré n — 2k + 2k = n. Donc, T,, est de degré au plus n. De

plus, le coefficient de X™ dans T;; vaut
E(n/2)

()= ) () () e () () () s ()

(T+D)"+ (=™ =21 (0" =0carn >1).

N —

Donc,

| degTo =0 et domTo = 1 puis ¥n € N*, degT,, =net domT, =27, |

e Quelques valeurs prises par Ty,. Soit 1 € N. T, (1) = T, (cos 0) = cos(nx0) = 1. Ensuite, T,,(—1) = T (cos 1) = cos(nm) =

_1m _ ™ _ m\ _ | Osinest impair.
(—=1)™. Enfin, T,,(0) = Ty, (cos 2) = cos (nz) = { (C1)"/2 sin est pair.

0 si n est impair.
(=12 sin est pair.

TnEN, Ta(1) = 1, Ta(=1) = (1), Ta(0) = {

e Parité de T,,. Soient n € N et 0 € R.
Th(—cosB) = T, (cos(0 + 7)) = cos(nO +n7mt) = (—1)" cos(nB) = (—1)" T (cos 6).

Par suite,
vneN, ¥x € [-1,1], Tu(—x) = (—=1)" T (x).

Les deux polynomes T, (—X) et (—1)™T,, coincident donc en une infinité de valeurs de x et sont par suite égaux.

\ YneN, To(=X) = (=1)"Ty. \

Tn a donc la parité de n.

e Relation de récurrence. Pour tout réel 0, on a cos(nf) + cos((n + 2)0) = 2cos 0 cos((n + 1)0), ce qui s’écrit encore
vneN, Vo e R, Thi2(cosB) —2cos0T,11(cos0) + T(cosB) =0

ou encore
vn e N, Vx € [1,1], Tnia(x) — 2xTna1(x) + Tn(x) = 0,

ou enfin, puisque le polynoéme T2 — 2XT 1 + T, a une infinité de racines,

\Vn EN, Tnis — 2XTns1 + Tn =0 \

e Equation différentielle vérifiée par T,,. Soit n € N. Pour tout réel 0, on a

—n?Tp(cos0) = —n? cos(nB) = (cos(nh))” = (Tn(cos0))” = (—sin 0T/ (cos 0))’

= —cos 0T/ (cos ) + sin® 0T, (cos0) = — cos BT, (cos 8) + (1 — cos? 0) T (cos 0).
Par suite,

Vx € [=1,1], n?Tn(x) = xT.(x) + (1 —x*) T/ (x) = 0,

et finalement (polynoéme ayant une infinité de racines)

vneN, n2T, — XT. + (1= X)T/ =0|
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E(n/2)
e Coefficients de T,,. Soit n € N*. Puisque T, a la parité de n, on peut poser T, = apX™ + a; X2 4 .. Z X" 2k,

Avec ces notations, on a

nT, — XT. + (1 = X3)T1/

E(n/2) E((n—l)/Z) n/2)
=n? Z a X2k — > (n—2k)akx"*2k*’+(1—x2) Z (n—2k)(n — 2k — 1) aEX™2k2
k=0 k=0
n/2 E(n/2) n/2)
= Z na X" - Y (n—2k)akx*‘*2k+ Z (n—2k)(n — 2k — DagX™ k2
k=0 k=0
(n/Z)
- Y (=2 —2k—NaX 2
k=0
E(n/2) E(n/2)—1
=) M—m-20-m-2n-2k-NaX"*+ Y (n-2k)(n-2k—TaX" 22
k=0 k=0
E(n/2) E(n/2)
=) M—m-20—(m-2kn-2k—1aX" 2+ Y (n—2k+2)(n—2k+Dap 1 X"
k=0 k=1
E(n/2)

D (@k(n—K)ax+ (n—2k+2)(n—2k+ Da1)X* 2~
k=1

En tenant compte de ap = dom (Tp) = 2™~ (pour n > 1) et puisque le polynéme précédent est nul, on obtient :

(m—2k+1)(n—2k+2)

ap = 2 etk e {1, ... E(/2)}, ax = — A —K) ax—1.
Mais alors, pour k € {1,...,E(n/2)},
B (_Uk(n—Zk—l—1)(n—2k+2)(n—2k+3)(n—2k+4)...(n—1)n _ (q)kgn1-2k nln—k-—1)!
k= ARk—1)dm—Km—k+ D(n—1) @0 = (n— 2Kk —1)!

—k)! n /nm—%k
— (k-T2 T (n — (_1)kpn—1-2k
=D n—k(n—2k)k! (=1 n—-k\ k )’

ce qui reste vrai pour k = 0. Donc,

e {0, (3} o= a2t (MR,

ou encore,

2 n -k
* T — -1 kznfzkfl anzk'
vn e N* T, kE:o (—1) — ”

e Racines de T,, et factorisation. Soit n € N*. Pour tout réel 0,

Th(cos0) =0 & cos(nB) =0& nb € g—l—nZ(:)ee £+§Z,

n
n  km . .
Pour k € [0,n — 1], posons 0, = m + o puis xx = cos 0. Les 1 nombres Oy sont deux a deux distincts et dans [0, 7]
i i kn i n—1)m 7T
(car 0 < + — < =+ Q =7m— — < m). Par injectivité de cos sur [0, 71, les n nombres xj sont deux
n Zn n Zn n

a deux distincts et tous racines du polynéme T, qui est de degré n. On a ainsi trouvé toutes les racines de Ty, toutes
simples, réelles et dans [—1,1]. On en déduit la factorisation suivante de T, (en tant compte de dom(T,,) =2""") :

n—1
.  oned T km
VTIEN,TH—Zn Il (X—COS(E‘F?))

k=0
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e Quelques graphes.

T

T T4

6.3 Polyndmes de LEGENDRE

Une définition possible des polynémes de LEGENDRE L,, est :

vneN, Ly = ((¢ - 1)“)“”.

(2n)!
n!

Dans ce chapitre, on a vérifié en exercice que deg (L), dom (L) =
dans ] —1,1[.

et que L,, a n racines réelles simples, toutes

6.4 Polyndmes d’HERMITE

Une définition possible des polynémes de HERMITE H,, est :

(n)
vneN, Hy, = (—1)“ex2 (e_xz) .

Malgré la présence de l’exponentielle H,, est effectivement un polynome.
Par exemple, Hy = eX ( —2Xe X ) =eX ( 2e X" 4 4X2e X} ) —4X2 —

6.5 Polyndmes de BERNOULLI
Les polynomes de BERNOULLI By, sont définis par récurrence par :
1

Bo=1,VneN, B/, , = (n+1)B, et Vn e N, J B (t) dt = 0.
0

n n n
~nn+1) nm+1) Zn +1)
Ces polyndémes servent « entre autres » a calculer les sommes E = f § E
k=1 k=1 k=1
n (Tl+ ]) “+oo 7_[ “+o0 .I
— 7 .ou aussi les sommes infinies ng T =2 E_ =
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6.6 Polyndmes de BERNSTEIN
Si f est une fonction définie sur [0, 1] & valeurs dans R (ou C), le n-éme polynoéme de BERNSTEIN associé a f est :

B, (f) = i (T]z)f (%) XK(1 — Xk,

k=0

On peut montrer que, si f est continue sur [0, 1], pour n grand, le graphe de B,, (f) sur [0, 1] est trés proche du graphe
de f.
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