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����� �� ��� ���!� " # �����$

%��$�&� ��'���(����� '� �� )��)������ �$� �(������*


$%�& '�( ) �* +�(,-(�&�-. +�( /-./-$�( 0

�1/�� �.&��.*&�-.*�� ��
���� ��
�� �
&*&�(&�2$� � ���� ���������

��( /*.+�+*&( (-.& ,��3( +� '�.&�-..�� +� 4*5-. *,,*��.&� ($� �* ,��'����

,*6� +� �* /-,�� 0

����������
�
 ! � ������� �
��

��& 3.-./3 /-',-�&� # ,*6�( +� &�7&��


�� *$ /-$�( +� ��3,��$8�� $. /*.+�+*& ��,��� /� 2$� �$� (�'9�� :&�� $.� ����$�

+�3.-./3� �� �� (�6.*�� ($� (* /-,�� �& ,-$�($�& (* /-',-(�&�-. �. �7,��2$*.&

��( �*�(-.( +�( �.�&�*&�8�( 2$��� �(& *'�.3 ) ,��.+���

��� �������	�� 
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;



�� ,�-9��'� &�*�&� +�( *,,��/*&�-.( +� �* .-&�-. +� ($,,�3'�.&*��� +�$.

(-$(��(,*/� 8�/&-���� +*.( $. �(,*/� 8�/&-����� �& +� (�( *,,��/*&�-.( &*.& �.

*�6�9�� 2$��. *.*�1(� -$ �. 63-'3&����

��( &<3-��'�( +$ /-$�( $&���(3( �-�( +� �* �3(-�$&�-. +� /� ,�-9��'� +��

8�-.& :&�� 3.-./3( *8�/ ,�3/�(�-.� ��$�( <1,-&<�(�( +�8�-.& :&�� (-�6.�$(��

'�.& 83��=3�(�

	*.( /� &�7&�� C∞(IR, IR) ��,�3(�.&� ���.(�'9�� +�( 4-./&�-.( .$'3�

��2$�(� +� /�*((� C∞ ($� IR� 	�*$&�� ,*�&� ,-$� +�$7 �(,*/�( 8�/&-����( E

�& F � L(E,F ) ��,�3(�.&� ���.(�'9�� +�( *,,��/*&�-.( ��.3*���( +� E +*.( F �

�� ���� �������	 	
����	 �� 	�������
��
��	

; 
-�& E = C∞(IR, IR) �& (-�& F �� (-$(��(,*/� 8�/&-���� /-.(&�&$3 +�(

4-./&�-.( ,*���(� 	-..�� $. ($,,�3'�.&*��� +� F +*.( E.

! 
-�& E = C∞(IR, IR) �& F �� (-$(��(,*/� 8�/&-���� /-.(&�&$3 +�( (-�$&�-.(

+� ��32$*&�-. +�>3��.&����� y′′ + y′ + y = 0.

�-.&��� 2$��� �7�(&� +�$7 4-./&�-.( f1 �& f2� 2$� ��-. +3&��'�.��* �7,��/��

&�'�.&� &����( 2$� &-$& 3�3'�.& f +� F (� +3/-',-(� +� '*.���� $.�2$�

(-$( �* 4-�'� 0

f = αff1 + βff2 *8�/ (αf , βf ) ∈ IR2.

? 	3&��'�.�� ��$.�2$� '*&��/� A &���� 2$� ��-. *�&� ,-$� &-$& f ∈ F,(
αf

βf

)
= A

(
f(0)
f ′(0)

)
.

@ �-.&��� 2$� G = {g ∈ E &���� 2$� g(0) = g′(0) = 0} �(& $. ($,,�3'�.�

&*��� +� F +*.( E.
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-�& f ���.+-'-�,<�('� +� IR3 +-.& �* '*&��/� +*.( �* 9*(� /*.-.�2$�

+� IR3 �(& 0 


3 −4 8
5 −6 10
1 −1 1


 .

!



# �-.&��� 2$� f �(& +�*6-.*��(*9���

A �-.&��� 2$� �� ,�*. (P ) +�32$*&�-. x − y + z = 0 �(& (&*9�� ,*� f �

B 	3&��'�.�� $. ($,,�3'�.&*��� +� (P ) (&*9�� ,*� f.

C 
-�& E $. IR��(,*/� 8�/&-���� +� +�'�.(�-. =.�� �& f $. �.+-'-�,<�('�

+� E. �-.&��� ��32$�8*��./� +�( +�$7 *((��&�-.( ($�8*.&�( 0

� � ���.+-'-�,<�('� f �(& +�*6-.*��(*9���

�� � �-$& (-$(��(,*/� 8�/&-���� +� E *+'�& $. ($,,�3'�.&*��� (&*9��

,*� f �

���� ��������
��
��	 �� ������ �
����
�
��

�* +3=.�&�-. ($�8*.&� ,��'�& +�3&�.+�� ��( .-&�-.( +� 4*'���� 63.3�*&��/�

�& +� 4*'���� ��9��� *$7 �(,*/�( 8�/&-����( 2$� .� (-.& ,*( +� +�'�.(�-. =.���


-�& E $. IR��(,*/� 8�/&-���� �& I $. �.(�'9�� +��.+�/�( .-. .3/�((*���'�.&

=.��

D 
.� 4*'���� (ei, i ∈ I) �(& +�&� 63.3�*&��/� +� E �-�(2$� &-$& 8�/&�$�

+� E �(& /-'9�.*�(-. ��.3*��� +�$.� (-$(�4*'���� =.�� (ei,i ∈ J) +�

(ei, i ∈ I).

D 
.� 4*'���� (ei, i ∈ I) �(& +�&� ��9�� +*.( E �-�(2$� &-$&� (-$(�4*'����

=.�� +� /�&&� 4*'���� �(& ��9���


-�& E ���(,*/� +�( 4-./&�-.( +� /�*((� C∞ +3=.��( ($� IR2 �& ) 8*��$�(

+*.( IR� �-$� (i, j) ∈ IN2� -. +3=.�& �* 4-./&�-.

fij(x, y) = xiyj.


-�& F �� (-$(��(,*/� 8�/&-���� �.6�.+�3 ,*� �* 4*'���� (fij, (i, j) ∈ IN2). �.

,-(�

∆ :




E −→ E

f �−→ ∂2f

∂x2
− ∂2f

∂y2

�& Φ :




E −→ E

f �−→ ∂2f

∂x∂y

�-$� g ∈ F � -. .-&� gF ���.(�'9�� +�( 4-./&�-.( 2$� (�3/��8�.& gf *8�/

f ∈ F �

E ��-$8�� 2$� �* 4*'���� (fij , (i, j) ∈ IN2) �(& ��9���

?



;" �-.&��� 2$� ��( ��(&��/&�-.( ∆̃ ���(,�/&�8�'�.& Φ̃ +� ∆ ���(,�/&�8�'�.&

Φ ) F (-.& +�( �.+-'-�,<�('�( +� F �

;; 	3&��'�.�� Ker Φ̃.

;! �-.&��� 2$� F = xyF ⊕ Ker Φ̃.

;? 
-�& �� /<*.6�'�.& +� 8*��*9��(

w :




IR2 −→ IR2

(u, v) �−→ (
u + v

2
,

u − v

2
)

*�.(� 2$� ��*,,��/*&�-.

L :

{
F −→ E

f �−→ f ◦ w.

�-.&��� 2$� L �(& $. *$&-'-�,<�('� +� F �

;@ �-.&��� 2$� L(Ker ∆̃) = Ker Φ̃�

;# �-.&��� 2$� L[(x2 − y2)F ] = uvF �

;A 	3&��'�.�� $. ($,,�3'�.&*��� +� Ker ∆̃ +*.( F �

��� ��������
��
��	 �� �������
�

;B 
-��.& &�-�( IR��(,*/�( 8�/&-����( 0 E,F �& G� �. ($,,-(� G +� +�'�.(�-.

=.��� �. (� +-..� g ∈ L(E,G) �& f ∈ L(E,F )�

�-.&��� ��32$�8*��./� +�( +�$7 *((��&�-.( ($�8*.&�( 0

� �� �7�(&� h ∈ L(G,F ) &�� 2$� f = h ◦ g.

�� Ker g ⊂ Ker f �

;C 
-��.& E $. IR��(,*/� 8�/&-���� �& (k + 1) 4-�'�( ��.3*���( .-. .$���(

.-&3�( fi ,-$� i ∈ {1, · · · , k + 1}. �. .-&� Hi = Ker fi� �-.&��� 2$� ��(

+�$7 *((��&�-.( ($�8*.&�( (-.& 32$�8*��.&�( 0

� ���./�$(�-. ($�8*.&� �(& (*&�(4*�&� 0

k⋂
i=1

Hi ⊂ Hk+1.

@



�� �� �7�(&� (a1, · · · , ak) ∈ IRk &��( 2$�

fk+1 =
k∑

i=1

aifi.

���������� � �� 	��
���
� �����	�

����� 
����
������� �

ϕ :

{
E −→ IRk

x �−→ (f1(x), · · · , fk(x)).

;E �. /-.(�+���� +*.( /�&&� 2$�(&�-.� ���(,*/� IR3 '$.� +� (* (&�$/&$�� *F.�

�$/��+��..� /*.-.�2$�� 2$� ��-. �*,,-�&� ) $. ��,��� -�&<-.-�'3� 
-�&

(D) �* +�-�&� +3=.�� ,*� {(x, y, z) ∈ IR3/ z = 0, y = x}� 
-�& 36*��'�.&

(S) �* (,<��� +�32$*&�-.

x2 + y2 + z2 − 2x − 6y − 4z + 10 = 0.

�. $&���(*.& /� 2$� ,�3/�+�� +3&��'�.�� ��( 32$*&�-.( /*�&3(��..�( +�(

,�*.( /-.&�.*.& (D) �& &*.6�.&( ) (S)�
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