SESSION 2012 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B PC

Exercice 1

+oo X"
) x _ X"
1. Pour tout réel x, e* = Z 5
n=0
2. N
2.1 Soient g € E et B € R. L’application t — g(t)e™ " est continue sur R. On en déduit que la fonction x — J g(tle tdt
B

est dérivable sur R. Il en est de méme de la fonction G. De plus, pour tout réel x,

G'(x) = e J; g(t)e™t dt+e*g(x)e ™ = G(x) + g(x),

et donc pour tout réel x, G’'(x) — G(x) = g(x). On a montré que la fonction G est solution de & sur R
2.2 G(p) =0.

2.3 Les solutions sur R de 1'équation homogéne y’ —y = 0 sont les fonctions de la forme x — Ae® et donc les solutions de
& sur R sont les fonctions de la forme x — Ae* + G(x).

2.4 G est 'unique solution de & sur R s’annulant en f3.

3. Soit A € R*. L’équation caractéristique associée a 'équation différentielle Ay” — (1 +A)y’ = 0 est AzZ — (1 +A)z = 0.

Les solutions de cette équation caractéristique sont z; =0 et z; = 14 % On sait alors que les solutions sur R de I’équation

différentielle Ay” — (1 + A)y’ = 0 sont les fonctions de la forme x — A + Bel'*3)x, (A, B) € R2.

k
4. Soit x € I4. Posons M = [fo(x)|. Montrons par récurrence que Vk € N, [fi(x)] < M%
e [’inégalité est claire pour k = 0.
Kk
e Soit k > 0. Supposons que [fi(x)] < M% Alors,
X X X X
|t‘k M J X M Xk+1 ‘X‘k_H
f = fr(t) dt] < fr(t)] dt| < M— dt| = — t* dt| = — =M—---.
[ficr1(x)] L k(t) ‘ L [fi(t)] ‘ L W iR T TR

Le résultat est démontré par récurrence.

X n
5. Soit x € R. La série de terme général M%, n > 0, est convergente de somme Me! et donc la série de terme général
n!
fn(x)], n > 0, converge ou encore que la série de terme général f,,(x), n > 0, est absolument convergente. En particulier,
la série de terme général f,(x), n > 0, est convergente.
On a montré que pour tout réel x, la série numérique de terme général f,, (x), n > 0, est convergente ou encore la série de
fonctions de terme général f,,, n > 0, converge simplement sur R.

6. fo est continue sur R et donc fy est de classe C' sur R puis par récurrence, pour tout n > 1, f, est de classe C' sur
R.D’autre part, la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement vers F sur R.

Soit alors a > 0. Vérifions que la série de fonctions de terme général f/, n > 1, converge normalement sur I4. Soit n € N*.
D’aprés la question 4, pour tout x € 1q,

|X|n—1 an—]
<
m—11 " M(n—])!’

FL) = Ifna(x)I <M
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an—] n—1

m. La série numérique de terme général Mm,

somme Me? et donc la série de fonctions de terme général f/, n > 1, converge normalement sur 1.

et donc sup{[f (x)], x € [g} < M n > 1, converge et a pour

En résumé,
- chaque fonction f;, est de classe Cq, sur R,
- la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement vers F sur R,
- la série de fonctions de terme général f/, n > 1, converge normalement sur tout segment de R.

+oo +o0o
D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme, F est de classe C! sur R et de plus, F/ = Z fl = Z fn_1 =fo+F.
=1 n=1

7. Pour tout n > 1, f,(0) =0 et donc F(0) =0.

8. D’aprés les questions 6 et 7, F/—F = fy et F(0) = 0. F est ainsi 'unique solution au probléme de CAUCHY : y’'—y = fo
et F(0) = 0.

9. D’aprés la question 2.4,

xX
10. Si pour tout x € R, fo(x) = x?, alors pour tout réel x, F(x) = eXJ tZet dt.

0
Soit x € R. Les fonctions t — t? et t — —e ! sont de classe C' sur le segment [0,x] si x > 0 ou [x, 0] si x < 0. On peut
donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X

F(x) = e* J

X X
tPe tdt=e" <[t2(—e‘t)}z - ZJ te ! dt) =—x*+ ZeXJ te " dt.
0

0 0

Une nouvelle intégration par parties fournit

F(x) = —x? + 2e* ([t(—e_t)]g +J' et dt) =-—x?42e¥(—xe X —e X4+ 1)=—x? —2x — 2+ 2e".
0

Vx € R, F(x) = 2e* —x? — 2x — 2.

11.

11.1 Par récurrence, pour tout n € N, f, est de classe C™ sur R et f%n) = fo. Soient alors n € N et x € R. D’aprés la
formule de TAYLOR-LAPLACE,

n f(k)l( ) X (x — )"
(n+1)
frit(x) = Z ““;d K +L Tfn“H (t) dt.
k=0

11.2 Pour tout n € N, f,,;1(0) =0 et donc ¥n € N, Vk € [0,n], fgﬂ] (0) = fni1-k(0) = 0. La formule précédente s’écrit
alors

X —

n S N, Vx S R, fn+] (X) = J %fo(t) dt.
0 .

11.3 Soient n € N* et x € R. D’aprés la question précédente,

n noox k=1 x n—1 ok
S filx) = ZJ %fo(t) at = L folt) ( %) at.
k=1

k=10 k=0
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—t)k
11.4 Soit x € R. On note I le segment [0,x] si x = 0 et [x,0] si x < 0. Pour k € N et t € I, posons gk(t) = fo(t)g.

k!
e Chaque fonction gy est continue sur le segment [0, x].
e La série de fonctions de terme général gy, k > 0, converge simplement sur I vers la fonction G : t — fo(t)eX .
x —t* x[® x[®
e Soit k € N. Pour tout t € I, |gkl(t)] = Ifo(t)|| o | < M% M% est le terme général d’une série numérique

convergente (de somme Me!*!) et donc la série de fonctions de terme général gy, k > 0, converge normalement sur I. On
en déduit déja que G est continue sur I.

X

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, la série numérique de terme général J gk(t) dt, k € N, converge et a

0
X

pour somme J G(t) dt. On a montré que pour tout x € R

0
—+o00 +oo ,x x x x
F(x) = ]; fi(x) = ]; JO gi(t) dt = JO G(t) dt = L fo(t)le* tdt=e JO fo(t)e™ dt.

On retrouve ainsi I’expression de F obtenue & la question 9.

12.

X

12.1 Soit f € E. La fonction t — J te ' est continue sur R. Par suite, la fonction x — J f(t)e " dt est de classe C' sur
0 0

R et en particulier continue sur R. Mais alors la fonction H est de classe C! sur R et en particulier continue sur R. On en

déduit que U est bien une application de E dans E.

X

Soient (f,g) € E? et (a,b) € R2. Pour tout réel x,

X X

flt)e dt+beXJ g(tet dt = (ap(f) + bi(g))(x),

P(af +bg)(x) = e~ J:(af(t) +bg(t))e tdt = anJ' ,

0

et donc P (af + bg) = ap(f) + bp(g). On a montré que

Ve Z(E).

12.2 Soit f € E.

X X

f € Ker(}) = VxR, eXJ f(t)e ' dt =0 = VxR, J f(t)e t dt =0
0 0

= Vx € R, f(x)e ™ =0 (en dérivant les deux membres de ’égalité précédente)
=>VxeR, f(x) =0 (car Vx e R, e * #0)
=f=0.

Par suite, Ker({) = {0} et donc

1V est injective. I

12.3 La question précédente montre que O n’est pas valeur propre de f. Soit A € R*. Supposons que A soit valeur propre
de f. Il existe alors f € E \ {0} tel que U (f) = Af ou encore H = Af. On sait que H est dérivable sur R et solution sur R de

léquation y' —y = f. Mais alors, f = —H est dérivable sur R.

En dérivant I’égalité H = Af, on obtient H' = Af’ ou encore H 4+ f = Af d’apreés la question 2.1 ou encore Af + f = Af ou
enfin nécessairement f = 0. Mais alors, A n’est pas valeur propre.

Sp(b) = @.

Exercice 2

Question préliminaire : Soient « et 3 deux réels strictement positifs.

T+x)T+B)=1+a+B+ap =1+ a+p.
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1. Ay =14uyv; puis en développant suivant la premiére colonne

Ar; =1x(14+uyvy)

—ur(—vi) =14+ ujvi +uzvs.

2. Soit n > 3. En développant suivant la derniére colonne, on obtient

An =An_ +Vn6n—1a

1 —w 0 0 0
uq 1 —V2
0 uz
ol dp_1 = 0 . En développant &,,_1 suivant sa derniére ligne, on obtient
: 1 —Vn_2 0
0 0 Un—2 1 —Vn-1
o ... .. 0 0 Un
dn_1 =unAn_2 et donc Ay, = An_1 +unvnlAn_2 =An_1+anAn_2.

Yn>3, An=An_ 1+ anAn 2.

3. e A1 =T4wvi>0et Ay =T4+uwvi +uzvy > 0.
e Soit n > 1. Supposons que A, >0et A7 >0. Alors A2 = Aniq1 + ans2An > 0.

1, A, >0.

Soit 1 > 3. Apn —An_1 = anAn_2 > 0. D’autre part Ay — Ay =uyvy; > 0. Donc Vn > 2, A, —
que

On a montré par récurrence que vn >

A7 > 0 et on a montré

la suite (An)n>1 est croissante.

1 2
4. e Aj=1+4+a; < H puis d’aprés la question préliminaire, Ay =T+ a1+ a2 < (1+a1)(1+az2) = H(] + ayg).
k=1 k=1

n—2 n—1

e Soit n > 3. Supposons que A2 < H(] +ax) et An_1 < H(] + ay). Alors
k=1 k=1

An =An_1+ anAn—Z

n—1 n—2

H(1+ak +anH T+a) =

n—2 n—2 n
Otanata) [[O+a) <O+an )0 +a) [JO+a)=]]0+a).
k=1 k=1 k=1 k=1

~

—_

On a montré par récurrence que

5.
+oo
5.1 Posons S = Z In(1+ an).
n=1
Soit n € N*. Pour tout k € N*, 1+ ax > 0 et donc S, existe et d’autre part, P, > 0. De plus, P,, = e*(Pn) = ¢S
hypothése la suite (Sy,) converge vers S et donc la suite (Py,) converge vers eS.

n, Par

Pn—H

5.2 Soit n € N*. P,, > 0 puis
déduit que Yn € N*, P, <P.

=14+ any1 = 1. Donc, Yn € N*, Py > P, et la suite (Py) est croissante. On en
n

D’aprés la question 4, Vn € N*, A;, < P, < P et d’aprés la question 3, la suite (Ap)nen+ est croissante. En résumé, la
suite (An)nen+ est croissante et majorée par P. On en déduit que la suite (A, )nen+ converge.
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6.
6.1 Puisque la suite (An)nen+ est croissante, pour tout entier naturel non nul n, A, > A7 =1+ a; > 1. On a montré
que Vn € N*, A, > 1.
n n
6.2 Soit n > 2. Z t Z Ay — Ax_1) = A, — Aq (somme télescopique). Par hypothése la suite (An)nen- converge et

k=2

donc la suite ( E tk> converge ou encore la série de terme général t,, n > 2, converge.
k=2 n>2

6.3 Soit n > 2. t, = An —An_1 = anAn_2 > an. Ainsi, ¥n > 2, 0 < an < tn. Puisque la série de terme général t,

n > 2, converge, il en est de méme de la série de terme général a,, n > 1.

7. On a montré que la suite (An)n>1 converge si et seulement si la série de terme général unvn, n > 1, converge.

Exercice 3

1. Pour tout réel t, posons M(t) = (x(t),y(t)) = (3 — 2 cos(t) — cos(2t), 2sin(t) — sin(2t)).

e Pour tout réel t, M(t + 271) = M(t). On obtient donc la courbe compléte quand t décrit un intervalle de longueur 27
comme [—7, 71] par exemple.

e Pour tout réel t € [—m, 7], on a —t € [—m, 7] puis M(—t) = (3 — 2cos(t) — cos(2t), —2sin(t) + sin(2t)) = (x(t), —y(t)) =
s(ox)(M(t)). Donc, on étudie et on construit la courbe quand t décrit [0,71], on obtient la courbe Z; puis on obtient la
courbe compléte Z par réflexion d’axe (Ox).

2.
2.1 Pour tout réel t € R, sin(2t) = 2sin(t) cos(t) et cos(2t) = cos?(t) — sin?(t) = 2cos?(t) — 1 = 1 — 2sin?(t).
2.2 Soit t € [0, 7].

d—l\/l) ) = 2sin(t) + 2sin(2t) \ 2sin(t) 4+ 4sin(t) cos(t) - 2sin(t
E( )= 2cos(t) —2cos(2t) )~ \ 2cos(t) —2(2cos?(t) —1) —4 cos?(

2sin(t)(1 + 2 cos(t)) 2sin(t)
- ( —2(2cos(t) + 1)(cos(t) — 1) ) (2cos(t ( 2(1 —cos(t)) )
. t t t
4 sin (—) cos (—) cos (—
= (2cos(t)+ 1) '22 ¢ 2 —4sm( ) (2cos(t ' f
4 sin (z) sin (z

est unitaire est en particulier non nul. Donc

)(1 4+ 2cos(t))
t) +2cos(t) +2

cos
Le vecteur
sin

N+ N+

M) =0 o 4sin (%) Qeos(t) +1) =0t e {o 23”}

2
La courbe 27 admet deux points singuliers : les points M (0) et M ( ; )

3. Soit t € [0,7]. x(t) =0 & 2cos(t) 4+ cos(2t) =3 & cos(t) = cos(2t) =1 (car 2 cos(t) + cos(2t) < 2+ 1 = 3 avec égalité
si et seulement si cos(t) = cos(2t) =1) et donc x(t) =0 & t=0.

Soit t €]0, 7.

y(t) —y(0)  2sin(t) —sin(2t)
x(t) —x(0) 3 —2cos(t) — cos(2t)

t3 4¢3
B 2<t_€>_<2t_T>+°(t3) _Polt) bt
t50 t2 T 3t2+0(t2) 3 +olt).
3—2(1 —7> —(1—=2t2) 4+ o(t?)
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On en déduit que th_r)% x(t) —x(0)

De plus, pour t € [0, 7], y(t) = 2sin(t)(1 — cos(t)) > 0 avec égalité si et seulement si t € {0, 7t}. Donc Z; est strictement
au-dessus de (Ox) sur ]0, 7t[ et 27 N (Ox) = {M(0), M(m)} ={(0,0), (4,0)}.

s em(3)-(33)

2 2
Posons h=1t— ?ﬂ ou encore t = ?ﬂ + h.

=0 et donc que la courbe 27 admet en M(0) = (0,0) I'axe (Ox) pour tangente.

x(t) =3 —2cos <2?7T + h) — CoS <2 <2?7T + h>) =3+ cos(h) + V3sin(h) + %cos(Zh) — ? sin(2h)

_ 1 2 1 29 3.5 2
h:O3+1+2+\/§h(1 1)+h(2 1)+o(h)—2 Sh? +o(h?),

et de méme

y(t) = 2sin (23—7t + h) —sin (2 (2?7-[ + h)) = —sin(h) + V3 cos(h) + %sin(Zh) + ? cos(2h)

= \/§+£+h(—1+1)+\/§hz (-%-1) +o(h2)=3\2—f3—ﬁh+o(h2).

h—0 2 2
Par suite,
271
tt)—y <§> —ﬁhm(hz)
271\ hoo 32 hzo\/§+0“)'
x(t) —x <?> - —Ehz +o(h2)

gn en déduit que la courbe 27 admet en I une tangente de coefficient directeur /3 ou encore une tangente dirigée par
i+,

Une équation de T est donc y = # +3 (x — ;) ou encore Yy = v/3x — 3v/3.
5.

9
5.1 \/ng—3\/§:\/§xz—3\/§:¥:yQ et donc Q e€T.

5.2 Une équation cartésienne de €7 est (x —3)2 +y? = 9. Soit t € R.

M(t) € € & (2cos(t) + cos(2t))? + (2sin(t) —sin(2t))? = 9 & 4+ 1 + 4(cos(t) cos(2t) — sin(t) sin(2t)) = 9

2
& cos(t+2t) = 1 & cos(3t) = 1 (z)ﬂkEZ/?at:an(:)EkeZ/t:%.

pone 775 = o () ()} = foo (5.353). (3-3)

5 V3
53]=M (g) = <§, —{) D’aprés la question 2.2, un vecteur directeur de la tangente en ] est (COS (g) , Sin (g)) =
31
(%) E) ou aussi le vecteur vg = (v/3,1).

B 2
Q_IZJ(;_‘%) +<?> =1 et donc | € 6. De plus,

fﬁ.v_(;: (g—3> x V3 + (?) x1=0,

et donc la tangente & 2 en | est aussi tangente a 62 en ] ou encore Z est tangente & 6> en J.
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6. Figure.

2
7. Notons 7, la rotation de centre Q et d’angle ?ﬂ Soit t € R.
L’affixe du point M(t) est z(t) = 3 — 2(cos(t) — isin(t)) — (cos(2t) + isin(2t)) = 3 — 2e ™ — e?'t et donc

ZeiMi) =3+ e21m/3 (z(t) —3) =3+ eZin/S(_ze—it _ eZit) —3_ 26—1(*;—%”) _Q2ilt+E) 3 ze—i(t—zT”) _ eZi(t—zT”)

= Zm(e3p),
. 2n . . .
et donc, pour tout réel t, r(M(t)) =M [t — 3 ) Ceci montre que la courbe Z est invariante par r.

8. Puisque qu’une rotation est une isométrie, la longueur { de Z est le triple de la longueur de la branche de 2 obtenue

quand t décrit {O, 2?71 .

t
TV cos (—)
On rappelle que pour tout t € {O, 2?71, d;i—M(t) = 4sin <§> (2cos(t) + 1) f . Pour t € {O, 2?71, on a
t sin <—>
2
t
¢ cos | 5 I
4sin (Z) (2cos(t)+1) > 0 et d’autre part, le vecteur T = (t) est unitaire. On en déduit que pour t € {O, ?} ,
sin | =
—
ds | am [t 3 [t (Y L (3 L (), [t
- lacll = 4sin <z> (2cos(t) +1) =4 (25111 (z) cos(t) + sin <z>) =14 (sm <7> sin <z) + sin <z>>
. (3t
= 4sin <7>
Par suite,

27t/3 2 21t/3
@:3J 4 sin 3t dt =12 |—=cos 3t = 8(— cos(m) + cos(0)) = T6.
o 2 3 2)],

La longueur de Z est 16 unités de longueur. I

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2012. Tous droits réservés.



