SESSION 2015 BECEAS

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles d’Actuariat et Statistique.
Mathématiques.

Partie I. Une distance entre lois de variables aléatoires

1) a) Pour n € N, 0 < [P([X = n]) = P([Y = n])] < P(IX = nl) + P(ly = nl). Puisque la série de terme général
P([X =n]) + P(ly =nl), n € N, converge (et a pour somme 2), il en est de méme de la série de terme général
P(X=n])—P([Y=n])|,neN.
“+o00

b) e d(X,Y)=0& Y [P(X=n]) —P(IY =n])|=0 & ¥n e N, P(IX =n]) = P([Y =n]).
n=0

Done, d(X,Y) =0 si et seulement si X et Y ont mémes lois.

e On lance une piéce de monnaie non truquée. On a alors Q = {P, F}. Soit X la variable égale & 0 si on obtient pile et 1 si
on obtient face et Y la variable égale a 0 si on obtient face et 1 si on obtient pile. X et Y sont distinctes, & valeurs dans N,
et ont mémes lois. Done, d(X,Y) =0 (pour tout k > 2, P([X =k]) = P[Y =k]) =0).

)

+o00 +o0o
aX,2) = 3 3 IP(X =) — P(IZ =)l = 2 3 [P(IX =]} — P([Y = ) + P(IY = n)) — P(IZ = )
n=0

1 +oo 1 +oo
5 :O\ ([X:n])—P([Y:n])|+ET;\P([Y:n])—P([Z:n])I

=d(X,Y) + d(Y, Z).

2) a) La série de terme général P([X =n]) — P([Y =n]), n € N, converge absolument et en particulier converge.

Z“’X nj) — P([Y (ZPX n) ([Y=n])+ZP([xzn])—P([Y=nJ)|)

neA neaA

neA neaA

(Z(P([X n)) —P(Y =n]))+ Y _(P( ([x:nm)

Nl—‘

(ZPX nj) ZP([in])—ZP([an])HZP([Y=n1)>

neA neA neA neaA

(P(Xe A =P ([XeA])=P(lYe AD+P([YeA]))

(P(IXe Al)—T1+P(IXe€A]) —P(lYe A +1—P([Yy € A]))
(X e Al)=P(lY € A]) = [P([X € A]) = P([Y € A])I.

'UNI-—*NI—‘

En particulier, P([X € A]) — P([Y € A]) > 0 puis d(X,Y) < |P([X € A]) — P([Y € A])|.
b) Soit B une partie de N.
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P(XeB)—P(Y€B) =) P(X=nl)— ) P(Y=n]

neB neB

= Y PX=n)+ Y P(X=nD- Y PY=n)- > P(Y=n)
neBNA neBNA neEBNA neBNA

= Z (P(X=n]) —P(lY =n])) + Z (P(IX=n]) = P([Y =n]))

neBNA neBNA

< ) (P(X=mn])=P([Y=n])) (car sin € A, P(IX=n]) — P([Y =n]) <0)
neBNA

< ) (P(X=n])—=P([Y =n])) (car sin € A, P(IX =n]) = P([Y =n]) > 0)
neA

=Y P(IX=nl)— > (P(IY =n]) = P(IX € A]) — P(IY € A])

neaA neA
=|P([X € A]) = P([Y € A])| = d(X,Y).

Ainsi, pour toute partie B de N et tout couple de variables aléatoires (X,Y), on a P([X € B]) — P([Y € B]) < d(X,Y). En
échangeant les roles de X et Y, on a donc aussi P([Y € B]) — P([X € B]) < d(X,Y) et finalement

VB € Z(N), |[P(IX € B]) — P([Y € B])| < d(X,Y).
3) a) La fonction exponentielle est convexe sur R car deux fois dérivable sur R, de dérivée seconde positive sur R. Son
graphe est donc au-dessus de sa tangente en son point d’abscisse 0 ce qui fournit
Vx eR, e* >1+x.
b) On sait que P([X =0]) =1 —p, P([X = 1]) = p et pour k > 2, P([X = kl) = 0. D’autre part, pour tout k € N,
k

P([lY =K]) = %e*p. D’aprés la question précédente, e P > 1 —p et donc T —p —e P <0 puis

] +oo
d(X,Y) = 5 <\1 —p—eP|l+|p—peP|+ Z %e_p>
k=2
1

= % (F1+p+eP)+p(l—eP)+(eP—1—p)eP) =

=p(1—eP).

On a aussi 1 —e™ P < p et donc

(p+p(1—e®)—peP)

N

dX,Y)=p(1—eP) <pxp=p_

4) a) Posons P1P; = (ai,j)Ki,jgN-

e Puisque les variables X7 et X, sont indépendantes,

a1 =0—p1)(1—p2)=P(Xs =0)) xP (X =0)=P([Xg =0N[X2=0]) =P ([X; + X2 =0]).

e Puisque les variables X; et X, sont indépendantes,

ar2=0=p)p2+p1 (1—p2)=P(Xi =0) xP(Xa=1])+P([X;s =1]) x P([Xz =0])
=P(Xi =00NnXa=1)+P(Xgs =1N[Xz=0) =P([Xg +Xz=1]).
e Puisque les variables X7 et X, sont indépendantes,
a1 3 =p1p2=P(Xs =1) xP([Xz =1]) =P ([X; =1]n Xz =1])
=P (X1 +X2=2]).

e Ensuite, sij € [3,n], a1, =0=P([X; + Xz =kl) et sij>mn, a;; =0.
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Dong, la premiére ligne de P1P; est constituée des n+ 1 réels P ([X; + Xz =j]), 0 <j < n, suivis de termes nuls.

b) Montrons par récurrence que Vk € [2,1n], la premiére ligne de P1P, ... Py est constituée des n + 1 réels P ([Uy = jl),
0 <j < n, suivis de termes nuls.

e Le résultat est vrai pour k = 2 d’apreés la question précédente.

e Soit k € [2,n — 1]. Supposons que la premiére ligne de P1P; ... Py soit constituée des n + 1 réels P ([Uy = jl),
0 <j < n, suivis de termes nuls. Posons P1P2... P71 = (P1P2... Pi) Pyt = (aij) i <N
D’aprés le lemme des coalitions, les variables Uy et Xy41 sont indépendantes et donc

-ar,1 =P ([Ux =0]) x P([Xxr1 =01) =P ([Ux =0 N X1 = 0]) =P ([Up1 =0]).
- Ensuite, pour 2 <j < k+1,

a1;=P(Ux=j— 1) xp1 +P(Ux =j) x (T—=p1) =P (Ux =j — 11N Kig1 = 1) + P ([Ux =] N Xy1 =0])
=P ([Uk+1 =]) .
- Ensuite, pour k+1<j <n, ay; =0 =P ([Uxy1 =j]) et pour j >n, a;; =0.

Le résultat est démontré par récurrence. On en déduit en particulier que la premiére ligne de P1P, ... Py, est constituée
des n 4 1 réels P ([U,, =jl), 0 < j < n, suivis de termes nuls.

5) a) Soient i € [1,n] puis r € N. Puisque les matrices R et Q; commutent (car Qi € R[R]), la formule du bindéme de
NEWTON permet d’écrire

' K
Y Q= X b R0 = 3 el | S0 R

0
-~ 1 k! , ol [ o :
z Nk _pk__ ™ RI| = Fi _1)k—ipkd R
: ( R TP ) T P

i=0 \i5 =0 ) iS5
T j T—j 1
=Y B> 0l | R
j=0 ) =0 t
B T p_i T—) (—”kp]f RJ
- j! |
j=0 k=0

b) La matrice R est nilpotente et on sait que RN = 0 puis pour j = N, R = 0. Pour r > N, on a donc

N—1 3 T—j
LIPS P{ (—Ukp]'f j
Z Kot T Z a1 ( k! R,

k=0 j=0 j! k=0
v (e
Chacune des 1 séries numériques k'l , 0 <j < N-—1, converge vers e Pt et quand r tend vers +oco, on
k=0 S
obtient
N—1 p]: P N ‘
exp(Qi) =) “—R =) P(Vi=j))R
— ): —
j j
P(lYi=0]) P([Yi=1]) P(Yi=N-=2]) P([Yi=N-1])
0 P([Yi=01) P([Yi=1]) P(lY;=N-2])
P([Yi=1])
0 0 P ([Yi =0])
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c) Soit j € [[1,N]. Puisque les variables Y7 et Y, sont indépendantes, le coefficient ligne 1, colonne j de exp (Q1) x exp (Q2)
est

j j
ary=) P(Vi=k=1)xP(Va=({-D—(k=1) =) P(Yi=k=1,Y=j—K])
k=1 k=1

—P(YVi+Y2=j—1]).

Mais alors, comme dans la question 4, par récurrence, pour tout k € [1,n], le coefficient ligne 1, colonne j, 1 <j < N, de
exp(Q1) x...xexp(Qr)est P([Y1 +...+ Y =j—1]).

En particulier, les coefficients de la premiére ligne de exp (Q1) X ... X exp (Qn) sont P ([V,, =0]), P([Vh =1]), ...
P([Van=N-—T]).

6) a)
e Soit i € [1,N].

N N N
D la; +bigl <D lagl+ D Ibil < Al + B
j=1 j=1 j=1

puis

N
[A+B| = 11!11%\1 Z} lai,; +biil < |A[l + (B
j=

e Posons AB = (¢ij);¢; jon- Soit 1 € [1,N].

N N [N
2 lesjl=2_ 1> asibuy
=1 =1 k=1
N /N N N
<D (D laid |bk,j|> = laixl [ D Ibxl
=1 \k=1 k=1 =1

N

< Bl D lavxl < |BJ[IA]
k=1

puis
N
e P < .
IAB| = Max Z] lewi| < [IAI[/B]]
]:
b) Soit i € [1,n. ||R%|| = ||II| =1, [[R]| =1 puis pour tout j € N*, ||RI|| < [[R| < T puis
p' NS
j —Pi i
Jexp (Q Z PSR < e 3 B
j=0
+oo p]
—Pi Fi _
<e Z i =1.
j=0

c) Pour tout i € [1,n], |Pi|| < (1 —pi) |I]| + pillR|| £ T —pi + pi = 1. Ensuite,

[IPi—TTexp(Q)=PiJ[Pi—exp(Qu) ] exp (Qi)
i=1 i=1 i=2 i=2
— P TP —exp (QU ] P +exp (Q1) [ Pi—exp (Q1) [T exp (Qu)
i=2 i=2 i=2 i=2
= (P17 —exp (Q1) HP +exp (Q1) (HP —Hexp )
i=2
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et donc

HP —Hexp Qi)

<[[Pr —exp(Q1) HHHP I+ llexp (Q1)]

HP — Hexp
H P; — HGXP (Ql)
i=2 i=2

< |[Pr—exp (Q1)] +

puis, par récurrence, pour tout k € [1,n — 1],

k

<3 [P —exp QU +
i=1

[Texp(Qu
i=1

H Pi — H exp (Qi)

i=k+1 i=k+1

et en particulier,

n

<D |IPi—exp (Qi)]-
i=1

[TPi—]]exr(Qu)
i=1 i=1

d) Soit i € [1,n].

I e
e
IPi—exp Q) = ||(1—po) T+ piR— Y P&

) NZT i e—pi
> 55 Ri|| = (1—pi—e—vi)1+pi(1—e—vi)R+Z%
j=

j=2
p) —Pi
<—T4+pi+ePi4 pl 1 — e_p‘ Z (d’aprés la question 3)
<—l+pi+ePi+pi(1—e ™ )+e Pi(ePi —1—py)=2p; (1—e P
< 2p% (d’apres la question 3).
7) a) D’aprés les questions 7.c) et 7.d),
n n n
[Texp Q|| < Y IIPi—exp(Qu) <2 pi.
i=1 i=1 i=1
n n
D’aprés les question 4.b) et 5.c), la premiére ligne de la matrice H P — Hexp ) est
i=1 i=1
(ahj)]gjg]\] =P(Un=j—1)=P([Vn=j— ”))1<;<N
et donc
N n n
S IP(Un=i—1)=P(Va=j—1I< [Texp Qo] <2 pi.
— i=1 i=1
Ces inégalités sont vraies pour tout N de N*. Quand N tend vers 400, on obtient
n
d (Un, Vo) Z“’ Up=j— 1) =P (Va=j—1I<2) p?
i=1
et finalement
n
d(Un,Va) <> pl.
i=1
. A A . . .
b) Pour i € [1,n], on prend p; = —. Pour i € [I,n], X; ~ & H et, puisque les variables X; sont indépendantes, on
A
sait que Un ~ & (n, —>.
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A
D’autre part, pour tout i € [1,n], Yi ~ & (E) et, puisque les variables Y7, ..., Yy, sont indépendantes, on sait que
A A
Va~ & (—+...+—) = Z(A).
n n

A
En résumé, U, suit la loi binomiale de paramétres n et o et V,, suit la loi de Poisson de paramétre A. Pour n € N*, on a

obtenu

et donc lim d(U,,V,)=0. Or,
n—-+4oo

AkeA
1\321%( P (U, =Kk]) | = 1\]%\3(“3 ([Un =X]) =P ([Vn =K < 2d (Un, Vn)
et donc
koA
lim Max |P (U, = k) — 5| = 0.
n—+oo keN k!

Ceci améliore le résultat usuel de cours : on a une sorte de convergence uniforme.
Partie II. Records d’une permutation

1) Pour n € N* on pose u, = Hp —Ilnn.

1 1 e
Unil —Up = (Hhpr —In(n+1)) = (Hy —Inn) = —— —(In(n+1) = Inn) = —— — -

n+1 n+1
n+1
1 1
S Y S P
n n+1 t

Dong, la suite (un ), oy~ est décroissante. De plus, pour n € N*,

i1

k=1

nock+1 n+1

dt dt
L N A
et donc, pour tout n € N*, Hy —Inn > In(n +1) —Inn > 0. Ainsi, la suite (Hy —Inn), .. est décroissante et minorée

In(n
par 0. On en déduit que la suite (H, —Inmn), .. converge vers un réel noté v, positif ou nul.
2) 3 est constitué de 6 permutations 1 =(123), 11 =(213),12=0321),13=(132),c1 =231 etca=(312),
1
toutes équiprobables de probabilité égale a

e

Ensuite, R3 (3) ={1,2,3}.

e i présente 3 records.

e T1, T3 et ¢y présentent 2 records.

e T, et ¢ présentent 1 record.

2 1 3 1
Donc, P(R3 =1) = c= 3 ,R(R3 =2) = c=3 et P(R3 = 3) = —. Ensuite
1 1 11
E(R3):§X]+z 2+_X3:Z)

et, d’apreés la formule de KOENIG-HUYGENS,

1 121 23 121 17
VR:)=ERI) —(E(R3))* == x1P+-x22+-_x32 - — =2 = — =,
(Rs) = (R3) = (E(Rs))" = 3 x 1%+ 5 x +6 366 36 36
3) Soit 0 € .. Si o présente n records, alors 07 < 02 < ...0yn ce qui impose 0 = Id[y n]. Réciproquement, o = Id[; n]
présente n records. Donc,

—_

P([Rn=mn])=P ({Id[ﬂ,n]]}) =

Soit 0 € #,. Si 01 #n, ¢ présente un record au rang 1 et un record au rang k € [2,n] tel que ox = n et en particulier,
o présente au moins deux records. Donc, si ¢ présente exactement un record, nécessairement o1 = n. Réciproquement, si
01 = n, alors pour tout k > 2, 07 > oy et donc o ne présente pas d’autre record que le record au rang 1.
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En résumé, ’événement [R,, = 1] est constitué des permutations o telles que 07 = n. Il y a (n — 1)! telles permutations

(n — 1 possibilités pour o7, puis n — 2 pour 03, ..., puis une pour oy, ). Donc,
n—1 1
L
n! n

4) a) On cherche les permutations ayant exactement deux records, en 1 et p (pour p € [2,n[). Soit o une telle permutation :
(op] (op) N O‘P*1 GP GP+1 S

On peut remarquer que :
e 0, = 1 sinon il y aurait un autre record.
e De plus, Vk € [2,p — 1], 01 > 0 sinon il y aurait un autre record.

(op] 02 N O‘P*1 n GP+1 N On
Pour obtenir une telle permutation,
n—1
e on doit choisir p — 1 entiers entre 1 et n — 1. Ce seront les o1,---,0p_71,il y a ( ]> possibilités.
. n J—
Le maximum est obtenu pour o7, les 02, -+, 0p_1 peuvent étre permutés. Il y a par conséquent (P ]> (p—1-=2+1)!
R . n-— S

possibilités soit (P 1) (p — 2)! possibilités.

® 0, est déterminé et il vaut n.

e Enfin, il reste n — (p +1) — 1 = n — p entiers compris entre 1 et n —1, ce sont 0p41,- -+, 0n. On peut les permuter.

Il y a donc (n — p)! possibilités.

Au final, ilya(E::>(p_2)!(n_p)!: (mn—T1)! (m—1)!

p—1)n—1 —(p—1))1(p_2)!(“_p)! = ——— possibilités.

b) Si pour p € [2,n], on note E, ,, 'événement « la permutation o présente exactement deux records, un au rang 1 et un
au rang p », alors ’événement [R,, = 2] est la réunion disjointe des événements En,p et donc

p=2 p=2 P L p=2
1<
P
k=1
c) D’aprés la question 1 de la partie IT,
1 1 1 Inn
P(Rhn=2l)=—Hn-1 = —(Inn—-1)4+0(1)) = —(lnn+o(lnn)) ~ —.
n n—-+oo N n—+oo M n—+oo M
5) a) On remarque déja que Ti(Sn) ={0,1}. On cherche a calculer P (T; = 1).
Pour construire une permutation ¢ ayant un record au rang 1,
o 1 2 - i=1 i i4+1 -+ n
0y 062 -+ O0i-1 Oi Oiy1 -+ On
On commence par choisir i éléments entre 1 et n, ce seront oy, -+, 0;. Pour ces i éléments, o; est le maximum, les i — 1
n
autres éléments peuvent étre permutés. Il y a (i (1 —1)! possibilités.
Les autres valeurs oj;1,---, 0n sont déterminés de fait et on peut les permuter. 1y an—(1+ 1)+ 1) = (n —1)!
possibilités.
n n! n!
Aufinal,ilya |, |Jl—1)!In—1)! = —=({—1)!(n—1)! = — possibilités.
1 i(n—1)! 1
. Inl 1 1 L . - . .
Par suite, P(Ty; =1) = o1 -1 ainsi, Vi, T; ~ B T ) c’est-a-dire, T; suit une loi binomiale de paramétre T

1
b) Pour tout 1 € [1,n], E(T;) = T Puisque R, =Ty + ...+ T, et puisque 'espérance est linéaire,
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n n

E(Ry) =) E(M)=) +=Hn.

i=1 i=1

e =

En particulier,
E(R,) ~ Inn.
n—-+oo
6) a) Soient 2 < 1 < j < 1. On cherche une permutation o ayant des records en 1 et j.
o T2 3 -~ i-1 1 i4+1 -~ j=1 3 j+1 - n
0y 02 03 -+ Oi—1 Oi Oit1 -+ 0Oj—1 05 Oj41 -+ On

On commence par choisir j éléments parmi n. Le maximum est oj.
On choisit ensuite i éléments parmi j — 1 (on a enlevé aux j termes précédents le maximum o0j). Le maximum de ces i
termes est 0j.

Les entiers o71,---,0i_1 peuvent étre permutés, les entiers o117, -+, 051 peuvent 1'étre aussi.
j—1 j—1
1y a ainsi (?) (J . )((i—])—l+1)!((j—1)—(i+1)+1)! - (?) () . )(1—1)1()'—1 — 1)1 possibilités.
Enfin, les autres valeurs oj41,---, on sont déterminées de fait et on peut les permuter.
INyan—(j+1)+ 1) =(n—j)! possibilités.
Finalement,

PT=1nT,=1) = <T_‘)(j__1>(i—1)z(j—1—i)1_l_ n G—1) - —im 1) = —

T\ i njlm—jilG—i—1) i

1 1

— = —. Donc, les événements [T; = 1] et [T; = 1] sont indépendants. On sait
) D)

alors que les événements [T; =0] = [T; = 1] et [T; = 1] sont indépendants. De méme, les événements [T; = 1] et [Tj = 0]
sont indépendants et les événements [T; = 0] et [Tj = (0] sont indépendants. Ceci montre que les variables T; et T; sont
indépendantes.

D’autre part, P ([T; = 1]) x P ([Tj =1]) = % x

b) Puisque les variables Ty, ..., Ty, sont deux a deux indépendantes, on sait que

V(Rn) =V (i Ti) = iV(Ti)
f

7) Soit k € [2,n].
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P(Ro=k)=P(Mi +...+ Ty =Kk])
= Z P([T1 :jla“an—jn])

(G1,y--sin)€{0, 1}
ji+...+jin=k
= Z P([Ty =j1]) X ... x P([Ty, =jnl) (car Ty,..., Ty sont indépendantes)

(j] \---yjn)e{oy]}n
ji+...Hin=k

= > P ([T =j2]) % ... x P ([T =jnl) (car P ([Ty =0]) =0)

(52yeeerjn)E{0, 13
j2t.tHjin=k—1

= > P(T, =1)P(M, =1)...P(M, =1 [] PUm=0)

2<i <iz<...<ir<n PASE
jE{iz,.., ik}
(de nouveau car Ty,..., T, sont indépendantes)
11 1 1
= E reniran e I | 1T—=).
i1 i
2<i <iz<...<ir<n 2 k PASES 1Y )
j¢{iz,..,ik}

8) a)

11 1 11 1 e 1
P 3 51 (8)-, 2 TN 1)“(‘7)
2<i<jign 2<kg<n 1 1 k=2

2<i<j<n
ke{i,j}

1 k=1 1 1 o .
Z A-1G-1) < Z m (produit télescopique)

2<i<j<n k=2 2<i<j<n

1 Z 1
T n. & i’
1<i<gjg<n—1

1 1 1 In(j — 1) Inj
b) P([Rn =3]) = — Z — | =— Z —H;_q. Maintenant, -H;_y ~ —————  ~ —= >0 et lasérie de terme
n i=2 \iz1 Y n i—2 ) ) j—+oo ) j—otoo )

Ini
général i) diverge.

D’aprés la régle de I'équivalence des sommes partielles de séries & termes positifs divergentes,

—_

P(Ra=3) ~ Ly W

n—-+oo )

||
N~

)

1—Inx
X2

Inx
Ensuite, puisque la fonction x — —— est positive et décroissante sur [3,+oo[ (car de dérivée x — ), on sait que la
X

. Inj > Inx
série de terme général —) — —— dx converge. Donc,
: X
j—1

! Inj ' Inx "1 nx
Zf = ZJ —dx+O(1):J — dx+ O(1)
= j mo+oo = X 1 X
L A
nﬂ_+002h[1 ( 1)+ 0(1)
20 12
e zln (n—1) e 2ln n
et finalement
2
P([Rn - nn

Partie 11I. Deux résultats asymptotiques
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Hn
1) a) Soit € > 0. D’aprés la question 1 de la partie 11, hm —— = 1. Dong, il existe ng € N* tel que, pour n > ng,

—+oo Inm
Ho ) _ €
Inn 2’
R H
Soit 1 > 1ng. Soit o€ ||— — | < £ . Alors,
Inn Inn 2
Rn(g)_]<Rn(6)_Hn E_h E+£:g
Inn Inn Inn Inn Inn 2 2
R
et donc o € ||—= — 1| < &|. Ceci montre que n ——1
Inn Inn lnn

Par passage au complémentaire, on en déduit que pour n > ny,

[l = [ anl= )
b)
(1) Soit € > 0. D’aprés la question 5.b) de la partie II, E (Ry) = Hy. D’aprés 'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,
P[] - |z e] ) =R — e R0 > emmy < T
V (Rn) Inn 1 1

. Puisque lim =0, on en déduit que

D’apres 1 tion 6.b) de 1 tie II
aprés la question 6.b) de la partie II, s ey

e2In?n n—o+oo 2ln?n  e2lnn

mnp([R“ LR
n—+oo
(ii) Soit ¢ > 0. D’aprés la question a), P ([

Inn
lim P <[ Rn n > E}) = 0. Donc,
n—+o0 2

Inn Inn
1m1P([E——1’ }):a
n—+oo In

Inn Inn
Inn Inn
2) a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N vérifiant une loi de BERNOULLI de paramétre p € [0, 1]. Pour t € R,

> %]) et d’apres la question b.(i),

+oo
Gx(t) =) P(X=K)t"=(1—p) +pt.
k=0

b) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N vérifiant une loi de POISSON de paramétre A > 0. Pour t € R,

+00 too
=) P(X=K)tk= Z A=),
k=0 k—0

¢) Montrons le résultat par récurrence.

+oo }\k 7)\

k=0

e Soient X et X, deux variables aléatoires & valeurs dans N, indépendantes. On sait que Gx, et Gx, sont définies
sur [—1,1] au moins et que pour tout t € [—1, 1], les séries numériques de termes généraux respectifs P ([X; = k]) t¥ et
P (X2 = k]) t* sont absolument convergentes. Pour t € [—1,1] (sur ] — 1,1[, on peut effectuer directement le produit
de CAUCHY des deux séries entiéres),

+oo +oo k
Gx, 1, (1) =) P(Xi+ Xz =k tF = < P (X _i]ﬂ[Xz_k—i])> t*
k=0 k=0 \i=0

+o0o k
= (Z P(Xy =1)t'P (X2 =k —1] tk_i)> (car X7 et X sont indépendantes)

(produit de CAUCHY de deux séries numériques absolument convergentes)
- GX] (t) X GXZ (t)a

http ://www.maths-france.fr 10 © Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés.



et donc GX1+X2 = G)(1 X GXz'

e Soit n > 2. Supposons le résultat pour n variables aléatoires indépendantes. Soient X7, ..., X1, (n+ 1) variables
aléatoires indépendantes. D’aprés le lemme des coalitions, X;,+1 et X7 + ...+ X, sont indépendantes puis

GXy oot Xn+Xne1 = GXy 44 Xn X Gxy g (d’aprés le casn = 2)

n
= (H ka> x Gx, ., (par hypothése de récurrence)
k=1
n+1

=1]6x..
k=1

Le résultat est démontré par récurrence.

1 1 t—1
d) D’aprés la question a), pour tout i € [m + 1,2m], pour tout t € [0,1], G1,(t) =1 — -+ -t = 1+ ——. D’apreés
i i i

la question 7 de la partie II, les variables Ty 41, ..., T2 sont indépendantes et donc, d’aprés la question c¢), pour tout
t e [0,1],

2m 2m 1
Gw, (t) = G114t T (B) = H G, (t) = H (1 + — ) .

i=m-+1 i=m-+1 t
t—1 1
e) Soit t € [0,1]. Pourie [m+1,2m], 1+ —>21——->1— > 0 et on peut donc écrire
i i m+ 1
2m t—1

1 p— .
n(Gw, (t)) . E In <]+—i )

i=m+1

t—1
La fonction x — In (1 + —) est croissante sur ]0,4o0[ (car t — 1 < 0) et on peut donc écrire
X

2m il -1 2m+1 f—1

i=m+1 m+1
et aussi

2m i t—1 2m t—1

In(Gw, (t)) > In{14+—) dx= In{14+— ) dx

i=m1Y ] m

Or,
Jln (1—1—%) dx:Jln(x+t—1) dx—Jlnxdx:((x+t—1)ln(x+t—1)—x)—(xlnx—x)+C
=(x+t—1)lnx+t—1)—xlnx+ C.

Donc

3

In(Gw, (t)) =2 (2m+t—1)In2m+t—1)—-2mIn(2m)) — (m+t—1)In(m+t—1)—mlnm)

2 — — 2 —
—omn (2P i (Y oy (2T
2m m m+t—1

et de méme

In(Gw, () < (2m+T+t—1)InC2m+t)—2m+1)In2m+1)) —(m+T1+t—T)In(m+t) — (m+1)In(m+1))

2m+t m+t 2m+t

2 _ _ _
Or, 2mln Lt]>:2n1ln(1—l-u> = t—1+o(1)etdeméme,mln<%t]) = t—1+40(1).0On

2m 2m m—-+oo m—-+oo
en déduit que
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m— o0 2m m+t—1

lim (Zmln (M> —mln (%) +(t—1)In (M>> =(t—1)In2

et de méme,

lim ((2m+1)1n(2m+t) ~(m+1)n (21:) 4 (t—1)In (21:::)) — (t—1)In2.

m—-+oo 2m+1

Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim In(Gw, (t)) = (t —1)In2 puis que lim Gy, (t) = et=Dn2,
m—-+4o00 m—-+oo

On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de POISSON de paramétre A = In 2.

2m
D’aprés le résultat admis par I’énoncé, la suite (Wn) 5, = < Z Tk> converge en loi vers une variable aléatoire Y
=
k=m+1 m>2

telle que Y ~ £ (In 2).
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