Banque d’oraux CCP. Probas. Corrigé

Exercice n° 95.
1) a) Q est ensemble des tirages successifs avec remise de 5 boules parmi les 10 boules. X(Q) ={0, 1,2, 3,4, 5}.

5 expériences identiques et indépendantes sont effectuées a savoir tirer une boule de I'urne. Chaque expérience a deux issues

1
« obtenir une boule blanche » avec une probabilité p = 5 et « ne pas obtenir une boule blanche » avec une probabilité

4 1
1—p= 5 X sui donc une loi binomiale de paramétresn =5et p = —.

aeetost mocm= (%) (1) (4

4

Deplus, E(X) =np=5x==1et V(X)=np(1 —p) =

S

2
b) Y = 2X —3(5—X) = 5X — 15. Donc E(Y) = E(5X — 15) = 5E(X) — 15 = —10 et V(Y) = V(5X — 15) = 25V(X) = 20.

2) a) Puisque les tirages se font successivement et sans remise, on ne change pas la loi de X et de Y en supposant les tirages

10). X(Q) ={0,1,2}.

simultanés. Q est ’ensemble des tirages simultanés de 5 parmi les 10 boules. Donc card(Q) = ( 5

2
Soit k € [0, 2]. L’événement {X = k} est ’événement « on tire k boules blanches et 5—k boules noires ». Il y a <k> tirages

possibles de k boules blanches et pour chacun de ces tirages, il y a < > tirages possibles de 5 — k boules noires.

5—k
() (s°4)
k) \5-x
vk € 0,2], P(X=k) = EEEvE T u—
(5)
Plus précisément,

8
5) 8x7x6x5x4 5x4 2
TI0x9x8x7x6 10x9 9

2x8x7x6x5/4 2x5x5 5
10) S 10x9x8x7x6/5 10x9 9

5
8)
3 8 x 7 x6/3! 5x4 2

*PX=2) <1o> T0x9x8x7x63 10x9 9| PX=0-PX=1
5

b) On a toujours Y = 5X — 15. Donc, Y(Q) = {—15,—10,—5} puis

15y5) * (0 1)
X

vk € {~15,—10, -5}, P(Y_k)—P<X_kJ;15)_<(k+]5)/5 e
(5)

Plus précisément,

oP(Y:—15):P(X:0):§,
oP(Y:—10):P(X:1):g,
.P(Y:—S):P(le):%.
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Exercice n° 96.

1) X(Q) = [[r,+oo[. Soit 1 = r. L’événement {X = n} est réalisé si et seulement si la bactérie a été touchée exactement
r — 1 fois au cours des 1 — 1 premiers tirs et est touchée au n-éme tir.
La probabilité de I’événement « la bactérie a été touchée exactement r — 1 fois au cours des n — 1 premiers tirs » est

n—1
obtenue a partir d’'une loi binomiale de paramétres n — 1 et p : elle est égale a (r : )pr_] (1—p)=D=0=1) et done

n—1 — n—1)—(r— n—1 T n—r
vn >, P(X:n):(r_])pT 1(]_p)( 1)—( UXP:(-r._‘I)p (1—p) .

2) L’espérance de X est

n!
= — — T(1 _p )T — T T(1 _ -1
EX) =) _nP(X=n) =) nx P (17 PR U )
n=r n=r =
+oo n 1
— T 1—p)™ " —
i nr(r)( P
T
=—- <400
P
Done, X admet une espérance et E(X) = %
Exercice n° 97.
1) Soit j € N.
1 j+k
P(X:j)—z (X=j, Y= k:Z el
k=0 k=0 ejikl
1\ * 1\ *
_ (] & (§> 1YV & (z) (1 j 1/2 11y 1/2
_ej!<2> o tailz) it ala) U ralg) xaxe
k=0 k=1
1T/ g 2j+1
_ [ Z /2
= <z> SR NG
En éch t les roles de X et Y, vk eN, P(Y=k 2kt 1
n échangeant les roles de X e on a aussi Vk € ( ) = Zk”k'\/_
2
P(X_O,Y_O)_OetP(X_O)xP(Y_O)—(#) :41—e7é0.Donc,ilexiste(j,k)ENZ/P(X:j,Y:k);AP(X:
e
j) x P(Y = k). Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
2)
+oo
E2XY] =) 2'P(X+Y=1 = ZZLZP =j,Y=k)
1=0 j+k=1
1 ;+k
+o00 (J+k) (z) +C>01 1 1 +o00 1 1 u +o0 1
= 2t —_——, = - T = — — = 7(1—5-”1
= i-§—1 ejlk! éej_ZOJ!(I—J)! 1_]el!j_ZOJ!(l—))! ;e(l—U!

2X+Y

Donc, la variable admet une espérance et E [2X+Y] = 2e.
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Exercice n° 98.

1) n expériences identiques et indépendantes sont effectuées a savoir appeler un correspondant. Chaque expérience a deux
issues « le correspondant est joint » avec une probabilité p et « le correspondant n’est pas joint » avec une probabilité
1 —p. X suit donc une loi binomiale de paramétres n et p. On en déduit que X(Q) = [0,n] puis que

vk € [0,n], P(X = k) = <E)pk(1—p)“k.

2) a) Soit i € [0,n]. On sait que X =1 c’est-a-dire que la secrétaire a contacté et obtenu i correspondants exactement. La
secrétaire effectue alors n — 1 appels vers les correspondants restants. On a toujours a faire & un schéma de BERNOULLI :

n—i) nei-k . .
(1—mp) sikeo,n—1i _
Vie [o,n], Vk € N, Px_i(Y =k) = < k )p P 10, I _(“ t

5 >pk(-| o p)n—i—k.
Osik>n—1i+1

b) Z(Q) = [0,n] et pour k € [0,n],

k k

=Y PX=inY=k—1)=) PX=1)Px=i(Y =k—1)

i=0 i=0

- nei (=1 g n—i—(k—1i) S\ m—i Kk 2n—k—i
—Z( > p) (k_i>p (1-p) —Z(i><k_i)p (1-p) .

i=0 i=0

Ensuit n\ /Mm-—1i\ n! (n—1)! B n! B n! k! N AAYAS ¢ d
nsuise, (1) (k—i) TUm—1) k= lm—%)!  dk—0Im—K)! km—k)! iUk=—i (k) <1> et done

(n) (k) K1 i (n) K- )zn_zkic)“_ et
ACT A EAUTAS Z\i) P

Ensuite, p(2 —p) = —p? +2p=1— (1 —p)? et donc p(2—7p) € [0,1] puis (1 —p)? =1 —p(2—p). On note que Z est le
nombre total de correspondants obtenus au cours des deux tentatives.

Ceci montre que Z suit la loi binomiale de paramétres n et p’ =p(2 —p).
¢) E(Z) =np’ =np(2—p) et V(Z) =np’(1 —p') =np(2—p)(1 —p)*.
Exercice n° 99.

1) Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Alors,

V(X
Va >0, PIX—E(X)| > ) < S0
. Sn o ) 1« 1
2) Soit X = ot Par linéarité de I’espérance, E(X) = o Z E(Yy) = o x nE (Y1) = E(Y7). D’autre part, Y7, ..., Yy, sont
k=1
mutuellement indépendantes et donc
n
> Vv
VSn) _ = _ ) _viv)

n? n? n? n
En particulier, X admet un moment d’ordre 2 et d’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,

S

V(Y
Ya >0, P( N E(Y) >a) <V 2”.
n na
3) Soient n le nombre de tirages puis, pour 1 < i < n, Y; la variable aléatoire égale a 1 si la i-éme boule tirée est rouge et
n
0 si la i-éme boule tirée est noire. Alors, S,, = E Y; est le nombre de boules rouges tirées au cours des n tirages et —
n
i=1

est la proportion de boules rouges obtenues au cours de ces n tirages.
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2
Chaque Y; suit une loi de BERNOULLI de paramétre p = == 0,4. Donc Vi € [1,n], E(Y;) = E(Y1) =0,4 et V(V;) =
V(Y1) =0,4 x 0,6 = 0,24. Ensuite,

Sn Sn

0,35 < — (Y1)] <0,05.
Puisque les Y; sont mutuellement indépendantes, la question 2) fournit
Sn Sn Sn 0,24 2400 96
<< =1- >1-— > >1-—" =1 —1-22,

P(0,35\ o \0,45> 1 P( o >0,05>/1 P( o /0,05>/1 100,052 1 S5 1 -
Par suite,

Sn 26

P10,35<—<0,45)>20,95<1T——2>0,95«<n = 1920.
n n 0 05

A partir de 1920 tirages, on a plus de 95% de chances d’obtenir une proportion de rouges comprises entre 0,35 et 0,45.

Exercice n° 100.
1 a b c

1) 1l existe trois réels a, b et ¢ tels que Vx € R\ {0,—1,—2}, R(x) = O Y ) = + o + T2

1 1
e a = lim xR(x)

x50 “0+Nn0+2) 2
eb= lim (x+1)R(x) = ] =—1.
x——1

(—1+ 0)1(—1 +2)

. - 1
ocC _Xgrgz(x+2)R(X) T (=2+40)(=2+1) 2
1 1 1 !

Vx € R\ {0,—1,-2}, Nt x+2)  2x x+1  2xt2)

N
1
2) Pour N € N*, on pose Hn Z e

N ]N] N
Znn+1 (n+2) ZE_Zn

N
n=1 25 - Eng n+2
i e ) H o)
=g }1+ M Niw}ﬁom.
Pulsque1—ZPX n —Azng,onobtient?\=4.
Remarque. Pour n > 1, Y 1])(n+2) = %n(:l-:_f))(;:m = % (n(n]—}— 7 — T 1)](71—}—2)) et donc

+
8

1 L 1 1 i 1 R
n(n+1)(n+z)_ENEEOOT;<n(n+1)_(n+1)(n+z)> 2 N _< N+1(N+2)>_é_1

3
Il

3)

+o0o +o0 4 +oo 1 1
=2 WPIX=m =) gy =) (77 -+52)

1
=4 x 3 (série télescopique)

=2.
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4) X admet une espérance. Donc, X admet une variance V(X) = E (Xz) —(E(X))? si et seulement si X2 admet une espérance.

4 4
Orn?P(X=n) = L — > 0 et donc la série de terme général n?P(X =n), n € N*, diverge. La variable
M+1)(n+2) no=con

X n’admet pas de variance.
Exercice n° 101.

1) a) et b) Soit n € N. D’apres la formule des probabilités totales et puisque (An,Bn,Cy) est un systéme complet
d’événements,

ant1 =P (Ans1) =P (An) X Pa. (Ans1)+P (Bn) x Py, (Ans1) +P (Cn) x Pc, (An+1)
1 1 1

E = zbn + ch'

1

1 1
zan + zcn et Cntl = z(ln -+ zbn

2) a) A est symétrique réelle et donc A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale d’aprés le théoréme
spectral.

1
=ap X0+by X =

2—&—cnx

De méme, by =
1 1 1T 11 1
b) rg (A + 213) = rgz 1T 11 =1 < 3. Dongc, —5 est valeur propre de A. De plus, puisque A est diagonalisable,
1T 11

1 1
est valeur propre d’ordre dim <Ker <A + §>) =3—rg (A + §I3> =2.

N —

Ei(A) est immédiatement le plan d’équation x +y + z = 0.

z

c¢) La derniére valeur propre A de A est fournie par la trace de A :

1
A =PDP~! ou D = diag ,—=,1),P=| =1 0
27 2
0o -1
an
3) Si pour n € N, on pose U, = bn |, alors d’aprés 1), pour tout n € N, Uy,47 = AU, puis U, = A™Up avec Uy =
Cn

1 an n n

1 1
0 |.Levecteur | by, | estdonclapremiére colonne de la matrice A™ = PD"P~! = Pdiag (<—§) , (—z) , 1) P
0 Cn

Exercice n° 102.

1) Soit i € [1,N]. Soit n € N*.

Il
|v|:

PXi<n) =Y P(X Z i(mq;&n

- (1—7p)

—q,

- =
Il

puis P(Xl >T1.) :1—P(Xi gn) :qn.
2) a) Soit n € N*. Y >n & Vi € [1,N], X; > n. Donc, I'événement {Y > n} est événement {X; >n}N...N{Xn > nk.

Puisque les variables X1, ..., Xxn sont mutuellement indépendantes,
N
PY>n)=P((X;>n)n...n(Xn>n)) = [[P(Xi>n)
k=1
_ qu .

On en déduit que P(Y < N) =1—q™N
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:3
| |

(Y> n—1)—P(Y>n)=qm DN _gnN = gn=1N (1 — qN) ce qui reste vrai pour n = 1
—qN

Ensuite, sin >

2, P
car P(Y=1) =P(Y

—

yne N P(Y=n)=q" "N (1-¢gV).
b) Y(Q) = N* et pour tout n € N*, P(Y = n) = gq(n=1N (1 — qN) = (1 — qN) (1 — (1 — qN))nq. Y suit donc la loi

géométrique de paramétre 1 — g™ =1— (1 —p)N €]0, 1. On sait alors que Y admet une espérance a savoir
1

EY) = —or—.
¥ 1—(1T—p)N
Exercice n° 103.

1) a) X;(Q) =N=X;3(Q) puis (X1 +Xz2) (Q) =N.
Soit n € N.

k=0
n —k
-y 7\_]1<e—>\1 Ay o A2
! n—xk)!
k=0
_ e—(Mi+A2) I n AkAn— K
n! = kl(n—k)!" "2
M A2 )
n!

Donc, X7 + X3 suit la loi de POISSON de paramétre A1 + Az.
b) Oun sait alors que E (X7 +X2) =A1 + A2 et V(X3 +X2) =N + A,

2) Soitn e N. P(X=n) = ZOOP((X:n)ﬁ(Y:m ZOOPY m) X Py (X =n).

m=0 m=0

e —p)mrsin < m
Or, Py_n(X=n) = n)Pup ansmo_ (n)p“(l —p)™ ™. Donc,
0'si

n! (m—mn)!
m=n =n
_ Ap)™t +Z°° AT —p) _ (7\p)“e_>\+zoo (A1 —p))* _ (AP)™ A A(—p)
n! = (m—mn)! n! = k! n!
_ B o)
n!

Donc, X suit la loi de POISSON de paramétre Ap.
Exercice n° 104.
1) X prend les valeurs 0, 1 ou 2.

2) a) X = 2 est 'événement « toutes les boules vont dans le méme compartiment ». Il y a 3™ répartitions possibles
des n boules dans les 3 compartiments (pour chacune des n boules, il y a 3 possibilités de compartiment). Parmi ces
répartitions, il y en a une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n°1, une et une seule
pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n° 2 et une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans
le compartiment n° 3. Donc
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b) Soit E I’événement : « le troisiéme compartiment est vide et les deux premiers ne le sont pas ». On a alors

p(X=1) =3 xp(E).
Soit k € [T, — 1]. Soit Ex Iévénement « k boules sont dans le compartiment n°1 et n — k sont dans le compartiment

n°2x». E= U Ex et les Ex, 1 <k <n—1, sont deux & deux disjoints. Donc,
1<k<n—1

pPX=1)=3p(E)=3) p(E).

Soit k € [T,n — 1]. Le nombre de répartitions des n boules telles que k d’entre elles soient dans le compartiment n°1 et

n
n — k soient dans le compartiment n° 2 est encore le nombre de tirages simultanés de k boules parmi les n & savoir (k) .

()
Donce p (Ex) = K

I Par suite,
n—1
(+)
k m_ 2
F) = 3k=1 _
p(B) =3¢ T
Enfin,

3n=t_pn_3 2" -2 1 2" 2\ "
3)a)E(X):0>< 3n_1 +]X3n_] +2X3n——1_3n——]_3<§> .

n—-+oo n—-+oo

b) lim E(X)= lim 3 (g) ) = 0. Ainsi, §’il y a un grand nombre de boules, il y a peu de chances qu’un compartiment
reste vide.

Exercice n° 105.

1) Formule de BAYES.

Soit (Q,.7,P) un espace probabilisé discret.
Soit (Ai);c un systéme complet d’événements de cet espace tel que pour tout i € I, P (Ay) # 0.
Soit B un événement tel que P(B) # 0. Alors,

P (A{) X Pa,(B)
> P(Aj) x Pa,(B)

j=1

Vie I, PB (Al) =

Démonstration. Soit 1 € I. Puisque P(B) # 0,

P(AiNB) P(Ai) xPa, (B)

AT T e

Puisque (Aj)jeI un systéme complet d’événements de cet espace tel que pour tout j € I, P(A;) #0, on a

=Y P(AjNB) =) P(A;j) x Pa,(B).

jel jel

Donc,
P (Ai) X Pa,(B)

ZP ) % Pa, ( B).

jel

P (A{) =
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2) a) Notons A l'événement « le dé est pipé » et B 'événement « on obtient le chiffre 6 ». La probabilité demandée est
Pg(A).

— 2 —
(A, A) est un systéme complet d’événements. On a P(A) = % = % #0et P (A) =1- 411 = % Ensuite Pa(B) = % et
Px(B) = 13 Donc,
P(B) = P(A) x PA(B) + P (A) ><P—(B)fl><l+§ xl*l;«éo
- A AT T2 a6 T
D’aprés la formule de BAYES,
1 1
P(A) x Pa(B) 32772 1

X
Pe(A) = P(A) x PA(B)+P(A) x Px(B) T 2
4

1
La probabilité que ce dé soit pipé est 5

b) Notons A I'événement « le dé est pipé » et B ’événement « on obtient n fois le chiffre 6 ». La probabilité demandée
est Pg(A).

_ 1 — 3
(A, A) est un systéme complet d’événements. On a toujours P(A) = — # 0 et P (A) =7 Ensuite Pa(B) = =— et

~l

Px(B) = 6]_“ Donc,

P(B) = P(A) x PA(B) + P (A) x Px(B) = = X =— + > x — #0.
D’aprés la formule de BAYES,
P(A) x Pa(B)

1
_ _ 4" 2n _
Pe(A) = P(A) x PA(B)+P(A) xPx(B) 1 T N

1
La probabilité que ce dé soit pipé est —

T+ 3oy

¢) lim =0 et donc lim p, = 1. Ceci signifie que si au bout d’un grand nombre de lancers, on a obtenu a
n—-+oo 3“71 n—-+oo

chaque fois le 6, il est quasiment siir que le dé est pipé.

Exercice n° 106.

1) (U, V)(Q) ={(n,m) € N/ n > m}. Soit (n,m) € N? tel que n > m.
eSin=m,P((U,V)=mn,m))=P((X=n)Nn(Y=n)) =P(X=n) x P(Y =n) car les variables X et Y sont

indépendantes. Donc,

P((U,V)=(n,n)) =pq pq"™ =p’q™".

e Sin>m,
P(UL,V)=mm)=P(X=n)n(Y=m)U(X=m)N(Y=n)))
=PX=n)xPY=m)+PX=m)xP(Y=n)
:2pqnpqm :2p2qn+m.
Finalement

2p2q™tMsin >m

pour tout (n,m) € N? tel quen > m, P((U,V) = (n,m)) = { P22 sin =m

2) ¢ U(Q) = N. Soit nn € N.
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+oo n
PU=n)= ) P((U,V)= =) P(U,V)=(n,m)
m=0 m=0

prg* + Z 2p2q™"™ (méme sin = 0 (somme vide))

2 2n

=p2q®" +2piq méme sin = 0)

nl—q"
1—q (
=p’q*™ +2pq" (1—q").

e V(Q)=N. Soit m € N.

+o0 +oo
PV=m)=> P((,V)=(mm))= ) P(UV)=nm)
n=0 n=m
“+oo ]
_ quZm + Z szqn+m _ quZm + 2p2q2m+1 T ;

n=m+1

=p’q*™ +2pq*™" = pg®™(p +2q) = pg®™(1 + q).

3) W(Q) =N*. Pourn € N*, P(W =n) =P(V=n—-1) =pq?™ " (1+q) = (1-q)(1+q) (qz)“‘1 =(1-q?)(1-(1- qz))“".
Donc, W suit la loi géométrique de paramétre 1 — q2. Puisque q% €0, 1], on sait que E(W) = ]_1—qz puis

EV) —EW)—1—— -9

B S 1—-q2  1-—¢g%
4)P(U=0)N(V=1)=0et P(U=0) x P(V=1) =p? x (pzq2 + 2pq3) # 0. Donc, les variables U et V ne sont pas
indépendantes.

Exercice n° 107.

Notons A l'événement « au premier tirage, la boule provient de 1'urne Uy » (I’événement A est donc I’événement « au
premier tirage, la boule provient de I'urne U; »).

_ — 1
1) (A, A) est un systéme complet d’événements et P (A) =P (A) =5 # 0. D’aprés la formule des probabilités totales,

1

p]:P(B1):P(A)XPA(B1)+P(K)XPK(B]):—X§+] 4717

2777 3%

N

17
La probabilité p; que la premiére boule tirée soit blanche est 35

2) Soit n € N*. (Bn,ﬁ) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales,

P (Bn+1) =P (Bn) X PB“ (Bn+1) +P (E) X P?ﬂ (Bn+1)

= ><2+(1— )><4*—6 +4
“PnX3 Pn) X2 ="35Pn T2

3) La suite (pn),cy- est arithmético-géométrique.

La fonction affine x — —gx + 4 admet un point fixe et un seul :

x——£x+4(:)ﬂx—é—l(:) 20

3 357 7 4
. . 20 6 20 . .
On sait alors que pour tout entier naturel non nul n, pp41 — n = 35 - puis que pour tout entier naturel non
nul n,
L0 (N 20N e\ 17 20y 3 6\
LT T P17) " U3 35 41) 1435 35)

et donc
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L2036\
Pn= 27 7 1435 35 :

Pour tout entier naturel non nul n, pn, = 20 3 % ( 6 )n1
P =g s 7))

Exercice n° 108.

1) X(Q) =N = Y(Q). Soit i € N.

+oo +oo +oo
. . . 1 1 1
P(le):ZP((XZI)Q(Y:))):ZWZWZ)‘T
j=0 j=0 j=0
1
= i1
Soit j € N.
+oo “+oo .I ] “+oo ]
P(Y:J)ZZP((XZUQ(Y:J))ZZMZEZF
i=0 i=0 i=0
L R A L
ej!21_1 ST
2
, , 11 !
2) a) Soit Z=1+X. Z(Q)zN*.SmtneN*.P(Zzn)zP(in—])zz—nzz 1—5 )
Donc, Z suit une loi géométrique de paramétre p = 7 On sait que E(Z) = % =2et que V(Z) = —ZP =2
On en déduit que E(X) =E(Z—1)=E(Z)—1=Tet V(X)=V(Z-1)=V(Z) =2.
b) Y suit une loi de PO1ssoN de paramétre A =1. Donc, E(Y) =A=Tet V(Y)=A=1.
3) Soit (i,j) € N2.
. 1 1
PX=1) xP(Y=j) = — = = =P((X=1)nN(Y=j))

Donc le variables X et Y sont indépendantes.

4)

e2i+1il  2e
i=0 i=0

+o00o +o00o +o00 i
P(X:Y)=ZP((X=im(Y=i))=Z—] =iZ“/.2) _ Lo
i=0 '

1
2/e

Exercice n° 109.

Q) est I'ensemble des tirages successifs sans remise des n+2 boules ou encore I’ensemble des permutations des n+2 boules.
Le nombre de tirages successifs et sans remise des n + 2 boules est (n 4 2)! ou encore card (Q) = (n 4 2)!.

1) L’urne contient n + 2 boules. La premiére boule blanche peut apparaitre au premier, deuxiéme ou troisiéme tirage ou
encore X (Q) = [T, 3].

e X =1 est I’événement : « la premiére boule tirée est blanche ». On a n possibilités de tirer la premiére boule parmi les
n blanches puis pour chacune de ces n possibilités, on a (n + 1)! possibilités de tirer les n + 1 boules restantes. Donc

nx(n+1)j! n
p(X=1)= ==
(n+2)! n+2
e X = 3 est I’événement : « les deux premiéres boules tirées sont noires ». On a 2! = 2 possibilités de tirer les deux

premiéres boules puis pour chacune de ces deux possibilités, on a n! possibilités de tirer les n boules restantes. Donc,

2 xn! 2
PX=3) = o " )
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e Enfin

n 2 MmM+1)n+2)—mn+1)-2

PX=2) =1-pX=T)=p(X=3) =1— == — =5 772 m+1)m+2)

n
Mm+1)n+2)°

P 2
XQ) =130 et pX =11 = 55 P =2 = gy 4 PX =9 = ey

2) La premiére boule numérotée 1 peut sortir au premier, deuxiéme, ..., (n+ 1)-éme tirage ou encore Y (Q) = [1,n + 1].
Soit k € [2,n+1]. L’événement Y = k est I’événement « les k— 1 premiéres boules ne portent pas le numéro 1 et la k-éme

porte le numéro 1 ». Pour les k— 1 premiéres boules, onan(n—1)x...x (n—k+2) = ' tirages possibles puis

n!
m—k+1)
n!
m—k+1)!
premiéres boules. Pour chacun de ces tirages, on a (n+2—k)! tirages possibles des n+ 2 —k boules restantes. Finalement,

pour chacun des ces tirages on a 2 possibilités pour la k-éme boule et donc 2 x tirages possibles pour les k

n!
DY — k) = Tk x2x (n+2-k) _ 2n+2-K)

(m+2)! Mm+1)n+2)°

L’événement Y = 1 est ’événement « la premiére boule porte le numéro 1 ». Il y a 2 tirages possibles pour la premiére
boule puis pour chacun de ces deux tirages, il y a (n + 1)! tirages possibles des n 4 1 boules restantes. Donc

(Yi])izx(n—ﬂ)!i 2(n+1) _ 2Mm+2-1)
PU=U =" T e )n+2) m+)n+2)
Finalement

2(n+2—Xk)

YQ) =[,n+1]etVke [l,n+1], p(Y=k) =

Mm+1)(n+2)

Exercice n° 110.
1) a) Pour n € N, posons a, = P(X =n). Pour tout n € N, |a,| < by ot pour tout n € N; b, = 1. Done, Rx = Ry >

Ry, = 1.
On a montré que Rx > 1.

+oo +oo
Puisque R > 1,]—1,1[C Dgy. De plus, Z a, converge (Z an = Z PX=n)=1)et Z(—U“an converge absolument
n=0 n=0

(car Vn € N, [(=1)™an| = an) et donc converge. Finalement, [—1,1] C Dg,,.
+o00
Immeédiatement, Vt € Dg,, Gx(t) = Z t"P(X=n)=E (tx).
n=0
b) On sait que Gx est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence et en particulier Gx est de classe C* sur
] —1,1[. On sait de plus que

(k)
Gy (0
VkeN, P(X=k)=ax = Xk'().
AT (Ay)m
2) a) Pour tout n € N, a,, =P(X=n) = Fe_)\' Pour tout réel t, la série de terme général a,t™ = m e converge

et

Vt € R, Gx(t) = eMe * =M1,
En particulier, R = 400 puis Dg, =R.

b) Puisque X et Y sont indépendantes, on sait que tX et t¥ sont indépendantes. Pour tout réel t € [—1,1],
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Gx+v(t)=E (tX+Y) E (tXtY) =E (tx) E (tY) (car t* et t¥ sont indépendantes)
= Gx(t)Gy(t) = M (=D A2 (t=1) _ o (A1 +A2)(t—T)

+o0o

_ Ztn (A1 +7\2 o (MiHA2)

A +A)"
D’aprés la question 1)b), Vn € N, P(X+Y =n) =a, = Me*“‘ +A2) X 4Y suit une loi de POISSON de paramétre

n!
A+ As.
Exercice n°111.

1) e V(k,n) € N2, P(X =k) N (Y =n)) > 0.

e Soit n € N.
+oo n n 1 n 1 n n n
S pix=wav=wi=3 (})(3) po-p=(5) p0-p 3 () =p0-pr < oo
k=0 k=0 k=0
puis
+oo [ee]

N
_ :L: .
( P((X=%k)N ) Zp1 ) 1<+

0 \k

Il
)

n

Dong, la famille (P((X =k) N (Y = 1)) (k,n)en2 est sommable et Z P(X=k)N(Y=n))=1.
(k,n)eN2

On a donc bien défini une loi de probabilité.

2) a) Soit n € N.

too n n
PY=n)= 3 P(X=K)(Y= nn—Z@) G) p(1—p)™ = p(1 —p)™
k=0

b) Posons Z=14Y. Z(Q) = N*. Pour n € N*,

PI+Y=n)=P(Y=n—1)=p(1—p)" .
Donc, 1+ Y suit une loi géométrique de parametre p.

¢) On sait alors que E(Y)=E(Z—1)=E(Z)—1= 1 —1= ];p

P P
3) X(Q) = N. Soit k € N.

+o0 to 0 " T—p FE (m T-p o
PX=K =) P(X=Kn(Y=n)=) <k) (5) pl—p)" =7 (T) <k> <T>

n=0 n=k n=k

1—p\* 1 1— 1
p< > > ( ‘I_p>k+1 (Car0<T<§<1)

]_2

() (%) =)
P2 T+p T1rp\Udp)

1) lére solution. Soit k € [0,n]. Soit B une partie fixée a k éléments. Le nombre de couples (A, B) tels que A C B est
encore le nombre de parties A telles que A C B. Le nombre de ces parties A est

Exercice n° 112.

card (P (B)) = 2.
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Ensuite, il y a (2) parties a k éléments et donc (2) 2% couples (A, B) tels que card(B) = k et A C B. En faisant varier

k, on obtient

a=Y (E)2k=(2+1)“=3“.

k=0

2éme solution. Notons F I’ensemble des couples (A, B) tels que A C B.

Pour (A,B) € F, définissons @ap) : E — {0,1,2} . @(A,B) est une application de E dans {0, 1,2}.
Osixe A
X 1sixe B\A
2six ¢ B
Soit alors ¢ : F — {0,1,2}F . ¢ est bien str une bijection. Démontrons-le.

(A,B) —  @a,p)
- @ est une application de F vers {0, 1, 2}F.
- Soit ((A,B), (A, B’)) € F? tel que @(aA.B) = @A’ B/
Soit x e E.x€A S @ap)(Xx) =05 @ar)(x) =0&x€ A’ Donc, A =A".
Soit x e E.x € B\A & @a)(x) =15 @ap)(x)=1&xe€B'\A". Donc, B\ A =B"\ A’ puis B=B’
car AC B, A’ C B’ et A =A’. Finalement, (A,B) = (A’,B’).
On a montré que @ est injective.

- Soit f €{0,1,2}F. Soient A l’ensemble des x de E tels que f(x) = 0 puis B la réunion de A et de I'ensemble des x
de E tels que f(x) = 1. Alors A C B puis @((A,B)) = f. On a montré que @ est surjective et finalement que ¢
est bijective.

Puisque @ est une bijection, card(F) = card ({O, 1,2}E) =3m

2) Soit G = {(A, B) e (Z(E))?/ANB = @}. Soit VP : G — F . @ est bien une bijection de réciproque
(A,B) — (AJAUB)
P! F — G . Donc, F et G sont équipotents puis
(A,B) = (A,B\A)
b=a=3".

3) Pour chaque couple (A,B) tels que ANB = &, il y a exactement un triplet (A,B,C) € (P(E))3 tels que A, B et C
soient deux & deux disjoints et vérifient AUBUC = E a savoir le triplet (A, B, Cg(A U B)). Réciproquement, chaque triplet
(A,B,C) € (P(E))3 tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et vérifient A UB U C = E fournit un et un seul couple
(A,B) € (P(E))? tel que ANB = @. Donc,

c=b=a=3"
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