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I - Produit scalaire

1) Définition d’un produit scalaire

DEFINITION 1. Soit E un R-espace vectoriel. Soit ¢ une application de E x E dans R.

@ est un produit scalaire sur E si et seulement si @ est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur E
S <
c’est-a-dire

Bilinéarité : V (x1,%x2,y) € E3, V(A1,A2) € R2, @ (A\1x1 + A2x2,Yy) = A1@ (x1,Y) + A29 (x2,y) (linéarité par
rapport a la lére variable) et

Y (x,Y1,Y2) € B3, V(A1,A2) € RZ, @ (x,A\1y1 +A2y2) = A1 (x,y1) + A2 (x,y2) (linéarité par rapport a la
2¢éme variable).

Symétrie : V(x,y) € E2, @(x,y) = @(y,x).

Positivité : Vx € E, @(x,x) > 0.

Définition : Vx € E, @(x,x) =0=x=0.

Notation. Si ¢ est un produit scalaire sur E, @(x,y) peut se noter x.y. C’est cette notation qui est adoptée quand on
fait de la géométrie en dimension 2 ou 3 avec le produit scalaire usuel. Quand E est un espace de suites, de polynoémes, de
fonctions ..., la notation avec un point devient trop ambigiie (w.v, P.Q, f.g). On préférera alors la notation (xly) ou (x,y).
La notation <, > peut s’avérer pénible si on est amené a écrire des inégalités : Vx € E\ {0}, < x,x >> 0.

Commentaire 1. Dans la pratique, pour vérifier que @ est un produit scalaire, on commence par vérifier la symétrie puis
on vérifie la linéarité par rapport a la premiére variable. La linéarité par rapport a la deuxiéme variable s’en déduit par
symétrie

@ (% Mixy1 +A2y2) = @ (Axyr + 2292, x) = A1 ¢ (Y1,%) + 20 (Y2, X) = A1 (%, y1) + A2 (x,42) .
Commentaire 2. La positivité et la définition peuvent se traiter ensemble :

@ est définie, positive & Vx € E\ {0}, @(x,x) > 0.

P(t)Q(t)
1 V1—1t2

1
Exercice 1. Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € E?, on pose (P|Q) :J dt.

Montrer que (| ) est un produit scalaire sur E.

P(t t P(t t
% est continue sur ] — 1, 1[. De plus, la fonction t — (])#3_()

-+

Solution 1. e Soit (P,Q) € E?. La fonction t
est continue en —1) et en particulier bornée au voisinage de 1 (resp.

PUQ(
PIQW) _POQW T PIQM) _ PQM) 1

1
= X = O _— SD. =
V1—1t2 VIHt VI —t =1, t<] (\/1 —t) (resp V1 —12 VIi—t VT4t =11

est continue en 1 (resp. la fonction t —

—1). Par suite,

0] <\/]]?) ). On en déduit que la fonction t — % est intégrable sur | — 1, 1[ et donc que (P|Q) existe dans R.
1 1

e Soit (P,Q) € E2. (Q|P) =J %PE;) dt =J w dt = (P|Q). Dong, (| ) est une forme symétrique.
| — ] —

e Soient (P1,P2,Q) € E3 et (A1,A2) € R2.

(AP ( A2P t
(MPy + AaPQ) J 1P ( +] 2t2( )) Q(t) dt
P1(£)Q J‘ P2(H)Q(1) o .
=M\ S —— dt +A ———- dt (par linéarité de l'intégrale
J m— e grale]

= A1 (P11Q) + A2 (P2[Q).

Done, (| ) est une forme linéaire par rapport a sa premiére variable puis bilinéaire par symétrie.

P2(t)

1
e Soit P € E. (PIP) = J dt > 0 par positivité de I'intégrale. Donc, ( | ) est une forme positive.
-1

e Soit P € E.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 2 http ://www.maths-france.fr



1 2
P (t
AN U T
1 V1 —=t2
P2(t) . : L
= Vtel —-1,1] = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

V1—t2
=Vtel —1,1[ P(t)=0
= P =0 (polynéme ayant une infinité de racines).

Donc, (| ) est une forme définie.

En résumé, (| ) est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur E et donc (| ) est un produit scalaire sur E.

Commentaire. Dans 'exercice précédent, on peut traiter la positivité et la définition ensembles mais il faut étre méti-
P2(t
culeux : soit P € E\ {0}. P admet donc un nombre fini de racines. Puisque ] — 1, 1[ est infini, la fonction t — # est

V1—t2

continue, positive et non nulle sur ] — 1, 1[. On en déduit que
1 2
P-(t
e = [
1 V1—t2

DEFINITION 2. Un espace préhilbertien réel est un couple (E, @) ou E est un R-espace vectoriel et @ un produit
scalaire sur E.
Si de plus, E est un R-espace vectoriel de dimension finie, (E, @) est un espace euclidien.

dt > 0.

Commentaire. Si @ et 1 sont deux produits scalaires différents sur un méme espace E, les espaces préhilbertiens (E, @)
et (E, ) sont différents ou encore, quand on change de produit scalaire, on change d’espace préhilbertiens.

2) Espaces préhilbertiens de référence
e Soit E = R". Le produit scalaire canonique sur E est défini par

v((xhn-)xn))(yh“wyn)) S (Rn)zv (Xh-'-)xn)uyh“-ayn) :inyi-
i=1

e Soit E = .#n,1(R). Le produit scalaire canonique sur E est défini par

n
Pour tout X = (xi);¢i<p, et tout Y = (Yi);cicp de A1 (R), X[Y =X x Y = inyi.

i=1

e Soit E = . (R). Le produit scalaire canonique sur E est défini par

Pour tout A = (ai,5);<; j<p, €t tout B = (bi;j); i, de #n(R), AIB =Tr (*A x B) = > aisbig

1<i,jsn
e Soit E = C%([a,b],R). Un produit scalaire sur E est défini par
b
(f,9) € B2, flg = | flx)glx) d.
a
+oo
e Posons (?(R) = {(un)neN e RN/ Z uTZ1 < +oo}. ¢2(R) est I’ensemble des suites réelles de carré sommable.
n=0

Vérifions tout d’abord que ¢?(R) est un sous-espace vectoriel de (RN, +, )
- La suite nulle est dans ¢%(R).

- Soit (1,v) € (2(R))? et soit (A, 1) € R2. Puisque (ful — [v])?

(uz +v2). On en déduit que

N —

>0, o0na|uv <

0 < (Au+ uv)2 = Au? 4+ 2Apuv + p?v?
A u? + 2 |lwv] 4+ p2v?

<
SN+ Al (W +v?) 4+ 12 = (W Allul) w? + (Ml + p?) v2
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La série de terme général (A2 + [Alluf) uZ + (Allnl + p?) v3, n € N, est convergente et donc la série de terme général
(Aun + uvn)z, n € N, est convergente ou encore Au 4 pv € (?(R).

On a montré que £2(R) est un sous-espace vectoriel de (RN, +, ) Pour (u,v) € (KZ(R))Z, on pose alors

+oo
uly = E UnVn.
n=0

Vérifions que (| ) est un produit scalaire sur £%(R).

2 1 . - .
- Pour (u,v) € (EZ(R)) L wv) < 5 (uz + vz). Ceci montre que la série de terme général u, vy, est absolument convergente

et donc convergente. On en déduit que ulv existe dans R.
- La symétrie et la bilinéarité de (| ) sont claires.
- Soit 1 € {2(R) \ {0}. Alors, tous les uZ sont positifs ou nuls et I'un des u2 est strictement positif. On en déduit que

+oo
uu = Z uZ > 0.
n=0

Finalement, (| ) est un produit scalaire sur ¢?(R) ou encore (KZ(R), (] )) est un espace préhilbertien réel.

e Soit I un intervalle de R. Posons L2(I,R) = {f e CO(L,R)/ J 2(x) dx < +oo}. [2(R) est l'ensemble des fonctions
I

réelles, continues sur I et de carré intégrable sur 1.

Vérifions tout d’abord que L2(I,R) est un sous-espace vectoriel de (CO(I,R), +, ) Déja, L2(I, R) C C°(I,R). Ensuite,

- la fonction nulle est dans L2(I,R).
- Soit (f,g) € (L2(,R))” et soit (A, p) € R2,

0 < (M + pg)® = A2 + 2Apfg + pg?
A2 4 2N ullfgl + u?g?
A 12+ Nul (72 + %) + 1P g? = (A + N[ul) £ + (Allul +1?) g*.

NN

La fonction (7\2 + |7\||u|) 2+ (|7\||u| + uz) g? est intégrable sur I et donc la fonction (Af + pg)2 est intégrable sur I
ou encore Af + pug € L2(I, R).

On a montré que L2(I,R) est un sous-espace vectoriel de (CO(I,R), +, ) Pour (f,g) € (LE(I,R))Z, on pose alors
flg = | fix)g0x) ax.
I
Vérifions que (| ) est un produit scalaire sur L2 (I, R).
1
- Pour (f,g) € (Lg(I,R))Z, [fg] < 7 (1:2 + 92). Ceci montre que la fonction fg est intégrable sur I. On en déduit
que f|g existe dans R.

- La symétrie et la bilinéarité de (| ) sont claires.
- Soit f € L2(I,R) \ {0}. Alors, la fonction f? est continue, positive et non nulle sur I. On en déduit que

fIf = J 2(x) dx > 0.
1

Finalement, (| ) est un produit scalaire sur L2(I,R) ou encore (LE(I,R), (] )) est un espace préhilbertien réel.
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3) Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

Théoréme 1. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Alors

Y(x,y) € B2, [(xly)l < v (xx) v/ (yhy).

De plus, |(x[y)] = +/(xIx)1/(yly) si et seulement si la famille (x,y) est lice (cas d’égalité de I'inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ).

Démonstration. Soit (x,y) € E2. Si x = 0, 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ est vérifiée et de plus, il s’agit d’un cas

d’égalité.

Supposons maintenant x # 0. Pour tout A € R, on pose P(A) = (Ax — y|Ax —y). Pour tout A € R, P(A) = 0 et d’autre part
P(A) = (x)A? = 2(xly)A + (yly).

Puisque le coefficient (x|x) de AZ n’est pas nul, P est un trinéme du second degré de signe constant sur R. Son discriminant
réduit est donc négatif ou nul. On en déduit que

0=>A" =(x |1J) — (xIx)(yly),
puis que (xly)? < (xIx)(yly) puis que /(x[y)? < /(xX)(yly) et finalement que |(xjy)| < /(xx)\/(yly) (%) De plus,

(%) est une égalité & (x =0) ou (x A0 et A’ =0)

&S (x=0)ou(x#0etINg € R/ P(Ao) =0)

S (x=0)ou(x#0et g € R/ (Aox —ylAox —y) =0)
S (x=0)ou(x#£0et Iy € R/ y =2Aox)

& (x

,y) est liée.

4) Norme hilbertienne
4-a) Définition

Théoréme 2. (Inégalité de MINKOWSKI)

Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Pour tout (x,y) € E?,

Vx+ylx+y) < Vixx) + Vyly),

avec égalité si et seulement si x =0 ou (x #0et IN € RT/ y = Ax).

Démonstration. Soit (x,y) € E2.

(x +yYl(x +y) = (xIx) + 2(xly) + (yly)
< (xIx) + 2/(xly)I + (yly)

2
< (xx) + 2/ (xIx) v/ (yly) + (yly) = ( (xIx) + yly) (*),

et donc /(x +y)l(x +y) < /(xIx) + /(yly). De plus, on a I'égalité si et seulement si chaque inégalité écrite est une
égalité. La deuxiéme inégalité est une égalité si et seulement si (x = 0) ou (x # 0 et IA € R/ y = Ax) (cas d’égalité de
l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). La premiére inégalité est une égalité si et seulement si (x|y) = |(xJy)| ou encore si et
seulement si (x|y) > 0. Donc,

(%) est une égalité & (x =0) ou (x #0et A € R/ y =Axet (xly) = 0)
S (x=0ou(x#0et AR/ y=2Axet A(x[x) >0)
S x=0ou(x#£0et AR/ y=Axet A >0 (car (x[x) > 0))
S (x=0)ou(x#0et AR/ y =Ax).
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Théoréme 3. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. L’application x — +/(x|x) est une norme sur E.

Démonstration. e Par définition d’un produit scalaire, Vx € E, (x|x) > 0. Donc, x — +/(x|x) est bien une application de
E dans R.

eVx e E, \/(xIx) > 0.

ePourxeE, /(xIx) =0= (x]x) =0=x=0.

e Pour x € E et A € R, /(AXAx) = VAZ/(xIx) = IAl/(x]X).

e [’inégalité triangulaire est I'inégalité de MINKOWSKI.

On a montré que 'application x — 1/(x|x) est une norme sur E.

DEFINITION 3. Pour x € E, on pose ||x|| = 1/ (x|x). || || est la norme hilbertienne sur E ou encore || || est la norme
associée au produit scalaire ( | ).

Commentaire. L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ s’¢écrit dorénavant : V(x,y) € E2, |(x[y)| < [|x]|/|ly]|. En particulier,

(xly)
vx #0, Yy #0, -1 < ———— < 1.
’ ’ XNyl

On décide alors de poser

Vx £ 0, Vy £ 0, cos(x,y) = L

IR
4-b) Carré scalaire

Le produit scalaire d’un vecteur x par lui-méme est encore appelé le carré scalaire de x. On le note x2. On a donc

vx € E, x* = (x|x) = ||x]|%.

La bilinéarité du produit scalaire fournit immeédiatement les identités remarquables suivantes :

Théoréme 4. Pour tout (x,y) € E2,

o [x+yll* = (x+y)* =x*+2(xly) +y* = [Ix[|* + 2(xly) + [Jy[|*.
o [x—ylI* = (x +y)* =x* = 2(xly) +y* = [Ix[|* = 2(xly) + [Jy[|*.
o (x+y)llx—y) =x* —y? = |[x|* — [ly*

4-¢) Théoréme de PYTHAGORE

Le théoréme 4 fournit immeédiatement

Théoréme 5. (Théoréme de PYTHAGORE)

Vixy) € B2 x+yll” = IxI” + [lyll* & (xly) =o.

Commentaire. On peut noter que dorénavant, le théoréme de PYTHAGORE est directement une équivalence contrairement
A ce qui se passe au collége puis au lycée o on parle de théoréme de PYTHAGORE et de réciproque du théoréme de
PYTHAGORE. W]

Si on cherche & généraliser & plus de deux vecteurs le théoréme précédent, on n’a plus une équivalence :

Théoréme 6. Soient x1, ..., xn (1 > 2) n vecteurs de E.
Si pour tout (i,j) € [1,n]? tel que i #j, on a (xilxj) =0, alors ||x1 +... +XnH2 = [|x1 ||2 +.F ||Xn”2.

Démonstration. Soit (x7,...,xn) € E™ tel que pour tout (i,j) € [1,n]? tel que i # j, on a (xilx;) = 0. Alors, par
bilinéarité du produit scalaire,

I+l =0+ )= Y (xaly)
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4-d) Identité du parallélogramme

En additionnant les deux premiéres égalités du théoréme 4, on obtient

Théoréme 7. (Identité du parallélogramme)

V(x,y) € B e+ yll? + =yl =2 (Ix? + [[ull?) -

Commentaire. L’¢galité ci-dessus doit étre comprise sous la forme ||x +y|| + |[x —y||? = [Ix|IZ + lyll® + [IXII* + [lyl|*
Cette identité signifie que la somme des carrés des cotés d'un parallélogramme est égale a la somme des carrés des
diagonales de ce parallélogramme.

4-e) Identités de polarisation

La norme hilbertienne est exprimée en fonction du produit scalaire ( | ) :

Vx € B, [|x]| =/ (x]x).

On fait maintenant le contraire & savoir on exprime le produit scalaire en fonction de la norme. A partir du théoréme 4,
on obtient

Théoréme 8. (Identités de polarisation)
e Vx € E, x? = (x|x) = [|x||*.

1 1 1
o VoY) € B2, (xly) = 5 (Ix+yll* = x> = lyll*) = 5 (I + [yl = Ix —yll*) =

(Ix+yll> =[x —yll?).

|

Commentaire. Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls est

(xly) = [Ix[[[lyll cos(x, y).

Sa valeur est définie a partir de longueurs et d’angles. Le théoréme précédent montre qu’un produit scalaire peut s’exprimer
a partir de longueurs uniquement.

IT -Orthogonalité

1) Vecteurs orthogonauz

a

DEFINITION 4. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Soient x et y deux éléments de E.
x et y sont orthogonaux si et seulement si (x|y) = 0.

2) Orthogonal d’une partie de E

DEFINITION 5. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Soit A une partie non vide de E.
L’orthogonal de A, noté AL, est I’ensemble des éléments de E qui sont orthogonaux a tous les éléments de A :

At={xecE/WeA, (xly)=0}.

Convention. @+ = E.

Notation. Si x est un élément de E, {x}* se note plus simplement x*.
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Théoréme 9. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel.
Pour toute partie A de E, AL est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Si A = @, alors conventionnellement A+ = E. Dans ce cas, A est un sous-espace vectoriel de E.
Supposons maintenant A # &.
e Pour tout y de A, (Oly) =0 et donc 0 € A+,

e Soient (x7,x2) € (AL)Z et (A1,A2) € R%. Alors, pour tout y de A,
(Ax1 +A2x2) [y = A1 (x1ly) + Az (x2ly) =0+ 0=0,

et donc A1xq +Axxo € AL,
Ceci montre que A+ est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréme 10. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. 0+ = E et E+ = 0.

Démonstration.

e Tout vecteur est orthogonal & 0 et donc 0+ = E.

e Soit x € EL. x est orthogonal & tout vecteur de E et est en particulier orthogonal & lui-méme. Par suite, (x|x) = 0 puis
x = 0. Ainsi, E* C {0} puis E+ = {0} car E* est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréme 11. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel.
1) V(A,B) € (Z(E))*, (ACB= Bt cAb).
2) VA € Z(E), AL = (Vect(A))".

Démonstration. e Soient A et B deux parties de E telles que A C B. Si A = &, alors A+ = E puis B+ ¢ AL,
Si A # @, alors B # @. Soit x € E.

xEBL=VyeB, (xy) =0=>Vy €A, (xly) =0=xe AL,
Ceci montre que B+ ¢ AL,

e Soit A une partie de E. Si A = @, alors Vect(A) = {0} puis AL = E = (Vect(A))*. Supposons maintenant A # &.
Puisque A C Vect(A), on a (Vect(A))+ c AL,

Inversement, un élément de l'orthogonal de A est encore orthogonal & toute combinaison linéaire d’éléments de A par
bilinéarité du produit scalaire et donc est dans 1’orthogonal de Vect(A). Ceci montre que A+ C (Vect(A))* et finalement
que (Vect(A))+ = AL,

Commentaire. Le résultat précédent est trés utilisé dans la pratique : pour qu’'un vecteur soit orthogonal & un sous-espace
vectoriel F, il faut et il suffit que ce vecteur soit orthogonal a une famille génératrice de F. Un cas particulier de ce résultat
est utilisé en géométrie en dimension 3 au lycée : une droite affine D est perpendiculaire & un plan affine P si et seulement
si D est orthogonale & deux droites sécantes du plan P. l:l

Théoréme 12. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel.
1) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, F C (FJ- .
2) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, FNF+ = {0}.

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E.

e Un vecteur de F est orthogonal & tout vecteur orthogonal & F et donc est dans (FJ-)J'. Ceci montre que F C (FJ-)J'.

e Soit x € FNF*. Alors (x|x) = 0 puis x = 0. Ceci montre que FN F+ < {0} puis que FNFL = {0} car FN F* est un
sous-espace vectoriel de E.

. P L . L. L. 1
Commentaire. Le théoréme précédent peut surprendre. On a toujours F C (FL) mais on ne précise pas que F = (FL) .
De méme, on a toujours FNF- = {0} mais on ne précise pas que E = F@® F-. Il est vrai que ces égalités sont exactes quand

E est de dimension finie mais on va voir avec ['exemple qui suit qu’il est possible d’avoir F % (FJ-)J' et F+Ft g E quand
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E est de dimension infinie. Une représentation mentale d’une situation en dimension infinie par un dessin en dimension 3

peut donc étre une représentation fausse. a
1

Exemple. Soit E = C°([0, 1], R). Pour (f,g) € E?, on pose (f|g) = J f(x)g(x) dx (on sait que (| ) est un produit scalaire

0
sur E).
1/2

Soit H = gEE/J

g(x) dx = O}. H est un sous-espace vectoriel de E (car H est le noyau de la forme linéaire
0

1/2
g J g(x) dx) et H # E car la fonction constante f : x — 1 est un élément de E qui n’est pas dans H. On va montrer
0
que Ht+ = {0} ce qui aura pour conséquence le fait que (HJ-)J' {0 =E#Het H+H- =H+{0} =H#E.
1
Soit f € Ht. Supposons par I'absurde qu’il existe xo € ]2,1 [ tel que f(xo) # 0. Quite & remplacer f par —f, on peut

supposer que f (xp) > 0. Par continuité de f en xo, il existe o« > 0 tel que [xo — o, xo + ] C } i 1 { et Vx € [xp — &, xo + &,

f(x) > 0. Soit alors g la fonction continue sur [0, 1], nulle sur [0, xo — aJU[xo + &, 1], affine sur [xo — &, xo] et sur [xo, X0 + o
et prenant la méme valeur que f en xg.

M=t

1 1 X0+

g est nulle sur [O, ﬂ et en particulier, g € H. On en déduit que J f(x)g(x) dx = 0 puis que J f(x)g(x) dx = 0.
0 X0 — &

Mais la fonction fg est continue, positive et non nulle sur [xo — ¢, xo + ] (car f(xo)g(x0) = (f(xo))z > 0) et donc

X0+ 1
J f(x)g(x) dx > 0. Ceci est une contradiction et donc f/]l 1= 0 puis f/[l 1= 0 par continuité de f en 5 et en 1.
2 2

Xo—&X

1/2 1
Soit alors g = f—ZJ f(x) dx a une intégrale nulle sur { } et donc est dans H. Puisque f € H', on aJ f(x)g(x) dx =0
0 0
1/2 1/2
puis J f(x)g(x) dx = 0 car f est nulle sur {—, ] et donc J ZJ f(x) dx | dt =0 puis
0 0

J]/Zf( a ]szfz( a
x)dx | == x) dx.
0 2Jo

1/2 1/2
J 12 dx J f2(x) dx |. On est en présence d’un cas

1/2
Cette derniére égalité s’écrit encore <J 1 x f(x) dx) = <
0 0

0

1
d’égalité de 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. On en déduit que la famille (1, ) est liée puis que f est constante sur [0, z}

et donc nulle sur {O, H puisque f (%) =0.

Finalement, si f € H+ alors f = 0 et donc H+ = {0}. a

Théoréme 13. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel.

1) Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de E, F- NG+ = (F+ G)J‘.
2) Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de E, FX + G+ c (FNG)* .
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Démonstration. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

eFCF+Get GCF+G.Donc (F+G)- c Fhet (F+G)t c Gt puis (F+ G)- € F- N GL. Inversement, un élément x
de F£ NG+ est orthogonal & tout élément de F et de G et donc & toute somme d’un élément de F et d'un élément de G,
par bilinéarité du produit scalaire. Ceci montre que F- N G+ C (F+ G)* et finalement que (F + G)l =F- NG+

eFNG CFet FNG C G. Donc, F- € (FNG)* et G+ C (FNG)* puis FrUGT € (FNG)* puis Vect (FJ- U GJ-) c (FNG)*
(car (FN G)* est un sous-espace vectoriel de E) et finalement F- + G+ C (FN G)*.

3) Familles orthogonales, familles orthonormales
3-a) Définitions

DEFINITION 6. Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Soit I un ensemble non vide d’indices. Soit (e;);.; une famille
de vecteurs de E indexée par I.

e La famille (e;);.; est orthogonale si et seulement si V(i,j) € 12,i#j= (eilej) =0.
Tsii=j

0sii#]j

Exemple. On munit R™ du produit scalaire usuel : pour x = (Xi)lgign eRYety = (Ui)1<i<n € R™, on pose

(xly) = Z X{Yi.
i=1

Pour ce produit scalaire, la base canonique (e{);;<,, est orthonormée car pour (i,j) € [,n]?,

e La famille (e;);.; est orthonormale si et seulement si V(i,j) € 12, (eilej) = { = 33 5.

n
(eile) = Z Ok, i0%,; = Oij-
k=1

C’est pour cette raison que le produit scalaire usuel sur R™ s’appelle aussi le produit scalaire canonique sur R™. [

3-b) Propriétés

Théoréme 14. Soit (E,(|)) un espace préhilbertien réel.

e Une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre.
e Une famille orthonormale est libre.

Démonstration. Il suffit de prouver le résultat pour une famille finie.

e Soit (ei)lgign une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls. Soit ()\i)1<i<n € R™.

n n
D> Ne=0=vie[l,n], [eld A | =0
j=1 j=1

=WVie [[],Tlﬂ, Z?\J (ei\ej) =0
=1

=WVie [[],Tlﬂ, AL (ei\ei) =0

= Vie [1,n], Ay =0 (car e; #0).

On a montré que la famille (ei)1<i<n est libre.

e Soit (eq), <ign Une famille orthonormale. (ei), <ign €St en particulier une famille orthogonale de vecteurs tous nuls et
donc (ey), <ign ©st une famille libre.

3-¢) Orthonormalisation de SCHMIDT

En maths sup, on décrit le procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT dans le cas d’une famille finie. On généralise
maintenant le procédé a une famille infinie (dénombrable).
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Théoréme 15. Soit (E, ( |)) un espace préhilbertien réel. Soit (un), oy une famille libre.
Il existe une famille orthonormale (en), <y et une seule telle que

e Vn € N, Vect (ek)ogkgn = Vect (uk)ogkgn :
evVn e N, (equ,) > 0.

Démonstration.

On montre I'unicité de la famille (e ), .y par récurrence sur n.

1

o Il existe nécessairement A € R tel que ep = Aup. [leo]| =1 impose |A| |[up|| =1 et donc nécessairement A = £——
[uoll”
) . (eoluo) o . .
Enfin, (eplup) = A (uoluo) et donc nécessairement A = (uolio) > 0. Ainsi, nécessairement ey = Wuo ce qui
Up|[Uo Uo

montre 'unicité de ug.
e Soit n € N. Supposons avoir démontré 1'unicité de e, ..., en.
Nécessairement, e, 1 € Vect (Woy ..., Un,Un+1) = Vect (€g,...,en,Un 1) et donc, il existe des réels A, wo, ..., Un
tels que en 1 = Auny1 + Z trex. Soit k € [0,n]. Nécessairement

k=0

n
0= (entilex) = A (wni1lex) + Z e (erlex) = A (wnprlex) + p
1=0
n
et donc nécessairement e, 1 =Aej_ ; olt e/, ; = Uny1 — Z (Un1lex) ex. Ensuite, |[en41|| =1 impose
k=0
ent1 =+ e/ .- Enfin,
lenl
n
0<(ent1yUnt1) = | ent1y er/w] + Z (Uns1lex) ek> = (€n+1 y er/wl) =Alent1,ent1) =A
k=0
. ] /
impose e 41 = e\ 1
lenal

L’unicité de la famille (en), oy est démontrée par récurrence.

On montre I'existence de la famille (e, ), .y par récurrence sur n

e La famille (un), oy est libre donc up # 0. On peut poser eg = ———1uo. La famille (eo) est orthonormale. Le vecteur

eo est un vecteur non nul de la droite Vect (1) et donc Vect (e ) Vect (up). Enfin,
1
e (U.Q‘U.Q) = ||LLOH > 0.
o
e Soit n > 0. Supposons qu’il existe une famille orthonormale (ek)ogkgn telle que Vk € [0, n],
Vect (ei)gcici = Vect (Ui)ocicy et Vk € [0,n], (exhu) > 0.

(uoleo) = T

n

Soit €] ;1 = Unt1 — Z (Un1lex) ex. Puisque w1 & Vect (uk)ogn = Vect (ek)ogw le vecteur e/, ; n’est pas nul.
k=0
1
On peut donc poser e, 41 = e, . de sorte que e, 1 est unitaire. Pour 0 <k < n,
lesial
-I n
(en+ilex) = 7 | (wn+1lex) Z un1led) (exler)
erial 1=0
] n
- (Uny1lex) Z Un+1ler) dx,1 | (par hypothése de récurrence)
Hen+1 H 1=0
1
((wn+1lex) — (untrlex)) = 0.
lefall

Donc, la famille (ek)0§k§n+1 est orthonormale.
Par hypothése de récurrence, Vect (eg,...,en,ent1) = Vect (eo, ceey€n, e{lH) = Vect (uo, ceeyUn, e{lH) et donc

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 11 http ://www.maths-france.fr



n

Vect (€g,y...,€nyeni1) = Vect | Woy.voyUn,Uni1 — Z (Uni1lex) ex | = Vect (woy ...y UnyUnat).
k=0
€Vect(Ugy...yln)
Enfin,
n
(ent1luntt) = <en+1ea+] + Z (Unp1lex) ek> = (ens1le 1) = (ensil|len i1l ens1) =|ler ]| > 0.
k=0

L’existence de la famille (en), oy est démontrée par récurrence.

DEFINITION 7. La famille (e, ),y s’appelle 'orthonormalisée de la famille libre (un), -

Le procédé permettant d’obtenir les vecteurs e,,, n € N, de proche en proche est le procédé d’orthonormalisation
de SCHMIDT.

Le procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT est :

1

€0 = T Uo;
[[uoll

1 . n
e, jouel | =Unq— Z (Uny1lex) ex.

eVneN e 1= || /
Cnt1 || k=0

Commentaire. On rappelle que le procédé d’orthonormalisation de SCHMIDT permet d’établir en maths sup ’existence
de bases orthonormées quand E est de dimension finie non nulle. Il suffit pour cela d’orthonormaliser une base de E. [

1
Exercice 2. Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € E?, on pose (P|Q) =J P(t)Q(t) dt.
0

Déterminer I'orthonormalisée de la famille (1 , X, XZ).

Solution 2. On pose Pg =1, Py = X et P, = X? et on note (Eo, Eq, E2) Porthonormalisée de la famille libre (Po, Py, P2).

1
1
o ||Po? = Jo 1dt=1et donc Eg = TPol
1

1 1
° (P]‘Eo) :J tdt= z puis P; — (P1|Ep) Eo = X — z Ensuite

Po=1.

0
! 1\* ! 1 11 1 1
Pi—(PlE)EolP = | (t—==) dt=]| (2—t+-)dt=z—-4+-=—
[Pr = (Pr[Fo) ol J0< 2>d Jo< +4)d 3727171
1 1
tdonc B = —— [ X—= ) =v3(2X =1).
et donc k1 ]/2\/5< 2> ( )
1 1
o(Pz\Eo):J tzdt:let (P2|E1):\/§J (23 —t?)dt = V3 2.1 :ﬁpuis
0 3 0 4 3 6
Pz—(Pz\Eo)Eo—(PﬂEl)E]=X2—%—§X\/§(2X—1):XZ—X+]€.
Ensuite
1 42t 1
2 2 4 3
- - = — — f —2 - = R
[P2 — (P2[Eo) Eo — (P2Eq) Eq| o(t t+6) dt L (t t> + 3 3+36)dt
_1_g+é_l_l+l_36—90+80—30+5_L
"5 479 63 180 180
1 1
et donc B = —— x2—x+—)_\/§ 6X2 —6X +1).
e 1/6\/5( 6 ( )
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III - Le théoréme de la projection orthogonale

1) Le théoréme de la projection orthogonale

On a vu (page 9) qu'’il est possible, pour un sous-espace donné F de E, que F* ne soit pas un supplémentaire de F. On va
voir que si de plus F est de dimension finie, F et F- sont supplémentaires et donc la projection orthogonale sur F est bien

définie.

Théoréme 16. (Le théoréme de la projection orthogonale)

Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n. Alors,

eE=F@®FL.
eSin>1Tet (ei)1<i<n est une base orthonormée de F alors

mn
Vx € E, pr(x Z (xlex) e

k=1
ot pr(x) est le projeté orthogonal de x sur F.
Démonstration. Soient x € Eety € F.
x—yeF & x—ye (Vect (e1,...,en))" & x—y € ler,..nren)”
& vk e [1,n], x—y\ek)—O(:)Vke [1,n], y\ek (xlex)
n
Sy = Z (x|ex) ex (car (ek)lgkgn est une base orthonormée de F).
k=T
n
On a montré que Vx € E, 3y € F/ x —y € F+ et donc E = F@ F' et on a montré au passage que pr(x Z (xlex) e

k=1

Théoréme 17. (Distance a un sous-espace de dimension finie)

Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit x € E.

Yy eF |[x—yl| =[x — pr(x)| avec égalité si et seulement siy = pr(x).

Démonstration. Soient x € E et y € F. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE

2

Ix—yl? =[x =pr0) | + | prx) =y ||| = IIx—pe0)* + [[pr(x) —y|?
€FL €F

> x—pr(¥)|

avec égalité si et seulement si y = pr(x).

X —Pr(x)
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Le travail précédent montre que pour x € E donné

Inf{llx —yll, y € F} = Min{|[x —yl, y € F} = [[x —pr(x]||.

Donc,

DEFINITION 8. Soient (E,(|)) un espace préhilbertien puis F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit
x € E.

La distance de x a F est

d(x,F) = Inf{|[x —y||, y € F} =Min{|[x —yl|, y € F} =[x —pr(x)] .

1

Exercice 3. Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € E2, on pose (P|Q) :J P(t)Q(t) dt.
0

Déterminer la distance de X a Ry [X] (voir exercice n°2, page 11).

Solution 3. Puisque R;[X] est un sous-espace de E de dimension finie, la projection orthogonale Pg,[x; sur Rq[X] est
définie.

D’apreés lexercice n°2, page 12, une base orthonormée de Ry[X] est (Eo,Eq) ot Eg = 1, E; = v/3(2X — 1). Le projeté
orthogonal de X3 sur Ry [X] est

Pryx1 (X?) = (XP[Eo) Eo + (X°[E1) Eq

avec ]
1
3 _ 3 _
e (X \Eo)—J'Ot dt =7
1
2 1 3V3
3 g 4—3 = _— = = —
o(X\E1)_\/§L(2t %) dt \/§<5 4> 5
puis
1 33 XK 1 9
3 _ _ _ _
prin (%) = g + 55 < VIX =N =35+ 5~ 5
_X_1
10 5
Par suite,

2 ! 2 ! 4 3 2
e g LG R K NG s S R

19 127 9 1 100—-252+70+ 189 — 126 +28
773770770 5025 700
9
700

4 (3, Ry (X)) = ——.

10V7

2) Familles totales

Théoréme 18. (Inégalité de BESSEL)

Soit (E, ([ )) un espace préhilbertien réel. Soit (en), oy une famille orthonormale. Alors

n
¥x €, Y (xlew)® < [Ix|%.
k=0

Démonstration. Soient n € N puis F = Vect (ek)ogkgn- F est un sous-espace de E de dimension finie et (ek)ogkgn est
une base orthonormée de F. Soit alors x € E.
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n

= (|2 ewe

lpr(x)

2 n
=Y (xlew)?’
k=0

Par suite, d’aprés le théoréme de PYTHAGORE,

n

X2 =3 (Klew)?® = Ix]I* — [pr(¥)]1* = [x —pr ()| = (d(x,F))* > 0.
k=0

Une conséquence immeédiate du théoréme 18 est

Théoréme 19. (Inégalité de BESSEL)

Soit (E, (|)) un espace préhilbertien réel. Soit (e;);.; une famille orthonormale. Soit x € E. Alors, la famille ((x[ei));¢;
est de carré sommable et

> (e < [l

iel

On va maintenant donner une situation concernant la famille (e;);.; ot I'inégalité de BESSEL est en fait une égalité.

DEFINITION 9. Soient (E, (| )) un espace préhilbertien puis (en), oy une famille orthonormale.

La famille (en), o une famille totale si et seulement si

Vx € E, Ve >0, 3y € Vect (en),en/ X -yl <€

Commentaire. La propriété précédente se réénoncera dans le cours de topologie en disant que Vect (en), oy est dense
dans I’espace vectoriel normé (E, || ||). a

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 20. (Egalité de PARSEVAL)

Soit (E, ([ )) un espace préhilbertien réel. Soit (e ),y une famille totale. Soit x € E.

+oo
2
> (xlen)® = [x[|%.
n=0
n
Démonstration. Soit x € E. On sait déja que pour tout n de N, Z (xlex)? < JIx)%
k=0

Pour n € N, posons F,, = Vect (ek)ogkgn-

Soit & > 0. Il existe yo € Vect (en), oy / X —Yoll < V€. Yo est une combinaison linéaire d'un nombre fini des ey et donc,
il existe ng € N tel que yo € Fn,. Mais alors, Yn > no, yo € Fn. Pour n > np, on a

e > [[x—yol* > (d(x,Fn))? = [x —pr, (%)
= |Ix||? = |[pr, (x)||* (d’aprés le théoréme de PYTHAGORE, ||x||2 = |[pr, (X)||* + Ix — pr. (x)]|%)

n

=[xl = 3_ (xle)?
k=0
n
On a montré que Ve > 0, Ing € N/ [|x||*? — & < Z (xlex)? < ||x]|? et donc que
k=0

+oo n

D (en)?= lim <Z (xlex) ) = [x|I%.
n=0 k=0
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