France métropolitaine. Septembre 2014. Enseignement spécifique. Corrigé
EXERCICE 1

1) a) f(xa) =0+14+ax0=1=ya. Donc, la courbe ¢ passe par le point A.

b) Le coefficient directeur de la droite (AB) est

Yys — YA 73—1 _
xg—xa 0—1

c¢) La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x,
f'(x) =1 +O+a(1 x e +x x (—2x) x e”‘z) =1+a(1—-2x%) e =1 —a(2x*—1)e ™
d) Puisque la droite (AB) est tangente a la courbe % au point A, le coefficient directeur de la tangente a la courbe €
au point A est —2 d’aprés la question b). Ce coefficient directeur est aussi f/(0) avec f/(0) =T—ax (—1)xe® =1+4+a
puis
f'0)=—2&1+a=-2&a=-3.

a=-3.

2) a) Soit x €] — 1,0]. e > 0 et —3x > 0. Donc “3xe X’ > 0. D’autre part, x > —1 et donc x +1 > 0. En
additionnant, on obtient f(x) > 0. On a montré que

pour tout réel x de Uintervalle ] — 1 ; 0], f(x) > 0.

b) Soit x €] — oo, —1]. Alors x < —1 puis x? > 1 et donc 2x> —1 > 2 x 1 —1 ou encore 2x*> — 1 > 1. En particulier,
2x?2 —1 > 0. Comme d’autre part 3e~ x> > 0, on en déduit que 3 (sz — 1) e X > 0 puis que f’(x) > 1. En particulier,
f'(x) > 0.

pour tout réel x de l'intervalle | — oo ; —1], f/(x) > 0.

3
¢) La fonction f est continue et strictement croissante sur I'intervalle {—Z ; —1]. D’aprés un corollaire du théoréme
3
des valeurs intermédiaires, on sait que pour tout réel k de Iintervalle [f (_Z) , T (—1)], I’équation f(x) = k admet
3
une solution et une seule dans l'intervalle [_E ; —1} .
. 3 1.9 on 1 ) C
Puisque f —5) =3 + Ee /4 = —0,02... < 0 et que f(—1) = 3e~! > 0, le réel 0 appartient a l'intervalle

3 3
[f (—z) (=1 )} . Ceci montre qu’il existe un unique réel ¢ de 'intervalle [_E ; —1} tel que f(c) = 0.

Ensuite, f <—§ +2 x 102) =0,0T...>0. Ainsi, f (—% +2x 102> > f(c) et les deux nombres ¢ et —% +2x102

sont dans ] — oo, —1].

. . . . 3
Puisque f est strictement croissante sur I'intervalle ] — oo, —1], on en déduit que ¢ < -5 +2x 1072

0. Donc, la fonction f est positive sur U'intervalle [c, —1]. D’autre

3) a) La fonction f est croissante sur [c,—1] et f(c) =
,0] d’aprés la question 2) a) et finalement la fonction f est positive

part, la fonction f est positive sur U'intervalle [—1
sur intervalle [c, 0].

0
Ainsi, la fonction f est continue et positive sur l'intervalle [c,0] et donc &7 = J f(x) dx.

b) ‘
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EXERCICE 2

—_

:1Opuis7\:l 0,1.

1) a) L’énonceé dit que E(X) = 10 et donc X 5=
b) La probabilité demandée est p(10 < X < 20). On sait que pour tout réel t,

t
—AX 7Xt —AX —AX
p(th):LAe)‘ dx:[—e)‘}oz(—e)‘)—(—eo):1—e)‘.

Par suite,

p(10<X<20) =p(X<20)—p(X<10) = (1—e @1 0) — (1 —e OX10) =T 2,

La calculatrice donne

c¢) La probabilité demandée est px>10(X > 15).

0) TPp(X=10)  T—p(X<10) e 01x10 ~ g1

(X=>15) p(X=15) 1-p(X<15) e @x15 13 e 15T _ g 0,5
] )

La calculatrice donne

Px>10(X = 15) = e % = 0,6065 arrondi 4 1074,

2) a) L’énoncé dit que les paramétres de la loi Y sont n et p = 0,8. On sait alors que E(Y) = np = 0,8n et
o(Y) = /np(1 —p) =vn x 0,8 x 0,2 =0, 16n.

E(Y) =0,8n et o(Y) = V0, 16n.

b) La calculatrice fournit p; =p(Z < 71) = 0,9575 arrondi a 10~%.

c¢) Puisque le restaurant a une capacité d’accueil de 70 places, la probabilité demandée est p(Y > 70).
Or p(Y>70) =1—p(Y <70) avec p(Y < 70) = 0,96 a4 10~2 prés. Donc

p(Y>70) =0,04 2 1072 prés.

Le restaurant a environ 4 chances sur 100 de ne pas pouvoir accueillir certains des clients qui ont réservé et se
présentent.
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EXERCICE 3

1) a) Soit n un entier naturel. un41 = Un — X un = 0,8u;,. Donc la suite (un), o est une suite géométrique de

20
. 100
raison q =0, 8.

b) On sait alors que pour tout entier naturel n,
Un =up x q*=10x0,8m.

c) Soit n un entier naturel.

un<]]m><u0(:>10><0,8“<0,01 x 10 & 0,8™ < 0,01

&S In (0,8™) < In(0,01) (par stricte croissance de la fonction In sur ]0, +o0o[)
S nln(0,8) < In(0,01)
In(0,01)
— 1
Sn > 1n(0,3) (car In(0,8) < 0)
Sn > 20,6...

& 1 > 21 (car nest un entier).

La quantité de médicament restant dans le sang deviendra inférieure 8 1 % de la quantité initiale au bout de 21
minutes.

2) a) Tableau de valeurs.

n | o | 1|23 |4|5|6 7|89 |10]11|12]13]14]15
Vi 10 | 8 |64]5,12] 8,10 648 5,18| 8,15| 6,52| 5,21 8,17| 6,54| 5,23| 8,18| 6,55| 5,24

b) En 15 minutes, il a été injecté 10 ml de médicament puis 4 ml & la minute n°4 puis 4 ml a la minute n° 7 puis 4 ml
a la minute n° 10 et encore 4 ml & la minute n°13. Au total, il a été injecté 10+4 +4 +4 4+ 4 = 26 ml de médicament.

c) Algorithme modifié.

Variables : n est un entier naturel

v est un nombre réel

Initialisation : Affecter & v la valeur 10

Traitement Pour n allant de 1 & 30

Affecter a v la valeur 0,8 x v
Siv < 6 alors affecter a4 v la valeur v + 2

Afficher v
Fin de boucle

3) a) Soit n un entier naturel. wy 1 est obtenu en enlevant & wy 20 % de sa valeur puis en ajoutant 1 ml de
médicament. Donc

Wni1 =wn —0,2w +1=0,8w, + 1.

b) Soit n un entier naturel.

4
0,8

De plus, zo = wo —5 =10 —5 = 5. On a montré que la suite (z,,) est la suite géométrique de raison q = 0,8 et le
premier terme zp = 5.

Znil = Wi —5_0,8wn+1—5_0,8wn—4_0,8<wn > =0,8(Wn —5) =0,82n.

c) On sait alors que pour tout entier naturel n,

Zn =20 X q" =5x0,8™.

On en déduit que pour tout entier naturel n,

wn =542z, =5+5x0,8".
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Pour tout entier naturel n, w, =5+5 x 0,8™. I

d) Puisque —1 < 0,8 < 1, on sait que lim 0,8"™ =0. On en déduit que lim w, =5+5x0=5.
n—+oo n—+00

lim w, =5. I
n—-+oo

Ceci signifie qu’au bout d’un long moment, la quantité de médicament dans le sang sera & peu prés constante, égale &
environ 5 ml.
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EXERCICE 4

1) Le vecteur A—B> a pour coordonnées (0, 2V/3, O) et le vecteur A—D> a pour coordonnées (—1, V3, 2\/2) Ces deux

vecteurs ne sont pas colinéaires et donc les points A, B et D définissent un unique plan.
Soit (P) le plan d’équation 4x + zv/2 = 4.

o 4xp +2av2 =4+ 0=4. Donc le point A appartient a (P).
e 4xp +2zv2 =4+ 0 = 4. Donc le point B appartient a (P).
e 4xp +z2pV2 =0+ 2v2 x v/2 =4. Donc le point D appartient a (P).

Puisque les points A, B et D définissent un unique plan, le plan (P) est le plan (ABD) ou encore le plan (ABD) a pour
équation cartésienne 4x + zv/2 = 4.

—
2) a) Un vecteur directeur de 2 est le vecteur Y (1,0, \/Z) D’autre part, le vecteur CD a pour coordonnées

—— ——
(2, 0, 2\/2) On note que CD = 2 et donc que les vecteurs CD et U sont colinéaires. Par suite, la droite 2 et
la droite (CD) sont paralléles.

Enfin, quand t = 0, on obtient le point O. Le point O est donc un point de la droite 2.
On a montré que 2 est la droite qui est paralléle & (CD) et passe par O.

b) Soit M (t, 0, t\/Z), t € R, un point de la droite 2.

Me(ABD)<:>4xt+\/2xt\/2:4<:>6t:4<:>t:§

2 2v2
Quand t = 3 on obtient les coordonnées du point G & savoir <§, 0, T\/_>
1 3
3) a) Les coordonnées du point L sont Xa txc , ya tyc , Zatzc ou encore | —=, —i, 0
2 2 2 2 2
1 3 3V3
Le vecteur ﬁ a pour coordonnées <_Z 1, —£ V3, 0) ou encore <_Z’ —T\/_, 0). Le vecteur AC a pour coor-

données (—3, V3, O) .
BLAC = ——>< —)+< 3f> % V340 x ofg—gzo.

.}
Par suite, les vecteurs BL et A‘C) sont orthogonaux ou encore la droite (BL) est orthogonale a la droite (AC).

D’autre le vecteur ﬁ)) a pour coordonnées (—1 ,—V/3, O). Donc ﬁ = ;ﬁ On en déduit que les points O, B et L sont

alignés ou encore que le point O appartient & la droite (BL).

On a montré que la droite (BL) passe par le point O et est orthogonale & la droite (AC).
2
b) e AB — \/(1 ~124+ (V3= (-v3)) +(0-012 =2v53.
2
¢ AC= \/(—2—1)2 + (0= (=v3)) +(0-02 = VIZ=2V3,
2
¢ BC = \/(—2—1)2+ (0-v3) +(0-02=VviZ=2v3.

Ainsi, AB = AC = BC et donc le triangle ABC est équilatéral.

Puisque le triangle ABC est équilatéral, le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est aussi le centre de gravité
de ce triangle. Le point L est le milieu du segment [AC] et donc la droite (BL) est la médiane issue de B du triangle

2
ABC. On a vu a la question a) que ﬁ = §ﬁ

On sait alors que le centre de gravité du triangle ABC est le point O.

On a montré que le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est le point O.
2 2
4) ¢ AD = [(0-1)2+ (0— (=Vv3)) "+ (2v2-0) = VTF3+8= V12 =23
2 2
« BD — \/(0—1)2+ (o-ﬁ) n (zﬁ_o) =VT+3+8=12=2V3.
e CD = \/(o—(—zn +(0—0)? (zf o) =V4+8=112=2V3.

Finalement, AB = AC = AD = BD = CD = CD et on a montré que le tétraédre ABCD est régulier.
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