France métropolitaine 2014. Enseignement spécifique. Corrigé

EXERCICE 1
Partie A

1) f1(0) =0+ ¢® =1 et donc %) passe par le point A(0,1).

2) Dérivée de fy. La fonction fy est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables sur R et pour tout
réel x,

filx) =1+ (1) xe *=1—e%
Variations de f;. Soit x un réel.
eSix<0,—x>0puise *>1etdonc1—e*<O.
eSix=0,e*=Tetdonc1—e™*=0.
eSix>0,—x<Opuise *<Tetdoncl—e ™ >0.

En résumé, la fonction f} est strictement négative sur | — oo, 0[, strictement positive sur ]0, +oo[ et s’annule en 0. On
en déduit que la fonction f; est strictement décroissante sur | — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, +ool.

Limite de f; en —co. Pour tout réel x, f1(x) = e *(xe* +1).

D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim xe* =0 et donc lim (xe*+1) =1.
X——00 X——00

D’autre part, lim e * = lim e* = +4oo. En multipliant, on obtient lim f;(x) = +oo.
X——00 X—+o00 X——00
Limite de f; en 4+o0o0. lim e * = lim e = 0. D’autre part, lim x = 4oo. En additionnant, on obtient
X—+00 X——o00 Xx—+00

lim f7(x) = +oo0.
X—+00

On peut dresser le tableau de variation de la fonction fy.

X —00 0 +o00

Partie B

1) a) Soit n un entier naturel. La fonction f,, est continue et positive sur [0,1]. Donc, L, est l'aire, exprimée en
unités d’aire du domaine du plan compris entre ’axe des abscisses et la courbe %, d’une part, les droites d’équations
respectives x =0 et x = 1 d’autre part.
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b) Il semble que cette aire diminue quand n augmente et donc il semble que la suite (I,) soit une suite décroissante.
D’autre part, il semble que laire I,, tende vers aire du triangle de sommets de coordonnées respectives (0,0), (1,0)

1
et (1,1) ou encore il semble que I, tend vers 5 quand n tend vers +oo.

2) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1,

Ingr —Ih = x + e_(“+”") dx—J (x +e ™) dx

1 —nx
e (MAx _ ommx) gy | e—(ntT)x [ _ € dx
o e~ (n+1)x

_ e—(n+1)x (-I _ e—nx+(n+1)x) dx

= ((x 4 e (1 )") — (X + e_“x)) dx (par linéarité de 'intégrale)

=| e (X (1 —¢X) dx.
JO

Pour tout réel x de [0,1], on a e¥ > 1 et donc 1 — e* < 0. D’autre part, pour tout réel x de [0,1], e (™F1)* > 0. On
en déduit que pour tout réel x de [0,1], e~ (M+H1x (1 —eX) 0.

Par positivité de I'intégrale, on obtient I,,, 1 — I < 0 et donc 11,11 < I

Ainsi, la suite (I,,) est décroissante et minorée par 0 (car chaque I, est une aire). On en déduit que la suite (I,) est
convergente.

3) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

1 2 —nxq ! —-n 0
Cnx X e (1 e 0 e
In—L (x +e ™) dx [7—!- —n]o_(2+—n) (2+—n)
1 1 1

2 net* n’

. : 1
On sait que lim e"™ = +o0 et donc que lim mne™ = 4oco0. En prenant l'inverse, on obtient lim —— = 0. D’autre
n—+oo n—-+4oo n—+oo nen

1
part, lim — =0. On en déduit que

n—+oo N

n—+oo 2°

n—-+oo
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EXERCICE 2
Partie A

1) a) Représentons la situation par un arbre de probabilités.

0,99 T
M <
\ _
o 0,01 T
0) 999 0’00\ T
M <
0, 999 T

b) D’aprés la formule des probabilités totales

pM=pMNT)+p(MNT) =pM) x pm(T) +p (M) x py;(T)
=0,001 x 0,99 + (1 —0,001) x 0,001 = 0,00099 + 0, 000999
=0,001989 = 1,989 x 1073,

p(T) =1,989 x 1073,

c) L’affirmation de ’énoncé s’écrit encore pt(M) < 0,5. Or

p(MNT)  p(M) xpm(T) 0,001 x 0,99
p(M p(T) ~ 70,001989

Donc p1(M) < 0,5 et laffirmation de I’énoncé est vraie.

pr(M) = =0,497....

2) La proportion de personnes malades n’est plus 0, T % mais x. Puisque p(M) = x, d’aprés la formule des probabilités
totales, on a

P(T) =p(M) x pm(T) +p (M) x pag(T) = 0,99x + 0,001(1 —x) = 0, 989x + 0, 001.
On en déduit que

_p(MAT) _ p(M) xpm(T) 0,99
M) === =M = 0,989x 1 0,001"

On veut que pt(M) > 0, 95.

0, 99x
0, 989x + 0,001

& 0,05045x > 0,00095 & x >
&x>0,0188...

pr(M) > 0,95 & > 0,95 & 0,99x > 0,95(0,989x + 0,001) & 0,99x > 0,93955x + 0, 00095

0,00095
0,05045

En arrondissant & 1073, le laboratoire commercialise le test quand la proportion de personnes malades dépasse 1,9 %.

Partie B

1) a) La probabilité demandée est p(890 < X < 920). La calculatrice fournit p(890 < X < 920) = 0,92 arrondi a 1072.

La probabilité qu'un comprimé soit conforme est 0,92 arrondi a 1072,
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b) Pour des raisons de symétrie, p (X < 900 —h) = p (X = 900 + h). Donc,

P(900 —h <X <900+h)=1—p(X<900—h)—p(X>900-+h)=1-2p(X<90—h),

puis p (900 —h < X < 900 +h) = 0,99 4 1073 prés équivaut a 1—2p (X < 900 —h) = 0,99 4 1073 prés ce qui fournit
encore p(X < 900 — h) = 0, 005.

La calculatrice donne 900 — h = 881,969... et donc h =18,03... ou encore h ~ 18.

2) Ici, on suppose que p = 0,97. D’autre part, n = 1000. On note que n > 30, np =970 > 5 et n(1 —p) =30 > 5.
Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95 % est

P v 1000 v 1000

En arrondissant de maniére & élargir un peu Uintervalle, on obtient I'intervalle [0, 959,0,981]. La fréquence observée
de comprimés conformes est

/o1 — /o1 — / /
—1,96%4’“,%%1 - [0,97—1,96M,o,97+1,96M

¢ 1000 53
~ 1000

f n’appartient pas I'intervalle de fluctuation. Donc, le controle remet en question les réglages faits par le laboratoire
au risque de se tromper de 5 %.

=0, 947.

http ://www.maths-france.fr 4 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



EXERCICE 3

1) Le discriminant de I'équation Z? +4Z +16=0est A=4> —4x1x 16 =-3x 16 < 0.

L’équation Z? +4Z + 16 = 0 admet donc deux solutions non réelles conjuguées a savoir

_ A+i3xT6 _4+41\/§=—2+21¢§

z
! 2 2

et Z, =77 = —2— 2iV/3.

Les solutions dans C de Péquation Z2 +4Z +16 =0 sont Z; = —2 +2iv3 et Zo = Z; — 2 — 2iV/3.

Z1=\/(—2)2+ (2\/§)2=\/4+4>< = /16 = 4 puis

Zi=-2+2iV3=4 <—% —|—i?> =4 (cos (?) + isin (?)) :4eZiTﬂ,

2im

et Z, =77 =4e 5.

2i7

71 = 4e™5 et Z, = de ",

2) a=2e7 :2(605 (g) + isin (g)) =2 (% +i§) =1+1/3 puis

2
a? = (1 +i\/§) —142iV3-3=-2423.

Soit alors z un nombre complexe.

Z2=242V32=a?c2—-a?=0&(z—a)lz+a)=0
Sz=aqouz=—-aSz=1+iV3ouz=—-1—1iV3.

Les solutions dans C de I'équation z2 = —2 + 2iv/3 sont a = 1 +1iv3 et —a = —1 —iV/3.

3) Restitution organisée de connaissances

a) Soient z1 et z; deux nombres complexes. Posons z1 = x7 4+ iy1 et z2 = x2 + iy2 ou X1, x2, Y1 et yz sont quatre
réels.

Z1 X 22 = (x1 —1y1) (x2 —1y2) = x1x2 — ix1y2 —ix2y1 —y1y2
= (x1x2 —y1y2) —i(x1y2 +x2y1).

D’autre part,

Z1zz = (x1 +iy1) (x2 +1y2) = xi1x2 + ix1y2 + ix2y1 —y1y2

= (x1x2 —y1y2) + i (x1y2 + x2y1)
= (x1x2 —y1y2) —i(x1y2 +x2y1) .

Par suite, z1 X z; =2z7 X z3.

b) Soit z un nombre complexe z. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,z" = (z)".

ozl =7 = (2)1. Donc, I’égalité & démontrer est vraie quand n = 1.
1

. Supposons que z* = (Z)™ et montrons que z" 1 = (z)" .

Zn+1 =z X z"
=z X z" (d’aprés a))
=2z x (zZ)" (par hypothése de récurrence)

_ (E)TH_] .
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2 2 . - —\n
On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, z" = (z) .

4) Soit z un nombre complexe.

zsolution de (E) = z* +422 +16 =0= 24 + 422 + 16 =0
=z' 4422 +16 =0
= Z solution de (E).

i 2im

Maintenant (a ayant été défini & la question 2)), a = 2e % puis a? = 22e2X'F =4e”5" = Z; (ou Z; a été défini a la
question 1)). Par suite,

a* +4a? +16 = (a?)’ +4a? + 16 = (2,)* +4Z, + 16 = 0.

Ainsi, a est solution de ’équation (E). —a est aussi solution car (—a)* +4(—a)? +16 = a* +4a? + 16 = 0. D’aprés le
début de la question 4), @ et —a = —a sont aussi solutions de 1’équation (E).

En résumé, les quatres nombres 14 iv/3, —1 —iv/3, T —1iv/3 et —1 + iv/3 sont solutions de 'équation (E). Or, ces
quatre nombres sont deux & deux distincts et, d’aprés le résultat admis par I’énoncé, 1’équation (E) admet au plus
quatre solutions. Donc,

I’ensemble des solutions de I’équation (E) dans C est {1 +1iv3,—1—1v3,1 —iv3, -1+ 1\/3:}
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EXERCICE 4. Candidats n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité

—
1) a) Dans le repeére (A ; ﬁ,R,AD), D a pour coordonnées (0,0, 1). D’autre part, B a pour coordonnées (1,0, 0)

11
et C a pour coordonnées (0,1,0). Donc F a pour coordonnées <XB ;XC , Ys —’z_yc, ze ;ZC> c’est-a-dire (E’ 2 0).

11
D 1 F(=,3 .
(0,0,1) et (2,2,0)

— (11
b) La droite (DF) est la droite passant par D(0,0,1) et de vecteur directeur DF (Z’ E’_]) ou aussi de vecteur

directeur Zﬁ dont les coordonnées sont (1,1, —2).

x=t
Une représentation paramétrique de la droite (DF) est donc { y=t ,teR.
y=1-2t

c) & est le plan passant par A(0,0,0) et de vecteur normal Zﬁ (1,1,—2). Une équation cartésienne de & est donc
x+y—2z=0.

Une équation cartésienne de & est x +y —2z = 0.

d) Soit M(t,t,1—2t), t € R, un point de la droite (DF).

MEF/_’(:)t—I—t—Z(]—Zt):0(:)6t—2:0(:)t:%.

Quandt: g,g,g

Wl =

, on obtient les coordonnées du point H : (] ! 1).

111
Les coordonnées du point H sont (g, 3 —).

1 1
e) Le point E a pour coordonnées (E’ 0, 0) . Le point G a pour coordonnées (O, 2 0) . Le point H a pour coordonnées

111
3’3’3 )"
Le vecteur ﬁ a pour coordonnées

LI
6 3 3
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1
et le vecteur ﬁ a pour coordonnées <_§ — ——) puis

— — 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Par suite, les vecteurs HE et HG sont orthogonaux ou encore

I’angle EHG est un angle droit. I

t t
2) Notons (x,y,z) les coordonnées du point M. Puisque Dm = tﬁ, on a (x,y,z—1) = ( t) et donc

277
t t
(X)U)Z) - (E)E)_t+ ])

tt 1
a) Les coordonnées du point M sont (E’ 7 —t+ 1> et les coordonnées du point E sont (E’ 0, 0>. Donc

1 t 2 t 2 2t 1 t? 3 5 5
2 _ (2~ - 12 - - e 2 _ 22 Y <
ME ( > +< ) + (=1 = + -+ +t 2t+1 ==t t+ .

b) De méme,

2 2
5 t 1T t 5 3, 5 5
= —_— —_ — = — ] = — —_ = —.
MG ( 5) +{3-3) +=1P =3 =St+7
On en déduit que ME? = MG? puis que ME = MG et enfin que le triangle MEG est isocéle en M.

M

/2

E ¢ ® G
I

Notons I le milieu du segment [EG]. Puisque le triangle EMG est isocéle en M, la droite (MI) est également la bissetrice
de ’angle EMG de sorte que EMI = %.

104
D’autre part, puisque le triangle EMG est isocéle en M, le triangle MIE est rectangle en I. On sait alors que sin (—) =

2

IE A EG
ME et donc MEsin (E) =IE= -5 De plus,
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Finaelement, ME sin (%) =—=—=.

@
c) o est le plus grand possible si et seulement si > est le plus grand possible. D’autre part, o« € [0,71] et donc

o T

>e o]

2 2 T & x

Puisque la fonction sinus est croissante sur [O, E}, ) est le plus grand possible si et seulement si sin (z) est le plus
grand possible. On a montré que « est maximale si et seulement si sin (z) est maximal.

o4
Ensuite, quand sin (E) est le plus grand possible, alors ME = est le plus petit possible et réciproquement.

1
220 (%)
Enfin, le nombre positif ME est le plus petit possible si et seulement si ME? est le plus petit possible.

Finalement,  est maximale si et seulement si ME? est minimal.

3 5 5
d) Pour t € R, posons f(t) = ME? = ztz — Et + 1 La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel t,
5
f'(t) =3t— 3.
(t) 2

5 5 5
La fonction f’ s’annule en 3 est négative sur }—oo, E} et positive sur [g, 400 [ Par suite, la fonction f admet un

minimum en —.

6

> 5 5 1
Quand t = 3 le point M a pour coordonnées (—] 1 E> On a montré que o est maximale quand le point M vérifie
> 5 51
DM = ED? ou encore quand le point M a pour coordonnées (—]2, L E)
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