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EXERCICE 1

Partie A : étude de la fonction

1
1) Pour tout réel x, f(x) = xeX " +1 =1+ - x xe*. Un théoréme de croissances comparées permet d’affirmer que
lim xe* = 0. Par suite,

X——00

lim f(x):]—k]ExO:L

X——00

On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote & la courbe € en —oo.

2) lim e ' = lim eX=4ocoet lim x = +oo. Enmultipliant, on obtient lim xe* ' = +oo puis lim f(x) = +oo.
X—-+00 X—+o00 X—+00 X—-+00 X—+400

3) f est dérivable sur R et pour tout réel x,

flix) =TxeX THxx (x—=1)"e T +0=e"T+xex = (x+1)ex .
4) Pour tout réel x, e~ 1 > 0. Par suite, pour tout réel x, f'(x) est du signe de x 4+ 1. Ainsi, la fonction f’ est strictement
négative sur ] — oo, —1[, strictement positive sur ] — 1, +oo[ et s’annule en —1. On en déduit le tableau de variation de f.

X —00 —1 400
f/(x) — 0 +
1 +00
. \ /
1—e 2

Partie B : recherche d’une tangente
1) Soit a > 0. f(a) = ae® " + 1 et f/(a) = (a + 1)e®"!. Par suite, une équation de la tangente T, est

y=f'(a)(x —a) +f(a) ouencorey = (a+1)e* ' (x —a) +ae* ' +Touenfiny = (a+1)e* 'x —a?e* ' 4 1.

Une équation de Ty est y = (a+1)e® "x +1—a%e® .
2) T, passe par O(0,0) si et seulement 0 = (a4 1)e®! x 0+ 1—a?e®! ou encore 1 — a?e®~! = 0.

3) 1—1%2¢'""T =1—¢e% =0 et donc 1 est une solution de '’équation (E) : 1 —x?e*~! sur ]0,+oo[. Montrons que 1 est
I'unique solution de (E) sur ]0, +ool.

Pour tout réel x > 0,

1—x2e =0 x?e T=1ax?= (car €71 #£0)

exfl

Sxlme ¥t oy x2 e xtl Z .
Pour x > 0, posons g(x) = x% —e ¥, g est dérivable sur ]0, +ool et pour tout x > 0, g’(x) = 2x + e **1. Pour tout réel
x >0, e ¥ > 0et 2x > 0 et donc g’(x) > 0. La fonction g est donc strictement croissante sur ]0, +oco[. On en déduit
que pour x €]0,1[, g(x) < g(1) ou encore g(x) < 0 et si x €]1, 400, g(x) > g(1) ou encore g(x) > 0. En particulier, si
x €]0, +oo[\{1}, g(x) # 0 puis T —x%Ze*~" #£ 0. 1 est donc I'unique solution de 1'équation 1 —x?e*~! = 0.

4) Si a =1, ’équation obtenue a la question 1) s’écrit y = 2x.
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Partie C : calcul d’aire

1) Graphique

2) Pour x dans [0, 1], posons u(x) = x et v(x) = e~ . Les fonctions 1 et v sont dérivables sur [0,1] et pour x dans [0, 1],
on a

u(x) =x v(x) = X!

u'(x) =1 v/(x) =ex!

De plus, les fonctions 1’ et v/ sont continues sur [0, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

1 1
ITxeX Tdx=1 xeo—Oxe_l—J e 1 dx

0

1
J xe* T dx = [xex_]};—J

0 0

S [ =11 ) =1

3) La courbe € est au-dessus de la droite A sur [0, 1]. Donc Daire, exprimée en unités d’aire, du domaine 2 est

1
xe* 1 dx +J (1 —2x) dx (par linéarité de I'intégrale)
0

. . . . 1
L’aire, en unités d’aire, du domaine & est égale a —.
e
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EXERCICE 2

1) Graphique

A U P
: 4
C C’
1+ J
Il Il Il Il Il
T T T T T
-3 -2 -1 1 2
&
'I,,
. K _3 4
b —2—-1i i(-1+2i) . -
2)5_—1—1—21_ % = 1. On en déduit que

° %:%:’g':ﬁ|:1 et donc OA = OB.

° (ﬁ,(ﬁ) =arg (g) =arg(i) = ; 27].
Par suite, le triangle OAB est rectangle isocéle direct en O.
3) a)

oo 3T 2 (—2—1)(-1-21) 2+4+4i+i-2
3 4i4241 0 1420 (1 420)(—1=20) (=1)2 422

Le point C’ = f(C) a donc pour coordonnées (0, 1).

b) Soit M un point du plan distincts de B d’affixe z.

1—24
\z’\:1<:>|;—:_72_~_;“ =1 z—(—14+2)|=z—(—2—1)] (et z#£ —2—1)
& AM = BM (et M # B) & AM = BM (car si M = B, alors AM # BM)
& M € med[AB].

L’ensemble & est la médiatrice du segment [AB]. On peut en déterminer une équation :

M € med[AB] & AM2 = BM? & (x+1)2 + (y—2)2 = (x +2)2 + (y + 1)?
ExXP+22x+1+y? —dy+d=x*+ax+4+y* +2y+1& 2x+6y =0
& x+3y=0.
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L’ensemble & est la droite d’équation x + 3y = 0.
¢)x0+3Yyo=0=0=0.Donc O € & xc +3yc =—-3+3=0. Donc C € &.

4) e zy=e 2z, = —i(—1+2i) =2+1iet zx = e 2zc =i(-3+1) = —1 3L
Zy + zx 72+i—1—3iil_
2 2 T2

1
e La médiane issue de O du triangle OJK est la droite (OL). Les coordonnées du vecteur o_ﬂ sont, (z, —1> et les coordonnées

e Le milieu L du segment [JK] a pour affixe z; =

du vecteur A_()f sont (—2,—1).

OLAC = = x (=2) + (=1) x (=1) = 0.

N =

Par suite, les vecteurs (ﬁ et /TC sont orthogonaux ou encore la droite (OL) est perpendiculaire a la droite (AC). Ainsi,
la droite (OL) est également la hauteur issue de O du triangle OAC.
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EXERCICE 3

Leu=u —Eu—l
2 =W = 57w = o
DT A
3= w2 =g
4 4X3 1
[ = — = — _ = —,
e A

2) a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, u, > 0.

1
® U] = z > 0.
. n+1
e Soit n > 1. Supposons que u, > 0. Alors uy1 = Tun > 0.

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, u,, > 0.
b) Soit n € N*. On sait que u,, # 0 puis

Un i1 :n—l-] <n+n:

< 1.
Un n n

Puisque u,, > 0, on en déduit encore que un 1 < Un. On a montré que pour tout entier naturel non nul n, u,.1 < up
et donc la suite (u,) est décroissante.

c¢) La suite (un) est décroissante et minorée par 0 et donc la suite () converge vers un réel positif ou nul.

1
3) a)v1:#:z.SoitnEN*.

Un 11 1 o n+1 Un 1 y Un 1
V. = = U = 5— = = — ==V
MR T ond 2n " 2 27 n "
: . : 1 .
Donc la suite (vy,) est géométrique de premier terme vq = 5 et de raison q = 7
b) On sait alors que pour tout entier naturel non nul n,
T /m\™
Vp=viqv == x (= = —
n 19 2 (2) m
. . n
Mais alors, pour tout entier naturel non nul n, w,, =nvy = I
. n I
Pour tout entier naturel non nul n, u, = In
) Inx . o . . . Inx
4) a) Pour tout réel x > 1, f(x) =x | —In2 4+ —— ). D’aprés un théoréme de croissances comparées, llrf — =0.0n
X Xx—+oco X
Inx
en déduit que lim —In2+ — = —1In2 < 0. Comme d’autre part lim x = o0,
X—+00 X X—+00

lim f(x)= lim x <—ln2—|— mTX) = —0o0.

X—+00 X—+00

b) Oun sait déja que la suite (u,) converge. Ensuite, pour tout entier naturel non nul n,

Inn
Un = l — € — elnn—min2 _ ef(n)
n on enlin2 :
D’aprés la question précédente, lim f(n) = —oo et donc
n—-+oo
lim u, = lim e™ = lim eX=0.
n—-+oo n—+oo X——o00

lim u, =0. I
n—-+oo
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EXERCICE 4
1) a) 11 x4 —=5x 6 =44 —30 =14 et donc le couple (xo,yo) = (4,6) est une solution de ’équation (E).

b) Soit (x,y) un couple d’entiers relatifs.
1Mx—5y=14 & 11x—5y = 11xp — 5yo & 11(x —x0) = 5(y — yo)-

Soit (x,y) une solution de (E). Nécessairement ’entier 5 divise l'entier 5(y —yo) = 11(x — xo). Puisque 5 est premier & 11
(car les entiers 5 et 11 sont des nombres premiers distincts), le théoréme de GAUSS permet d’affirmer que 5 divise x — x.
Par suite, il existe un entier relatif k tel que x — xp = 5k ou encore x = xo + 5k. De méme, il existe nécessairement un
entier relatif k' tel que y =yo + 11k".

Soient alors k et k’ deux entiers relatifs puis x = xo + 5k et y = yo + 11k’.
1Mx—=5y =14 & 11(x0+5k) —5(yo +11k') =14 & 11xo —5yp+5x 11 x (k—k/) =14 &5x 11 x (k—k') =0 & k=k'.

Finalement,

les couples d’entiers relatifs solutions de (E) sont les couples de la forme (4 + 5k,6 + 11k) ou k € Z.

2) a) Soit n € N. 22 =8 =1+7 et donc 23 =1 (mod 7) puis (23)n = 1™ (mod 7) ou encore 23™ =1 (mod 7).

Pour tout entier naturel n, 23™ =1 (mod 7).

b) 2011 = 287 x 7 + 2 et donc 2011 = 2 (mod 7) puis 20112012 = 22012 (110d 7).

2012 = 3 x 670 +2 et donc 22012 = 22 x 23%670 T3 question a) permet alors d’écrire que 22°12 = 22 x 1 (mod 7) ou encore
22012 = 4 (mod 7). Finalement, 20112°72 = 4 (mod 7). Comme 0 < 4 < 7, on a montré que

]2012

Le reste de la division euclidienne de 201 par 7 est 4.

3) L’expression complexe de f est de la forme 2z’ = az + B ot « et f sont deux nombres complexes tels que o # 0. Donc
f est une similitude directe.

oa= %(1 q) = % (JLZ - %1) - % (cos (—g) +1isin (—g)) - %e—”‘/“.
ﬁ et d’angle arg(o) = _r 27].

On sait alors que f est une similitude directe de rapport || = 7
e Le centre Q de f est 'unique point invariant par f. Soit z un nombre complexe.

1
z':z<:>§(1 —)z+4-2i=z& (——§i>z_—4+21<:>(1—31)2-—8—#41

2 2
—8+4i (—8 +41)(1 4 3i) —8—24i+4i—12 .
G T TR § B Ty i) A vy 1 A '
f est la similitude directe de centre Q(—2,—2), de rapport k = et d’angle 0 = —g.
4)\/12=34....
12 12
e Etape 1. T Ent (T) = 0. Donc l'algorithme affiche : 1 et 12 puis N = 2.
12 12

e Etape 2. 2 < V12 et 5~ Ent (?) = 0. Donc 'algorithme affiche : 2 et 6 puis N = 3.

12 12
e Etape 3.3 < V12 et 3 Ent (?) = 0. Donc 'algorithme affiche : 3 et 4 puis N =4.
e Etape 4. 4 > 1/12. Donc I’algorithme s’arréte.
Au bout du compte, l'algorithme affiche
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c’est-a-dire la liste des diviseurs de 12. De maniére générale,

I’algorithme donne la liste de tous les diviseurs d’un entier donné.
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