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EXERCICE 1
Partie A
1) L’expression complexe de T4 est z/ = a + e"/?(z—a) =i+1i(z—1) =iz+ 1+ 1. Donc

d=ic+14+i=iBi)+T1+i=-3+T+i=-2+1.

2) De méme, l'expression complexe de 1p est z/ =b+e"/2(z—b) =1+i+i(z—1—1) =iz+1+i—i+1=iz+2et
I'expression complexe de 1 est z' = e /22 = —iz. Donc

g=id+2=1-24+1)+2=-2i—1+2=1—-2iet h=—ic =—i(31) =3.

g=1—-2ieth=3. I

3) Les coordonnées des points C, D, G et Hgnt C(0,3), D(—2,1), G(1,—2) et H(3,0). Les coordonnées du vecteur
[ﬁ sont (2,2) et les coordonnées du vecteur GH sont (2,2). Donc [ﬁ = G—l->l et par suite le quadrilatére CDGH est un
parallélogramme. De plus, les coordonnées du vecteur DG sont (3,—3) et donc

DC.DG =2x3+2x (-3)=0.

On en déduit que (DC)L(DG). Ainsi, le parallélogramme CDGH posséde un angle droit et on a montré que

le quadrilatére CDGH est un rectangle. I

Partie B

1) D’aprés la question 1 de la partie A, Pécriture complexe de la rotation ra est z’ =iz+1+1et doncn=1im+1+1.



2y n—-m=im+1+i—-m=(-1+ijm+1+ietp—q=—m+1+i+im=(-T+i)m+1+1i Doncn—m=p—q ou

encore W = ‘P) Par suite,
le quadrilatere MNPQ est un parallélogramme. I

3)a) p—n=-m+I+i—im—1—i=—(1+i)m # 0 (car M # O et donc m # 0) puis m—n = m—im—1—1 = (1—i)m—(1+i).
Donc

m-n (I—-1)m-—(1+1) (1—1)m —(1T+1) 1T—1 1
= = N + = — R —
p—n —(1+1i)m —(1T+im —(1+1i)m T+1i m
o a-vr v r-2i-t 1 -2 1 1
T O0r00—y) Tm zqz TwmT T2 W

1 1 1
b) On note tout d’abordquem—n:O(:)i—G—a=O(:>E=—i(:)m:—{(:>m=i(:>M:A. Comme M # A, on a
donc m —n # 0 ou encore M # N. Ensuite,

(WW) — arg (Z“E) — arg <i+ %) 2.

Soit m un nombre complexe tel que m # 0 et m # q,

MNPQ est un rectangle & (IW, W) = g ] & arg <i+ %) = g [71]

o] . o 1 . -
S1+ m est lmaginalre pur < ™ est 1maginaire pur

= W est Imaginaire pur < m est Imaginaire pur < m est Imaginaire pur
m

& M e (Oy).

Donc, I’ensemble des points M distincts de O et A tels que le quadrilatére MNPQ soit un rectangle est Paxe (Oy) privé
des points O et A.



EXERCICE 2

Partie A

3
2

3 3x2
2 5 3x2 1 1

25
Ilya ( ) > choix de deux ordinateurs parmi 25 et < > choix de deux ordinateurs parmi les trois défectueux. La probabilité

demandée est donc

p= <z5) 25x24  25%x24 25x4 100
2 2

Partie B

1) Soit t un réel positif.
t

p(X<t) :J Ae M dx = [—e_m]; =l—eMpuispX>t)=1—p(X<t)=1— (1 —e *) =e . Par suite

0
2 5 1 5
PX>5)=04e =04 SA=h(-|5A=h(>|o2A=—In(=>).
5 2 5 2
1 5 NPT R
avecgln 7 =0,18 & 10~ ~ pres.
—5x%0,18 0,9
2) px=s(X > 5) = p((X>5N(X>3) p(X>5 e _ e _ 036 — 0 698 5 10-3 prés.

p(X>3) - p(X>3) T e—3x0,18 e—0,54

3) a) Notons X le nombre d’ordinateurs dont la durée de vie est supérieure a 5 ans. La variable aléatoire X est régie par
un schéma de BERNOULLI. En effet,
e 10 expériences identiques et indépendantes sont effectuées;
e chaque expérience a deux issues : « l'ordinateur a une durée de vie supérieure a 5 ans » avec une probabilité p = 0,4
ou « l'ordinateur a une durée de vie inférieure a 5 ans » avec une probabilité 1 —p =0, 6.
La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de paramétres n =10 et p = 0,4.

La probabilité demandée est p(X > 1). Or

10

P(X>1):1—p(xzo):1_<o

) (0,4)0 (0,6)]0 =1-0,6"" =0,994 arrondi au milliéme.

b) Dans cette question n est un entier naturel non nul quelconque et p(X > 1) =1 —0,6™. Puis

pX=1) 20,999 & 1-0,6™

0,999 & 0,001 > 0, 6™
& 1n(0,001) > 1

n(0,6™) (par croissance de la fonction In sur ]0, +o0o[)

In(0,001)
In(0, 6)

Sn>13,5... & n > 14 (car nest un entier).

VA%

& nln(0,6) < In(0,001) & n > (car In(0,6) < 0)

Le nombre minimal d’ordinateurs que 1’on doit choisir pour que la probabilité que I'un au moins des ordinateurs ait une
durée de vie supérieure a 5 ans soit supérieure a 0,999 est 14.



EXERCICE 3
Partie A : Restitution organisée de connaissances

Puisq&}a + b+ c #0, on peut définir G le barycentre du systéme {A(a), B(b), C(c)}. Pour tout point M de ’espace, on
a: aMA+bm+cW: (a—i—b—}—c)W et donc

— k
|aMA + 6ME + MC|| =k & [[(a+b+¢)ME|| =k & a+b+cl [ME|| =k & MG = e
k
& M appartient & la sphére de centre G et de rayon m.

I’ensemble des points M de 'espace tels que H aM—)A + bm + CWH = k est la sphére de centre G = bar{A(a), B(b), C(c)}

et de rayon ——.
Y la+b+cl

Partie B

1) Les points B, C et E ne sont pas alignés ou encore, les droites (BC) et (BE) sont deux droites sécantes du plan (BCE).
Ensuite, dans le repére (A,/ﬁ,/ﬁ,/ﬁ), on a B(1,0,0) (car AB — 1.AB + 0.AD + O./ﬁ), C(1,1,0) (car

AC = 1.AB + 1.AD + 0.AE) et E(0,0,1) (car AE = 0.AB + 0.AD + 1.AE).

Donc le vecteur ﬁ a pour coordonnées (0,1,0) et le vecteur Eﬁ a pour coordonnées (—1,0,1). Ensuite,
BCHW =0x141x0+40x1=0,
et
BE. = (—1) x 14+0x0+1x1=0.

Le vecteur T est donc orthogonal aux droites (BC) et (BE) qui sont deux droites sécantes du plan (BCE) et finalement

le vecteur T est un vecteur normal au plan (BCE).

2) Soit M(x,y,z) un point de l'espace.

Me (BCE) @ BM.W =0 1x (x—1)+0x (y—0)+1x (z—0) =0 x+z=1.

Une équation du plan (BCE) est x +z = 1.

3) (A) est la droite passant par E(0,0,1) de vecteur directeur F)(],O, 1). Donc,

x=t
un systéme d’équations paramétriques de (A) est donc { y =0 ,teR.

z=t+1

4) On sait qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est z =0 (premier plan de coordonnées).
Soit M(t,0,t+ 1), t € R, un point de (A).

Me (ABC) & t+1=0&t=—1.

Pour t = —1, on obtient le point R de coordonnées (—1,0,0).

XR+XB Yr +Ys Zr t+2zB
2 2 2

Les coordonnées du milieu du segment [RB] sont ( ) ou encore (0,0,0). Le milieu du segment

[BR] est donc le point A ou encore

le point R est le symétrique du point B par rapport au point A. I




5) a) Soit D’ = bar(R(1),B(—1),C(2)). On a R(—1,0,0), B(1,0,0) et C(1,1,0). Donc
XR — XB + 2Xx¢ —1—-14+2

e XD/ = ]_]+22 :0 g 2 :0
_Yyr—yp+2Yyc O0—-0+4+2
R . A
.z _ zr—zp +2z¢ *0_0+0*0
AR R I

Le point D’ a pour coordonnées (0, 1,0) ou encore D’ = D. Donc

D = bar{R(1), B(=1), C(2)}.

V2 /3
1—1+2]
c) Le triangle ABD est rectangle en A. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE, DB = VADZ + AB2 = /12 +12 = /2.
Donc B € (S).
Le triangle ADE est rectangle en A. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE, DE = ADZ + AE2 =12 + 12 = /2.
Donc E € (S).
Le triangle DCG est rectangle en C. D’apreés le théoréme de PYTHAGORE, DG = v/CD2 4+ CG2 = V12 + 12 = V2.
Donc G € (S).

b) D’aprés la partie A, (S) est la sphére de centre D et de rayon r =

d) On sait que l'intersection d’une sphére et d’un plan est soit vide, soit un point, soit un cercle (de rayon strictement
positif). Ici, le plan (BCE) et la sphére (S) ont en commun les deux points distincts B et E. Donc (S)N(BCE) est un cercle.

La distance du centre D(0,1,0) de la sphére (S) au plan (BCE) d’équation x +z —1 =0 est

Cl+o—1 1
VIZH12 2

Si on note T le rayon du cercle (S) N (BCE) et R le rayon de la sphére (S), le théoréme de PYTHAGORE permet d’affirmer

que
— 1 3

(S) N (BCE) est un cercle de rayon \/g




EXERCICE 4
Partie A

1) La fonction g est dérivable sur [0, +oo[ en tant que somme de fonctions dérivables sur [0, +o0o[ et pour tout réel x
de [0, +o0[

g'(x)=e*—1.
Par suite, g’(0) = e® —1 =0cet si x > 0, g’(x) > 0 car e* > 1. En résumé, la fonction g est dérivable sur [0, +oo[ et sa
dérivée est strictement positive sur 0, +oo[. On en déduit que la fonction g est strictement croissante sur [0, +ool.

2) Puisque g(0) = ¢ —0 —1 = 0 et puisque la fonction g est strictement croissante sur [0,+ocol, pour tout x > 0,
g(x) > g(0) = 0. Donc la fonction g s’annule en 0 et est strictement positive sur ]0, +ool.

3) Pour tout x > 0, g(x) > 0 ou encore e —x — 1 > 0. Mais alors, pour tout x > 0, €* —x > 1 et en particulier,

pour tout x > 0, e* —x > 0.

Partie B

1) Soit x € [0, 1]. Puisque la fonction f est croissante sur [0, 1], (résultat admis par 1'énoncé), on a f(0) < f(x) < f(1) ou
encore 0 < f(x) < 1. On a montré que

pour tout x de [0, 1], f(x) € [0, 1].

2) a) Soit x € [0, 1].

eX —1 e —T—xe¥+x?2 eX(1—-x)—(1—x2) (1T=x)(e*—=(14+x) (1—x)g(x)
f(x)—x = —x = — — _ _
ex —x ex —x ex —x ex —x ex —x

b) Pour tout x €]0,1[, g(x) > 0 (d’aprés la partie A), 1 —x > 0 et e* —x > 0 (d’aprés la partie A). Donc, pour tout
x €]0,1[, f(x) —x > 0. D’autre part f(0) = 0 et f(1) = 1. Donc la droite (D) est strictement au-dessous de la courbe (C)
sur 10, 1[ et la droite (D) et la courbe (C) se coupent aux points de coordonnées (0,0) et (1,1).

3) a) La fonction f est continue sur [0, 1] en tant que quotient de fonctions continues sur [0, 1] dont le dénominateur ne
s’annule pas sur [0, 1]. Donc la fonction f admet des primitives sur [0, 1].
On remarque que (e¥ —x)’ = e* — 1 et puisque pour tout x € [0, 1], e* —x > 0,

une primitive de f sur [0, 1] est la fonction F : x — In(e* — x).

b) On note & I'aire du domaine considéré par 1’énoncé. Puisque la courbe (C) est au-dessus de la droite (D) sur [0, 1],

1

1 271 ! 1 o
JZ%:L(f(x)—x) dx = [F(x)——k = <1n(e _”_§> —(ln(e —0)—0) :1n(e—1)—z.

Partie C
1) Voir graphique page suivante.
2) Montrons par récurrence que pour tout n € N, 7 <up <1
1 1
ouozzetdonczgu()g].
e Soit m > 0. Supposons que 7 <u, <1

Puisque la fonction f est croissante sur [0, 1] (résultat admis par I’énoncé), on en déduit que f —) < flun) < f(1) ou

e%d —1

e®> —0,5

N = —
—_—

=0,56...> 0,5 et finalement = < up4q < 1.

1 1
encore que f (§> < Uny1 < 1. Maintenant, f (§> =

On a montré par récurrence que pour tout n € N, 3 <up <1,



Soit 1 € N. La question 2.b) de la partie B permet d’affirmer que pour tout x € [0, 1], on a f(x) > x. Puisque u,, € [0, 1],
on a donc Uun41 = f(un) > u,. Finalement,

1

pour tout entier naturel n, 3 <up <upst < 1.

3) Ainsi, la suite (u,) est une suite croissante et majorée par 1. On en déduit que la suite (u,) converge vers un réel

1 1 1
le [z, 1} (car pour tout n € N, 5 < un < 1). Puisque Papplication f est continue sur [z, 1} et donc en £, on a

n—-+oo n—-+oo

{= lim upy = HIE f(un):f( lim un> = f({).

1
D’aprés la question 2.b) de la partie B, il existe un et un seul réel x € [z, 1} tel que f(x) = x & savoir x =1 et donc £ = 1.

Iim u, =1. I
n—-+o0o

On a montré que

Up U3 U2 usg




