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Polynésie

EXERCICE 1

1. Soit M un point du plan différent du point B. On note z son affixe (z est différent de —1).

z—1
I =z&z—1=z(z+1)etz# -1

&52241=08z=iouz=—i.

Les points invariants par f sont les points de coordonnées (0,1) et (0,—1).

a) Soit z un nombre complexe différent de —1.

z—1 -2
r_ 1 ] = — ] 1 = 1 - *2 .
@+ = (55 1) e+ = St =2
b) En prenant les modules des deux membres, on obtient |z’ — 1[.jz+ 1| =] —2| = 2.

2
Pour tout complexe z différent de —1, |z/ — 1| = ——.
|z 4 1]
L’égalité |z’ — 1| x |z + 1] = 2 montre en particulier que z’ — 1 # 0 et donc qu’'un argument de z’ — 1 existe. En
passant aux arguments dans la relation (%), on obtient arg(z’ — 1) + arg(z + 1) = arg(—2) = 7 (27).

Pour tout complexe z différent de —1, arg(z’ — 1) = —arg(z + 1) + 7 (27).

Ceci s’interpréte géométriquement.

D’autre part,

(—) AM/ . . I
u, ) = arg(zm) =arg(z’ —a)

—arg(z/ — 1) = —argz+ 1) = n— (W, BM) (2n0).

2 —
Pour tout point M distinct de B, AM' = BM et (W,AM’) =m— (ﬂ},m) (2m).
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3.

Soit M un point du plan distinct de B.

2
Me(C)(:)BMzz@Wzl(:)AM’:H:)M’e(C’).

a) p+1=-1 +i\/§:2 <l —l—i@) :2((305(2?7-[) —I—isin(z?ﬂ)) = De2in/3

2 2
p+1=2e*7/3 I

b) BP =|p—b| = |p + 1| = [2¢*"/3| = 2. Donc

P appartient au cercle (C).

c) D’aprés 2. b), (p’ —1)(p +1) = —2 # 0 et en particulier p’ est différent de 1 ou encore P’ n’est pas le point A.
D’autre part, p n’est pas réel. Il en est de méme de —p. En particulier, —p est différent de 1 ou encore Q n’est pas
le point A. Ensuite,

(AQ, AP') = arg(p’ — 1) — arg(—p — 1) = arg(p’ — 1) —arg(—p + 1)

=a —1

=arg(p’ —1) — (m—arg(p + 1))
=arg(p’ —1) targ(p+1) -7
=0 (2m) (d’aprés 2. b))

On en déduit que les points A, P et Q sont alignés. .

d) D’aprés 4. b) et 3., le point P’ est sur (C’). D’autre part, d’aprés c), (A—Q>,AP') =0 (271) ce qui montre que P’ est
sur la demi-droite [AQ).
Pour construire le point P/, on commence donc par construire le symétrique du point P par rapport a 'axe (Oy).
On trace ensuite la droite (AQ). Elle coupe le cercle (C’) en deux points. Un et un seul de ces deux points est sur
la demi-droite (AQ) : le point P’.
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EXERCICE 2

Proposition 1. Faux
Proposition 2. Vrai
Proposition 3. Faux
Proposition 4. Vrai
Proposition 5. Vrai

Démonstrations.
_)
Proposition 1. (L’ensemble des points M tels que mﬁ = 0 est le plan de vecteur normal lf (# 0) passant par A.)
On note () ce plan. .
Les coordonnées du point I sont (1,2,0) et donc les coordonnées du vecteur Al sont (1,2,—2). Les coordonnées du
vecteur l% sont (2,—4,0). Donc,

ALBC =1 x242x (—4)+(—2) x 0= —6 #£0,
ce qui montre le point I n’est pas dans (£?). La proposition 1 est donc fausse.

Proposition 2. Soit M un point du plan.

— — — — BC
IME + MC| = |MB — MC| & 2M1]| = | CB|| & M1 = ==

BC
L’ensemble considéré est la sphére de centre I, le milieu de [BC] et de rayon -5 qui est aussi la sphére de diamétre

[BC]. La proposition 2 est donc vraie.

Proposition 3. La droite (OB) est perpendiculaire au plan (OAC) car O—A)O—B) = O?@} = 0. Donc, la hauteur issue de
B du tétraédre (OABC) est OB. Le volume de (OABC) est donc

2x2
%Xaire(OAC)xOB=%x%><4:§_

Proposition 4. Il est clair que les points A, B et C ne sont pas alignés. Ces trois points déterminent donc un et un seul

plan. Il est aussi clair que les coordonnées de chacun de ces trois points vérifient I’équation 2x +y+2z = 4. Le plan (ABC)

8 4 8
est donc bien le plan d’équation 2x +y + 2z = 4. Notons alors H’ le point de coordonnées (§, ).

9'9
8 4 8
Puisque 2 x 5 + 5 +2x o= ? =4, le point H’ appartient au plan (ABC). Enfin, un vecteur normal au plan (ABC) est
= . ey ) 4
le vecteur M’ de coordonnées (2,1,2). OH’ a pour coordonnées (§, o §) et donc
— 4
OH' = _7.
9
~7 o — . , _ .
Le vecteur OH’ est donc colinéaire au vecteur ' ce qui montre finalement que H’ est le projeté orthogonal du point O
. . 8438
sur le plan (ABC) ou encore que le point H a pour coordonnées (§, o §)
- . od 1 (=2 OB + OC . o242 - .
Proposition 5. Puisque OG = 3 (OA +0B+0 ), le point G a pour coordonnées (g, 3 g) En particulier, le point G

n’est pas le point A et les points A et G définissent une et une seule droite.

2
Dans la représentation paramétrique de 1’énoncé, t = 0 fournit le point A et t = 3 fournit le point G. La droite (AG)

x =t
admet donc effectivement pour représentation paramétrique < y =2t , (t € R).
z=2—-2t

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



EXERCICE 3

1. a) 572 personnes n’ont eu aucun retard le premier mois et donc 1000 —572 = 428 personnes ont eu au moins un retard
le premier mois. La probabilité cherchée est

428
7000 — 0,428.

b) 572 personnes n’ont eu aucun retard le premier mois. Parmi celles-ci, 250 + 60 = 310 personnes ont eu au moins un
retard le deuxiéme mois. La probabilité cherchée est donc

310 155
572 318 110
2. 2 0572 q = = — 0318 et 1 = —— —0,11.
2) P1 = 1000 = 0572 1 = 7500 = 0318 et 1 = 3555 =0,

b) (Les probabilités fournies par I’énoncé sont des probabilités conditionnelles. Par exemple, 0,46 = pa . (An+t1)).
Chaque mois, un personne a soit 0 retard, soit exactement un retard, soit au moins deux retard, chacune de ces possibilités
excluant les deux autres. Donc

P(Ansi1) =P(Ans1 NAR) +P(Ans1 NBr) +p(Any1 NCr)
=Pp(An) X PA. (Ang1) +p(Bn) x pB“(An—H) +p(Cn) x PcC. (Ang1)
= 0,46pn + 0,660, + 0, 661,.

Pour tout entier naturel non nul n, pny1 = 0,46p,, + 0,66q. + 0, 66T,. I

¢) Soit n un entier naturel non nul. On a bien sir pn + qn + ™ = 1 ou encore qn +Th = 1 —pyn. On en déduit que

Pnt1 = 0,46pn 4 0,66(qn + ) = 0,46pn 4 0,66(1 —pn) = —0,2pn + 0, 66.

Pour tout entier naturel non nul n, pn41 = —0,2p,, + 0, 66. I

d) Soit n un entier naturel non nul.

Un+1 =Pns1 — 0,55 =—0,2p, +0,66 —0,55=—-0,2p, +0,11 =—0,2(py, —0,55) = —0,2.u,.

La suite (w,) est géométrique de raison —0, 2.

e) Puisque —1 < —0,2 < 1, uy, tend vers 0 quand n tend vers +oco et comme p, = 0,55 + uy, on a donc

lim pn = 0,55.

n— 400
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EXERCICE 4
Partie A

1. f est dérivable sur R et donc continue sur R. On en déduit que F est définie et dérivable sur R. F est la primitive de f
qui s’annule en 2.

Pour tout réel x, on a F/(x) = f(x). Le tableau de variation de la fonction f montre en particulier que f est strictement
positive sur R* et s’annule en 0. On en déduit que

F est strictement croissante sur R. '

3
2. Pour tout réel x de [2,3], on a 0 < f(x) < 4e~2. Par positivité de I'intégrale, on a alors F(3) = J f(x) dx > 0 et par
2

croissance de l'intégrale, on a

Donc

Partie B

1. a) f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et pour tout réel x,

f/(x) =2xe X —x%e * =x(2 —x)e *.

Pour tout réel x, e * > 0. Donc pour tout réel x, f'(x) est du signe de x(2 — x). Ainsi, f’ est strictement positive sur
10, 2[, strictement négative sur ] — oo, 0[U]2, +o0o[ et s’annule en 0 et 2. f est donc strictement décroissante sur | — oo, 0],
strictement croissante sur [0,2] et strictement décroissante sur [2,+oo[. Le tableau de variation de la fonction f est bien
celui donné dans la partie A.

b) Soit x un réel. Soit M le point de (C) d’abscisse x et N le point de (I") de méme abscisse.

Um —yn =fx) —g(x) =x?e ™ —e ¥ = (x> = 1)e ™.

Cette derniére expression est du signe de x2 — 1. On en déduit que
e ym —yn > 0six €] —oo,—1[U]T, +ool,

eym —yn < 0sixel—1,1]

* UM — YN :OSlXE{—],]}

(C) est strictement au-dessus de (I') sur ] — oo, —1[U]1, +o0[,
(C) est strictement au-dessous de (I') sur | — 1,1
(C) et (I') se coupent aux points de coordonnées (—1,¢e) et (1,e')

2. a) H est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et, pour tout réel x,

H'(x) = (=2x —2)e X+ (—x* = 2x — 1)(—e *) = e X(x? + 2x + 1 —2x — 2) = (x* — 1)e~* = h(x).

H est une primitive de h sur R. I

b) Soit « un réel supérieur ou égal & 1. D’aprés 1. b), pour tout réel x de [1, «f, on a g(x) < f(x). On en déduit que

Donc

X X

o (a) = r(fX) —g(x)) dx = L (x> —1)e X dx = L h(x) dx
=[H)I = [(—x* —2x — 1)6_"]? = —(0® 420+ 1)e * +4e!
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Ainsi,

4
pour tout réel a, o/(a) = ri (% 42+ 1)e—*.

c) Pour tout réel a, on a —(a? + 2+ 1)e™* = —o?e™* — 20e~* — e~ *. D’aprés les théorémes de croissances comparées,
on sait que chacun de ces termes tend vers 0 quand a tend vers +oo0. On en déduit que

lim () = .

a— +0o0o e

3. a) Voir graphique plus loin.

b) PQ = [xp — xql =xp — xq (par lecture graphique, xp > xq) et f(xp) = m = g(xq).

c) L’égalité PQ = 1 fournit xq = xp — 1. L’égalité f(xp) = g(xq) sécrit alors x3e > = e~(*»~1) ou encore (puisque
e X7 £ 0) x4 = e ou enfin xp = —/€ (car xp < —1).

xp = —/e =—1,64... I
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