Matrices

Définitions

Une matrice carrée réelle A de taille n est un tableau carré de nombres réels & n lignes et n colonnes.
Pour chaque i et chaque j tels que 1 <i<net1<j<n, le coefficient ligne i, colonne j, est noté ay ;.

a a2 aj Al n
azn azz2 ... a2j5 ... 4A2n
A = . .
i, Qi ... Qi ... Qin <~ 1 éme ligne

an,1 an,2 ... Qnj ... Qnn

X1

j-éme colonne X2

Une matrice colonne réelle de taille n est un tableau de réels a une seule colonne et n lignes : X = x

i

Xn

Opérations sur les matrices

Addition des matrices Soient A et B deux matrices carrées de taille n. La somme A + B de ces deux matrices est
la matrice carrée de taille n dont le coefficient situé a la i-éme ligne et j-éme colonne est la somme des coefficients des
matrices A et B situés a la i-éme ligne et j-éme colonne :

a ... Qij ... Qin bia ... b1y ... bin ajg+bir ... ary+biy; L. arntbia

(11.71 Cen a;‘j cen (11‘711 + bi.,] . bi,j cen bi,n = ai,i + bi,] . aij + bi,j . Qin + bi,n

(11;,‘1 a;w- a;,n bT;J bT;,j ‘bn.,n Qn,1 + bni ... aAnyj + bn; ... ann + bun
X1 Y1 X1 +Y1
L’addition des vecteurs colonnes est définie de maniére analogue : Xi + Yi = Xi ';‘yi
X-n y.n Xn “.‘yn

Multiplication d’une matrice par un réel. Soient A une matrice carrée de taille n et k un réel. kA est la matrice
carrée de taille n dont tous les coefficients ont été multipliés par k

aig e Qg cee Q1 n kCI],] kam ka]‘n

k ain N . Ain = kam . kai,j . kai,n

an,1 ... Qnj ... Qnn kan1 ... kanj ... kann
X1 kX]
De méme pour I'addition d’un vecteur colonne par un réel : kK | x4 = kxi
Xn kxn
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Produit d’une matrice carrée par un vecteur colonne. Soient A une matrice carrée de taille n et X un vecteur
colonne a n lignes. Le produit A x X est le vecteur colonne est le vecteur colonne Y a n lignes dont le coeflicient ligne 1
est le « produit scalaire » de le i-éme ligne de la matrice A par la colonne X :

n
Yi = aq,1X1 + Qi 2X2 + ...+ Qi nXn = g aijXj.
j=1

arg ... Q1 ... Qin X1 A, 1X1 + a1 2X2 + ...+ ay nXn
a1 ... Qi ... Qin Xj = ai,1X1 + ai2X2 + ...+ Qi nXn
an,1 «.. Qnj ... Qnmn Xn A 1X7 + An 2X2 + oo+ QnnXn

Produit de deux matrices carrées. Soient A et B deux matrices carrées de taille n. A x B est la matrice carrée de
taille n dont la j-éme colonne, 1 < j < n, est le produit de la matrice A par la j-éme colonne de B.

Le coeflicient ¢y j situé ligne i, colonne j dans la matrice A x B est le « produit scalaire » de la ligne i de A par la colonne
j de B c’est-a-dire

n
Cij=ai1 Xxbrij+ai2Xxbyj+...+ain Xbn;= Z ai kb,

k=1
ar e 15 ... Q1n b],] b]yj b],n
ai-,T cee Cl;,j e Cli-‘n b;‘] ce b;‘j ... bi.,n = R i ai,kby,j
. k=1
an,1 +.. Qnj ... GQnn bni1 ... bnj ... ban

Reégles de calcul. (Les matrices apparaissant ci-dessous sont toutes de taille n.)
- L’addition.
e Pour toutes matrices carrées A et B, A+ B = B+ A et pour toutes matrices colonnes X et Y, X+Y =Y+ X (P'addition
des matrices est commutative).
e Pour toutes matrices carrées A, B et C, (A +B)+ C= A+ (B + C) et pour toutes matrices colonnes X, Y et Z,
(X4+Y)+Z =X+ (Y+ Z) (Paddition des matrices est associative).
e On note 0,, la matrice carrée dont tous les coeficients sont nuls. Pour toute matrice carrée A, A +0,, = A. De méme,
si on note 0 la matrice colonne dont tous les coeflicients sont nuls, pour tout vecteur colonne X, X +0 = 0.

e Pour toute matrice carrée A; A+ (—A) =0 (ot —A est la matrice dont les coefficients sont les opposés des coefficients
de A).

- La multiplication.

e Il est possible de trouver des matrices carrées A et B telles que A x B # B x A (la multiplication des matrices
n’est pas commutative).
e Pour toutes matrices carrées A, B et C, (A X B) x C = A x (B x C) (la multiplication des matrices est associative).

1T 0 ... 0

e On note I,, la matrice unité : I,, = 0 1 R . Pour toute matrice carrée A, A x I,, =I;; X A = A et pour
. 00
0 ... 0 1

toute matrice colonne X, I, x X = X.

e Pour toutes matrices carrées A, Bet CC Ax (B+C)=AxB+AxCet (B+C)xA=BxA+CxA.

Pour toute matrice carrée A et toutes matrices colonnes X et Y, A x (X+1y) = A x X+ A X Y et pour toutes matrices
carrées A et B et tout vecteur colonne X et Y, A x (X+Y)=A x X+ A x Y (la multiplication est distributive

sur addition).

e Pour toutes matrices carrées A et B, si A =0, ou B =0y, alors A x B =0,. La réciproque est fausse ou

encore il est possible de trouver deux matrices carrées A et B telles que A £ 0, B# 0, et A Xx B =0,,.

b L (00 00) (00
arexemple, {5 x| ¢ o =y o )
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e Soient A une matrice carrée de taille n et p un entier naturel non nul. La matrice A X A x ... X A se note AP.
—_

p facteurs

Pour toute matrice carrée A de taille n et tous entiers naturels non nuls p et q, AP x A9 = AP*9 et (AP)9 = AP9,

d 0 ... 0
. . . . 0 dy
e Une matrice diagonale est une matrice carrée D de la forme D =
)
0 0 dn
ay o 0
. 0
Dans ce cas, pour tout entier naturel non nul p, DP =
N O
0 ... 0 4}

Matrice inversible, inverse d’une matrice

Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A est inversible si et seulement si il existe une matrice carrée B de taille
n telle que A x B = B x A = I;. Dans ce cas, la matrice B est unique, la matrice B s’appelle l'inverse de A et se note
AT AXA T=ATxA=1,.

a

Soit A = une matrice carrée de taille 2. A est inversible si et seulement si ad — bc # 0 (ad — be s’appelle le

d
déterminant de la matrice A).

Systémes linéaires
On consideére le systéme a n inconnues et n équations :

a1,1x1 + a2 + ...+ ainXxn = by
a21X1 +az2X2 + ...+ a2 nXn = by

An,1X7 + An2X2 + ...+ Gp nXn = by

ou les inconnues sont les n réels x1, ...,xn. Si on pose A = : : , B = : et X = : , le

systéme (S) s’écrit AX = B.

Dans le cas ou la matrice carrée A est inversible, le systéme (S) admet une unique solution :
AX=B&X=A"B.

On dit dans ce cas que le systéme (S) est un systéme de CRAMER.

Application a I’évolution de processus

Quand on se déplace sur un graphe & p sommets et que 'on a & chaque fois une certaine probabilité d’aller d’'un sommet
a un autre, on parle de marche aléatoire.

La matrice de transition A d’une telle marche aléatoire est la matrice carrée de taille p dont le coefficient ligne 1, colonne
j, (1 <i<pet1<j<p)estlaprobabilité py; d’aller du sommet i au sommet j.

On effectue n pas dans ce graphe. On note X, la matrice colonne dont le i-éme coefficient (1 < 1 < p) est la probabilité
d’étre au sommet i au bout de ces n pas.

Pour tout entier naturel n, X,, 1 = AX,,.
Pour tout entier naturel n, X;; = A™Xo.

On dit que la suite de matrices colonnes (X, ) converge si et seulement si chacune des suites composantes de X, converge.
On dit que la suite de matrices carrées (A™) converge si et seulement si chacune des suites coefficients de A™ converge.
La suite de matrices colonnes (Xy ) converge si et seulement si la suite de matrices carrées (A™) converge.

Si la suite (Xy,) converge et si on pose nLiTOO Xn = X, la matrice colonne X décrit ’état stable de la marche aléatoire.

La matrice colonne X est solution de I’équation X = AX.
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