CONCOURS COMMUN 2005
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(spécifique MPSI)

Premier probléme

Partie A.

3
1. f est dérivable sur [7—T —ﬂ] et pour t € [

7T 37
2’2

222

f'(t) = e *(—cost —sint) = V2e t cos (t—l— %Tﬂ) '

7 37 3n
Puisque, pour t € [z, > | V2e t >0, f'(t) est du signe de cos(t + T) et donc, la fonction f’ est strictement positive
[nn{u3ﬂ3nttt t ti 7t37tP ite, f est strict t t [T[T[}
sur |——=,—— —, — | et strictement négative sur ar suite, f est strictement croissante sur |—=,——
2' 4 ) & 44 2 %
. . L m 31 . . 3 3m
puis strictement décroissante sur i et enfin, strictement croissante sur T2

2. Pourte [ ] et k € Z, f(t + 2km) = e "2 cos(t 4 2km) = e 2KTf(t).

Soit k € Z. Pour t € [—— + 2k, — +2k7t} f(t) = e 2 f(t — 2km). Puisque e 2X™ > 0, f est strictement croissante

37

s
sur [—E + 2kmt, — 4 + 2kt ] puis strictement décroissante sur 7 + 2k, T + Zkﬂ} et enfin, strictement croissante sur

37 3m
[T + 2k, 5 + 2kmt|.

3. Soit t € R. =u(t <:> e tcost =e ' & cost =1 & t € 2nZ. Les points d’intersection de (C) et (C7) sont les

points de coordonnées ( Zkﬂ , k € Z. De méme, les points d’intersection de (C) et (C2) sont les points de coordonnées

7T+ 2k7t
( _ ,—m—2km >7k€Z

e
Si f a une limite £ € R, on doit avoir { = hm f(2km) = klim e 2 — 400, mais aussi { = hm f(rt + 2km) =
—00 — —00 —0Q
klim —e KT — o, ce qui est absurde. Donc7
— —00

f n’a pas de limite en —oo. I

4. Soit k € Z.
f/(2km) = e 2K (— cos(2km) — sin(2km)) = —e 2K = u/(2kn)
ce qui montre que les tangentes a (C) et (Cq) aux points d’intersection de (C) et (Cy) sont les mémes. De méme,

/(704 2k7t) = e 2K (— cos(m + 2km) — sin (7 + 2km)) = e 2T = v/ (71 4 2km),

et les tangentes & (C) et (Cz) aux points d’intersection de (C) et (C;) sont les mémes.

5. Pourt e R, [f(t)] < e !, et comme . ligl e ' =0, on en déduit que
— +00

lim f(t) =0.

t—+oo
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6. Représentation graphique.
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7. Soit k € N.
1lére solution. Une double intégration par parties fournit
— A (k17 o —Z4(k+1)m
ax = e ‘cost dt = [—e ‘cost] Frlklm (—e ) (—sint) dt
—F+km
—Z4kn 2 — 5 +km
— 5+ (k+1)7 B (k] —Z+(k+1)m
= —J e 'sint dt = —[—e 'sint] 7%11(@: I +J' (—e %)(cost) dt
—Z+km —Z+km
. -z 1 ™ 1 =
= [etsint] _Z1 0T —ai = (—1)ke TN ()R TeE kT g,
= (ke ¥ (e +e %) — ay,
et donc,
T
8. La suite (a,) est donc une suite géométrique de premier terme ap = ch (z) et de raison @ = —e™ .

s
9. La suite (by) est une suite géométrique de premier terme by = ch (z) et de raison e™".

Soit n € N. Puisque e™ ™ # 1,

Puisque 0 < e™™ < 1, quand n tend vers +o0, s, tend vers

s

e:

n
™ 1 — (e—n)n-H
Sn:Zbk:Ch(z) 1—e
k=0
e™/2 ye /2 1 e+ 1 /2
2 T—e ™ em—1 2

Donc,

http ://www.maths-france.fr

© Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.



Ainsi, laire de la « réunion infinie » des domaines compris entre la courbe (C) et 'axe des abscisses, x > ——

e"+1 /2
er—1 " 2

n’est pas

infinie mais vaut

Partie B.

10. Pour t € [0, +ool,

— o .
m:dd_hfl:<e (—cost smt)),

e t(cost —sint)

ou aussi z(t) = e Y(cost +isint) = e~ 1TVt et donc z/(t) = (=1 +1i)el "+t De méme,

—
m B d’M _ e Y(cost +sint +sint — cost) - 2e tsint
T dt2 \ e Y(—cost+sint—sint—cost) /] \ —2e"tcost /-

11. Pour tout réel positif t, ||[OM(t)]| =e .

12. On note que Om et 7 ne sont jamais nuls et donc que @ est toujours défini. Pour t € R,

! 3
@ = arg (ZZ((:))> =arg(—1+1) = TT[ (2m).

-,

s - —
13. Puisque OM(t) = e Y(cost i +sint j) et que et > 0, t est I'angle polaire 0 = (i ,OM(t ) et donc, la courbe

proposée est la courbe d’équation polaire 1 = e~ 9.

1 +

| (RN

Partie C
14. On a M, = —e "I et donc, Fr est 'homothétie (vectorielle) de rapport —e ™.

cost sint
—sint cost

t

15. Ona M =¢e ! ( > et Fy est la composée de '’homothétie de rapport e™" et de la rotation d’angle

t (si de plus R? est muni de sa structure euclidienne et de son orientation canonique ou encore si la base canonique est
supposée orthonormée directe), ou encore Fy est la similitude vectorielle plane directe de rapport e~* et d’angle t.

L’expression complexe de cette transformation

z/ =x' +1iy’ = e Y[(cos(t)x — sin(t)y) + i(sin(t)x + cos(t)y)] = e *(cos(t)(x + iy) + isin(t)(x + iy)]

_otuit (—1+i)t

e ‘et'z=c¢e z,

permet aussi d’obtenir ce résultat.

16. Pour t € R, on note H; '’homothétie de rapport e~ ' et Ry la rotation d’angle t, de sorte que Fy = H{ o R¢ = Ry o Hy.

Soit @ : R — F . @ est une application de R dans F, clairement surjective.
t — Ft
Soit (t,u) € R2.
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e(t) =) = M =My = e ‘cos(t) =e “cos(u) et e tsin(t) = e “sin(u)
= e Y(cos(t) +isin(t)) = e “(cos(u) + isin(u)) = e tet| = [e “elY

= e '=e¢ " = t=mu car la fonction exponentielle est injective sur R).

Ainsi, @ est injective et donc bijective.

Enfin, pour (t,u) € R?, (puisqu’une homothétie vectorielle commute avec tout endomorphisme)

(p(t) © (p(u) = (H¢oR¢)o(HyoRy) = (HioHy)o (R oRy)
= H w0 Riju (car et x e = e (tHu)
=Feru =0t +u)
Le calcul ci-dessus montre déja que o est interne dans F, puis que ¢ est un morphisme bijectif du groupe (R, +) vers le
magma (F, o) ou encore,

(F, o) est un groupe isomorphe au groupe (R, +).
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Deuxiéme probléme

Partie A.
1. > est de dimension 4 sur R.

2. L’image par f d’un élément de .45 est bien un élément de .#5. D’autre part, pour (M, N) € (.#2)? et (A, 1) € R?,

FOOM + uN) = (AM + uN)JA — AMM + uN) = A(MA — AM) + p(NA — AN) = AMf(M) + pf(N).

Par suite, f est un endomorphisme de ..

3. Kest le noyau de 'endomorphisme f et est donc un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel (.42, +,.).
4. f(D=IA—AI=A—A=0c¢t f(A)=A2—A2=0. Donc, I et A sont dans K.

5. Soit (M, N) € K2. Alors AM = MA et AN = NA et donc,

(MNJA = M(NA) = M(AN) = (MA)N = (AM)N = A(MN),
puis f(MN) = (MN)A — A(MN) = 0 et donc MN est dans K.

6. Puisque (K, +,.) est un sous-espace vectoriel de .#5, (K, +) est en particulier un sous-groupe de (M3, +). De plus, K
est stable pour le produit et contient I. On en déduit que (K, +, X) est un sous-anneau de (.#2,+, x).

Partie B

=2 (010 (s )-8 as)-(b a)- (2 =)

8. a) K est un sous-espace vectoriel contenant I et A et on a déja Vect(I, A) C K. Soit M € 5.

7.

MeK(:)(_E a+§_d)=(g 8)(:)b=Oetd:a+c.
Donc,
MeK(:)E(a,c)eRZ/M_<8 aic>(:)El(a,c)GRZ/M_aI+cA<:>M€Vect(I,A).
Finalement,
K = Vect(I, A).

b) Puisque A n’est pas une matrice scalaire, la famille (I, A) est libre et donc,

(I, A) est une base de K.

Par suite, dimK = 2, puis d’apreés le théoréme du rang, rg(f) = dim(.#3) — dim(K) =4 — 2 = 2.

rg(f) = 2.

9. A2=(E12+E22)(E12+E22) =E12+Ez2=A. Mais alors, on obtient immédiatement par récurrence,

Vn e N, A™ = A.
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10. Soit n € N*. Soient (x,y) € R%. Puisque les matrices xI et yA commutent, la formule du binome de NEWTON permet
d’écrire

N™ = (xI +yA)"

n n
=x"I"+ Z (E) XVTRIVRYRAR = x4 < (2) x“_kyk> A
k=1 k=1

=x"I+ ((x+y)" —x"A

Donc,

Yne N N™=x"T+ ((x+y)™ —x")A.
11. Soient (x,y) € R? puis N = xI + yA € K. Puisque la famille (I, A) est libre,

N2=TexX?I+(x+y)?—xHA=Iex?=Tect (x+y)>—x*=0
S(x=Tlet(T+y)l=Nou(x=—Tet (=14+y)2=1)
&S (x=1letyly+2)=0ou(x=—-letyly—2)=0)
& (x,y) =(1,0) ou (x,y) = (1,-2) ou (x,y) = (=1,0) ou (x,y) = (-1,2)

(:)leouMz—IouM:I—ZA:(g) :? ) ouM:ZA—I:(O] ?)

Partie C

2
12. Puisque (I —2A)% = ( (]) :f ) =1, 0onasos=1Id. s est donc une symétrie (affine).
Soit alors (x,y) € R2.
s((x,y)) = (x,y) & (x —2y,—y) = (x,y) &y = 0. L’ensemble des points invariants par s est donc axe des abscisses.
s((x,y)) = —(x,y) & (x—2y,—y) = (—x,—y) & y = x. s est la symétrie par rapport a 'axe (0x) parallélement a la droite

vectorielle d’équation y = x.

13.
— . 1 4
AmOm’' =4& (x—0)(x—2y) + (yu—vu)(—y) =4 & x(x—2y) =4 &y =F(x) ou F(x) = AR
F est définie et dérivable sur R*, somme de deux fonctions strictement croissantes sur | — oo, O[ et sur ]0, +oo[ et donc, F

est strictement croissante sur ] — oo, O[ et sur ]0, +ool. F est impaire, tend vers +oco en 400 et vers —oo en 0. F admet

X
les droites d’équation x =0 et y = 5 pour asymptotes.

3 =+
2+ ¢*1'L
] +4
= 3 4 5
14
24
_3 4
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14. Notons que puisque s est une symétrie M’ = s(M) & M = s(M’). Donc,

M(x,y) € (T) &sM) €T & (x—2y)? + (—y)* =1 & x* —4xy +5y% = 1.

Une équation de (T') est x> —4xy +5y% = 1.

X = cos X — sin &Y

15. Les formules de changement de repére s’écrivent { y = sin aX + cos Y

16.

M e T’ & (cos aX — sin &Y)? — 4(cos aX — sin oY) (sin X 4 cos xY) + 5(sin aX 4 cos xY)? = 1
& X?(cos? & — 4 cos asin & + 5sin? ) + XY (8 cos asin o — 4(cos? & — sin? «))
+ Y?(sin? oc + 4 cos asin & + 5 cos® o) = 1
& X3 (1 —2sin(2a) + 2(1 — cos(2a))) + XY(4sin(2a) — 4 cos(2a)) + Y2(1 + 2sin(2a) + 2(1 4 cos(2a))) = 1
& (3 —2(sin(2a) + cos(2a)))X? + 4(sin(2a) — cos(200))XY + (3 + 2(sin(2a) + cos(2a)))Y? = 1.

1

17. Pour « = g, on obtient en particulier, (3 — 2v/2)X? + (3 + 2v/2)Y? = 1. On note alors que 3 —2v/2 = m =

1 1
322 (V212

3 et que 3+2v2 = . Donc,

1
(V2+1)

Une équation de I'" dans R’ est donc

A
(V2 +1)2
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