CONCOURS COMMUN SUP 2002
DES ECOLES DES MINES D'ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

Mardi 21 mai 2002 de 14hQ0 a 18h00

instructions générales :
Les candidats :
« doivent vérifier que le sujet comprend 4 pages numérotées 1/4, 2/4, 3/4 et 4/4,
» santinvités a porter une attention particuliere a la rédaction : les copies illisibles ou mat présentées

saront peénalisées,
» colleront sur leur premiere feuille de composition I'étiquette & code & barres correspondante.
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Probleme d'Analyse

Arctan(t
1. Soit f Uapplication de R dans R définie par: f(0)=1et Vt#0, f(t) = %”’()

1.1 Montrer que [ est continue sur R et paire.

1.2 Donner le développement limité & {'ordre 1 de f(t) au voisinage de 0. En déduire que f est

dérivable en 0, et donner f {0).

1.8 Justifier gue f est dérvable sur R, et calculer f'(!,), pourt € R*.

=

t
1.4 A Uaide d’une intégration par parties, montrer gue : Vi € R*, f 0 nd
9

oLy
14 w?)? dw_-—it J ().

En déduire le sens de variation de f.
1.5 Tracer la courbe représentotive de f dans un repére orthonormé {unité : 2 cm).
{On ne demande pas Uétude des points d’inflexion)

2. Soit ¢ Vapplication de R dans R définie par - $¢(0) =1 et Yz £0, ¢(z) = E/ f(t)dt.
T .Jo

2.1 Monirer que ¢ est continue sur R et paire.

2.2 Montrer que : Vz € R, f(r) < ¢

——

z) £ 1. {on pourra commencer par supposer x > 0)
2.9 Montrer que : ¥z € R*, ¢'(z) = =(f(z) — ¢(z)).

Montrer que ¢ est dérivable en 0, avee ¢ (0) = 0. Donner les varigtions de .

o

1 e
- £ . i — = . 3 : 1 = U.
2.4 Montrer que m-l-l.l-?—lm Ifl f{tydt = 0. En déduire que xvljrfw ¢(z) =0

2.5 Tracer la courbe représentative de ¢ dans le méme repére que celle de f.
{ On ne demande pas Uétude des points d'inflexions)
3. Soit (u,) la suite définie par ug € R ef pour tout n de N v,y = ¢lu,), ot ¢ est
Uapplication du 2).

2
L4427

3.1 Montrer que : ¥Vt >0, 0 <

| =R

. L S
3.2 Montrer que, pour tout x strictement positif : | ¢ (z) |< — (1~ f(z)) = ;[:1_2f T8 dt. (On pourra
T 0

utiliser 2.2 et 2.3). En déduire que, pour tout T strictement positif : | ¢ {x) |< 3 et que cette
mégalité reste vérifiée pour tout ¢ de R.
3.3 Montrer gue Uéquation : x € R, ¢(x) = 2 admet une unique solution. On note o cetfe solution.

Montrer que o €]0; 1).
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1
3.4 Provver gue : Yne N, |u,1 —a | 7 fun —a .

En déduire que (u,) est convergente, et préciser sa limite.

4. On considére l'équation différentielle : 22y + zy = Arctan(z).
4.1 Résoudre cette équation différentielle sur | — oo, 0] et sur |0, +oof.

4.2 Montrer gue ¢ est l'unique solution sur R de cette équation différentielle.

Probleme d'Algébre

Dans ce probléme, E désigne un espace vectoriel cuclidien de dimension trois, B = (e, eq, €3) une base
orthonormée de E. La norme de E est notée || . ||. On note L(E) P'ensemble des endomorphismes

de ki, GL{E) l'ensemble des aulomorphismes de B, Idg Uapplication identique de E, og le vecteur
nul de B,

€ désigne un espace affine euclidien associé 4 E, R = (O, e1,eq,e3) un repére orihonormé de £,

-2 2
1
1. Soit i Pendomorphisme de E dont lo matrice relativement 4 B est A = 5 2 =1
2 2 -

4
1.1 Montrer gue 51}) est un demi-tour dont on précisera {'aze D.
1.2 En déduire que o est la composée commutative de deuz endomorphismes stmples de E que {'on
précisera,
2. On note § Uensemble des endomorphismes ¢ de E pour lesquels

3k € [0;1], Ve € B, (=) ISk [ = |

2.1 Monirer que ¥ appartient ¢ SNGL(E).

2.2 Idg cppartient-il 6 & ¢

2.9 Montrer que 8 est stable pour o. SN GL(E) est-il un sous-groupe de (GL(E),c) ¢

2.4 Soit  un élément de S. Montrer que Ker(p — Idg) = {og}. En déduire que (p — Idg)
appartient ¢ GL(E).

2.5 Montrer que p € 5 si et seulement si 3k € [0;1], Yz € E, (f} zl|l=1= @z | k)_

2.6 Soit p € L(E). On suppose qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice

de @ est diagonale, & éléments diagonauz sirictement inférieurs o 1 en veleur absolue,

Montrer que p € S.
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31 -1
1
5. Soit  Uendomorphisme de I dont la matrice reletivement ¢ B est M = = 1 3 1
-1 1 1
5.1 On définit @ e; = L(el —ey—e3), ey = i((31 +e3) ety = »Lv(el — &9 + 2ea).
' * V2 Ve
Vérifier que (€], e,,€4) est une base orthonormée B de E.
2.2 Déterminer la matrice de 1 dans lu base B . En déduire que 1 € S.
1 -1 o
{. Soit o, Uendomorphisme de E dont la matrice relativermnent ¢ Best Mo =a | 0 1 1
1 0 -1

) _ 1
On se propose de prouver que ¢, € 8 si et seulement si fol< 7

Seit x = x1e) + Toey + Taes un vecteur de £ de norme 1.

4.1 Montrer que : || @a(z) = (1 + (71 — 72 — 23)?).

4.2 Le vecteur x s%6crit, dans lo base B du 3.1 : @ = 7,e| + 2gey + Taey .
Montrer que : || ga(z) |*=a®(1 + 333’12). En déduire que : || palz) 1< 2 jal.

Déterminer Uensemble des  de F de norme 1 pour lesquels Uinégalité précédente est une égalité.
1
4.3 Montrer que v, €8 si et seulement si |a|< 7

5. Soit f une application affine de £ dans € dont 'endomorphisme associé p appartient 4 S.

8.1 Soit M un point de €. Monirer gue M est invariant par f st et seulement si
(¢~ Idg) (OM) = F(0)O.

5.2 Br déduire que [ admel un point invariant et un seul, que {'on note §}.

=k
5.9 Justifier Végalité ;: M € €, QF(M) = o(QM).
5.4 On définit la suite (M) de points de £ par My € £ et Vn € N, M, = f(M,).

5.4.1 Montrer que ﬁI_{l [ QM, fi=0.

5.4.2 Soient (zy,), (yn) et (2.} les suites réelles définies par : xq, yo et zy sont des réels, ef :

1 1
Tntl = 5T — 3Un + 1
N N = 1 L 1
e 3 yn+1 - 4yn + 4211, + i
g1 =3z - 1z, o+ 1

Montrer que (z4), {yn} 2t (2.) sont convergentes, et préciser leurs limites respectives,
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