CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2014
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Partie I

Question 1 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 1 : I,, € GLy(R) et —I,, € GL,,(R) mais I — I = 0,, ¢ GL,(R). Donc GL,(R) n’est pas un sous-espace
vectoriel de My, n(R). A) est faux et B) est vrai.
(GLn(R,.) est un groupe non commutatif pour n > 2 et est un groupe commutatif pour n = 1. Donc C) et D) sont faux.

Question 2 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 2 : Si i #j, on sait que E;;E;; =0 et donc

(I4+Ei;) (I-Eij) =T1+Ey; —Eij +EijE; =1L
Donc, sii#j, [ +E;j est inversible et (I + Ei)j)_] =1—Ei;. A) est vrai et B) est faux.
On sait que Eiz,i = Ei,; et donc

1 1
(I+Eii) <I _Ei,i) =I-SEi+Ei—sEi=1L
1

1

2 2 2
_ 1
Donc, I+ E;; est inversible et (I + Ej 1) L 3

=Eii. C) est vrai et D) est faux.

Question 3 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 3 : B), C) et D) sont faux car il y a la matrlce nulle qui est non inversible dans la réponse proposée.

Ensuite,(é })(: ?):( ) ( )(2) }):(} ;).Lamatriceinversible(g) })ne
1
1

1
1
commute pas avec la matrice inversible < . Donc la proposition A) est fausse.

On peut démontrer que
n
C(GLn(R) = {Z «Eii, a€ R*} ={al, « € R*}.
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Question 4 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 4 :

el —ex+e3=ej es =—ej —e3+ e es =—ej —e3+e
e1+e3+es=eb e —ex+e3=ej e1 —ex+e3=ej
ey — _ o/ = _ (o A = o/ /
2—e3—es=e; ex—e3—(—ej—ez+e;) =e; er1+ey=e;+e;
—e1+extes=e —er+ex+(—e1—e3+ej)=ey —2e1+ex—e3=—ej+e
es =—ej —ez+eb es =—e; —e3+eb
er=—ej+e)+e; er=—ej+e,+e;
= (L ’ ’ 5l = s ! /
er —(—e1 +e; t+e3)+ez=e 2e1 +e3=e]+e;+e;
—2e1 +(—e1 +e)+e;) —e3=—e,+e, —3e; —e3 =—2e)—ej+e;
es =—e; —ez+eb
ex=—ej+e)+e}
= _ / ! /
e; =—2e1 +e;+e;+e;
—3e1 —(—2e1 +ej+e,+e3) =—2e;—e;+ey
el =—ej +ej—ey
ex=ej]+e;+e
= ex —3e! —e! Iy e/
3 — e] 62 + e3 + 64
eq =—2e] +e;—e;—e,
-1 1 3 =2
Donc P est inversible et P~ = o -1
o 1 1 -1
-1 1 2 -1
Donc B) est vrai et A), C) et D) sont faux.
Question 5 :
A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI
Explication 5 : Pour n = 2, les matrices E1, et E 1 sont nilpotentes. E1 > x E» 1 = Ey,; n’est pas nilpotente car

Ef; =E11. B) est faux.

Ei2+Ex1 = ( ? (1) ) est non nilpotente et inversible. A) et C) sont faux. Enfin, il est connu que D) est vrai.

Partie 11

Question 6 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

1 1
n

1

1 T x 1 o
Explication 6 : u, (Af) = (J IAF(E)|™ dt) = <|7\“ Jo [f(t)|™ dt) = |Al (J'o ()™ dt) = |Alun(f).

0
D) est vrai et A), B) et C) sont faux.
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Question 7 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 7 : Soit ¢ > 0. Soit xo € [0, 1] tel que f (xo) = 1. Par continuité de f en xo, il existe des réels u et v tels que
O<u<vTet xo €u,v] et Vx € [u,v], f(x) > 1—¢ (y compris si xo =0 ou xo = 1). B) est vrai.

€
On suppose dorénavant que € €]0,2[ et que f(x) > 1— 5 pour x € [u,v]. Soit n € N*,

u v 1
(wn (7)) =J ()" dt +J (1) dt+J f(e)™ dt

u v
A%

> Jv [f(t)™ dt = J f(H)™ dt

u u

> (v—u) (1—§)n.

1
1 w
Puisque 1 — £ > 0, on en déduit encore que uy (f) > (v—u)JT (1 — %) D’autre part, w, (f) < <J 1 dt) = 1. En

2 0
résumeé,
vne N, (v—w)® (1 —%) <un(f) < 1.
C li (v—u)l(l—f)—1—i'l ist no tel n>n (v—u)l(1—f)>1—f—i—1—e
omme lim 5) = 3> il existe un rang no tel que, pour n > no, 5) > 375 = :

Pourn >2ng,onal—e<<u,(f)<1.

On a montré que lir_’I} Un(f) = 1. D) est vrai et donc A) et C) sont faux.
n—-+oo

Question 8 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 8 : Si M =0, alors la suite (un(g)) est nulle et donc lim wu,(g) =0= M.

n—-+4oo

1
Sinon, M > 0. La fonction f = M g est continue sur [0, 1] et a un maximum égal & 1. D’aprés les deux questions précédentes,

Un(g) = un (Mf) = Mu, (f) — M.

Dans tous les cas, lim un(g) =M =|M|. A) et D) sont vrais et B) et C) sont faux.

n—-+oo

Partie II1

Question 9 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
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Explication 9 : Soit n € N. Pour tout réel t € |0, = |, cost < 1 puis cos™ 't < cos™t aprés multiplication des deux

membres par le réel positif cos™ t. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que I,, 1 < I,

Alinsi, la suite (1) est décroissante. B) est vraie et A), C) et D) sont faux.
Question 10 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

) et C) sont vrais et A) et D) sont faux.

Explication 10 : [ = g ety =1.B
Question 11 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 11 : Soit n € N.

n+1 t}

© N3

%
—J sint(n 4+ 1)(—sint) cos™ t dt

Z
costcos™ 1t dt = [sin t cos
0

In+2 = J
0
=(n+ 1)J'2 sin?tcos™t dt = (n + 1)J'
0
= (Tl—|— 1) (In_InJrZ)s
et donc (n + 2)1,,42 = (n+ 1)1,,. Toutes les propositions sont fausses.
Question 12 :
A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

R

(1 — cos? t) cos™t dt
0

Explication 12 : En multipliant les deux membres de 1’égalité précédente par I,, 1, on obtient pour tout entier naturel
n, Mm+2) 112 = (m+ 1)I,11. Donc, la suite (nI, I, )1 est constante puis
T

vn € N*, nlhln 1 =Ll = z,

m nl I =L4I = E A) est vrai et B) est faux.

et en particulier, li
n—-+oo
Des questions 9 et 11, on déduit aussi que pour n > 1, I, > < I, 1 < I, puis

n—1 7111—2 < In—] <1

n I, L,
[, étant un réel strictement positif en tant qu’intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle. Le théoréme des

In—]

=1

gendarmes fournit alors lim
n—+oo I,

Question 13 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
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. . . 2 n _T1 n . 2 _ T .
Explication 13 : nl;, =nl,_4 In—In_1 7 X T =5 Donc, ngIEoo nli 5 A) est faux et B) est vrai.

En particulier, I, ~ 21 et donc I, — 0. C) et D) sont faux.
V 2n

Question 14 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 14 : Pour tout entier naturel non nul n, on a (2n)I, = (2n —2)I,_5 et donc pour n > 1,

-1 -3 3 1 . 1x3x..x(2n-])
n m—2 """ 27T T x4x... x2n

C) est vrai et A), B) et D) sont faux.

IZn =

I
7

Question 15 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 15 : Soit n > 1.

ITx3x...x(2n+1) 1 2L (2n+1)2
 —(2n+1)Em 2.\ /2ni2
Txdx . xIn S s sV VT
]sz"'x(zn—’_”xL—)&x Z[:i.DoncB)estvrabietA), C) et D) sont faux.
2x4x...x2n vn T 2

et donc

Question 16 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 16 : Soit x € }—g, g [

X gint
Fi(x) = il F [—In|cost|]y = —In|cosx]|.
0
o cost

A) et B) sont faux puis

Fo(x) = J tan®t dt = [tant — t]j = tanx — x.

C) est vrai et D) est faux.

Question 17 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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T
Explication 17 : Soit x € }——,

Fralx) + Fu(x) = | tan“t(]—%tanzt)dt::[

2’2

ﬂ[. Pour n € N,

X
tan™t! t] tan™t! x

0 n+] 0 T1+1

C) est vrai et A), B) et D) sont faux.

Question 18 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 18 : D’aprés la question précédente,

tan3 x

te 3
Fa(x) = dI; X 2(x) = 3 — tanx + x.

B) est vrai et A), C) et D) sont faux.

T
Explication 19 : Soit n € N. Pour tout réel t, de [O, Z}’ on a tant

deux membres par le réel positif tan™ t. En intégrant on obtient Jy, 1

Question 19 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

1 puis tan™"' t < tan™ t aprés multiplication des

<
<

Jn. La suite (J) est décroissante et minorée par

0. La suite (J5,) est donc convergente.
B) est vrai et A), C) et D) sont faux.

Explication 20 : Soit a € }O, ;

D’autre part, on a bien sir J,, <

http ://www.maths-france.fr

Question 20 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

[. Pour tout entier naturel n,

ENE

a
In :J tan™ t dt+J tan™ t dt
0 a
e
< atan™a+ (Z—a).

; < %[ + a. Donc A) et D) sont vrais et B) et C) sont faux.

Question 21 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 21 : La suite (J,,) est convergente. Soit { sa limite. D’aprés la question C), pour tout entier naturel n, on a

] T n+1 ]
Jnvz+Jn =17 (tan7) BT

Quand n tend vers +o0o, on obtient 2¢ = 0 et donc £ = 0. C) est vrai et A), B) et D) sont faux.

Question 22 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 22 : Pour tout entier naturel n, Jn + Jni2 = l] et donc Jon + Jont2 = 2n1+ T En tenant compte de
T
Jo=7.ona
S D S e ) = 3 (D — (1 o)
2k +1 (1)
k=0 k=0 k=0
= (=1%o — (=)™ 2542 (somme télescopique)
7t n
= Z'+(—4) Jan+2-
D t tn>11—l+ +(_1)n*2+(—1)n D) est vrai et A), B) et C) sont f
onc, pour tout n > 1, 3Tt T3 Jont2. est vrai e , e sont faux.
Question 23 :
A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI
Explication 23 : Puisque (—1)"]2n tend vers 0, on en déduit que
) 1 L
B R R
Mais on a aussi
1 (_])n+1 _ 1 (_])n—] 7n71 (_])k T
1—§+-~-+ﬁ—“§+m+ﬁ—§2k+1 s
Donc C) et D) sont vrais et A) et B) sont faux.
Partie IV
Question 24 :
A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX
Explication 24 : Si wP #1
n—I1 n—I1 n
1—(wP) 1—wnp
P _ Pk _ _
wp =) (wh)"= T—wP 1T —wpP’
k=0 k=0

= |

n—1
A) est faux et B) est vrai.Ensuite, si wP =1, Z wP = Z 1 =n. C) est vrai et D) est faux.
k=0 k=0

n—
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Question 25 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX

Explication 25 : D’aprés la formule du bindme de NEWTON,

:é (le)w“ - (i (E) (e_)k> —1=(1+e%

k=0

D) est vrai et A), B) et C) sont faux.

n—1

Explication 26 : On sait que X™ — 1 = H (X — wg). En évaluant en 0, on obtient —1

Question 26 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

k=0

H wi = (=)™ . B) est vrai et A), C) et D) sont faux.

Question 27 :

A) FAUX
B) VRAI
C VRAI
d) FAUX

Explication 27 : B) et C) sont vrais et A) et D) sont faux.

n
Explication 28 : De méme, (1+j2)" = Z (
k=0

2+ (145

C) et D) sont faux.

n
k

(1) =) (14

Question 28 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

http ://www.maths-france.fr

Question 29 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

)jZk et A) et B) sont faux puis

n—I1
(—nm H wy et donc
k=0
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Explication 29 : Un entier compris au sens large entre 0 et n est soit de la forme 3k, soit de la forme 3k + 1, soit de la
forme 3k + 2. De plus,

°0<3k<n<:>0<k<%(:>0<k<13(%)
o0<3k+1<n(:)—%<k<nT_](:>O<k<E “Tq
e0<3kt2<ne k< 2 bockcE (N2
3 3 3
et donc
E(n/3) 3k E((n—1)/3) e
_ -3k -2 3k+1 -2
Zn Z(sk)(]-i-J +(]))+ > (3k+1)(1+) + (%) )
k=0 k=0
El(n=2)/3) n 3k+2
] 3k+2 2
* ];) (3k+z)(+J +(9)™)
E(n/3) E((n—1)/3) n E((n—2)/3) n
_ ] 3k 6k ] :3k+1 +6k+2 ] :3k+2 +6k+4
5 (e T (o) 0 e T (L) e

D) est vrai et A), B) et C) sont faux.

Question 30 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX

Explication 30 : 1+ j3%+1 +36k+2 = 14§ 4+32 =0et 14j3%+2 40k =142 4§ = 0. D’autre part, 1+j3% +j°< =3
et donc

A) est vrai et B), C) et D) sont faux.

Question 31 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 31 : (1+j)™ + (1 +j2)n =14+ (1 +j)™=2re((1+j)"). A) et B) sont faux. Ensuite,
et donc C) est faux puis

et donc D) est vrai.

Question 32 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 32 : + (1 +j2)n = 2re((1+j)™) = 2cos (%) et donc A) et B) sont faux puis Z,, = 2™ + 2 cos (%) et

donc

En/3) n 1 nm
> (q) =3 (2 ().
k=0

C) est vrai et D) est faux.
Partie V

Question 33 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 33 : Le déterminant du systéme est Van(1,j,j2). Les trois nombres 1, j et j2 sont deux a deux distincts.
Donc, pour toutes valeurs de a, b et c, le systéme (S) admet une solution unique dans C3. B) est vrai et A), C) et D) sont
faux.

Question 34 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 34 : En tenant compte de 1+j +j2 = 0, dans les quatre propositions, on a x +y + z = a.
Dans A) et D), x +jy +j?z # b et donc A) et D) sont faux. Dans B), x +j?y +jz # c. Donc, B) est faux.
Enfin, avec la proposition C), en tenant compte de j3 =

3a+ (1432 +j)b+ (1452 +j)c

eX+y+z= 3
] . .2 3b ] .2 .
e x+jy+ij‘z= (+j+i)at 3 + (1457 +])e =b.
-I .2 . ] .2 . b 3
e x+iy+jze 0T +))a+(3 +j"+jlb+3e
C) est vrai.
Question 35 :
A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
. . . . , , . a+b-+c )
Explication 35 : Si la solution est réelle, alors x +y + z = a est un réel. Mais alors b +c = 3f — a est réel et
b- .2 b-z .
de méme bj + ¢j? = 3w —aet bj?+cj= 3% — a sont des réels.
Ensuite, (bj + cjz) — (bj2 + cj) =(j—j?)(b —c) =1v3(b —¢) est un réel puis b — ¢ est un imaginaire pur.
En résumé, b + ¢ € R et donc Imc = —Imb et b — ¢ est un imaginaire pur et donc Rec = Reb. Finalement ¢ = b.

Réciproquement, si a € R et ¢ = b, alors

a+b+c a+b+b  a+2Reb)

_ _ R

* T3 3 —3 €
a+ij’b+jc  a+ij’b+ij2b  a+ 2Re(j?b)

° 3 = 3 = 3 ek
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. a+jb+j’c  a+jb+jb  a+ 2Re(jb)

eR

3 3 3
Une solution de (S) est réelle si et seulement si a € R et b =¢. B) est vrai et A), C) et D) sont faux.

Question 36 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 36 : D’aprés la question précédente, A) est vrai et B), C) et D) sont faux.
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