Planche n° 35. Systémes d’équations linéaires : corrigé

Exercice n°1
m, a, b, ...sont des paramétres réels. On note (S) le systéme proposé et . I'ensemble des solutions de (S).

1) det(S) = 2(m(m—>5)—6)+ (3(m—5)—3)+7(6—m) =2m? —14m+12 = 2(m—1)(m—6). Le systéme est de CRAMER
si et seulement si m € {1, 6}.

e Sim ¢ {1,6}, les formules de CRAMER fournissent alors :

o 1 ‘5‘ i l _4(m? —5m—6) ~53m —18) ~7(m—6) _2(m—6)2m—9) _2m—9
2(m—1)(m —6) 2 3 m—5 2(m—1)(m—6) 2(m—1)(m —6) m—1
Y 1 _2]‘5‘ ; _25m-39) + (4m-27)+21 _ 14m-6) _ 7
2(m—1)(m —6) 7 7 m—5 2(m—1)(m—6) 2m—=1)(m—6) m-—1
1 203 4 ) Im_15) 494+ 7(—4m+15)  —14(m—6) 7
2 dm—1)(m—6) _7] ‘; 2 - 2(m—1)(m—6) T 2m—1)(m—6) m—1

2m -9 7 7
simg 1,6, 7 =1 (2, —t=,— .
m—1"m—-1" m-—1
2 1
-1 2
comme équations principales et x et z comme inconnues principales. Le systéme des deux premiéres équations s’écrit
3+ (m—6)y
{2x+z=4—3y X=——©

- N 5
x+22=5-—my et équivaut a Z:]4_(2m+3)y .

e Sim € {1,6}, det(S) = 0. Un déterminant principal est =5 #£0. On peut choisir les deux premiéres équations

La derniére équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité (les termes en y disparaissent si
m € {1,6}).

3 —6
Hmf)y—kw—#(m—m

S14m—-—6)=0& m==6.

14— (2m+3)y

x+3y+(m—-5z=7&7 s

=78214+14(m—-5)—-35=0
. R . . . 3 Y
Si m =1, le systéme n’a pas de solution et si m = 6, I’ensemble des solutions est . = g,y, -5 ) yeRs.

2) det(S) =2(-8m —4+2) — (4m+ 1) +52m + 2m + 1) = 0. Le systéme n’est jamais de CRAMER. Un déterminant

principal est

1 2 } = 3 # 0. On peut choisir les deux premiéres équations comme équations principales et x et z comme

« om—4—(4m+ 1)y

inconnues principales. Le systéme des deux premiéres équations équivaut a . La derniére

3
—-3m+8+ (5m+2)y
z= 3

équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité.

—4— (dm T 3m 484 (5m+2
Sx—y+dz=3m—2e 50" 3(“‘+ Y a3t Z( m+ 2y

&56m—4)+4(-3m+8) —-33m—-2)=059(m+2)=0&m=-2

=3m-—2

—16+7 14 -8
Sim # —2, le systéme n’a pas de solution. Si m = —2, ’ensemble des solutions est . = { ( ;— E » Yy 3 y) y Y € R}-

1T 1 1

31T m 1 = —2m? 4+ 2m = —2m(m — 1). Le systéme est de CRAMER en x, y et z si et seulement si m ¢ {0, 1}.
m —1 —m

e Sim ¢ {0, 1}, les formules de CRAMER fournissent :
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3—-t 1 1 2 2
Xzi] m+2+mt m 1 :(Zm Im)t + (—2m +2m):_t+]
—2m(m—1) 14t 1 -m —2m(m—1)
1 3—t 1
“2m? -2 —m2+2
ye— ' mizeme 0 |2 EEWo2mitd(2m?42m) m4l
—2m(m—1) m 14t —m —2m(m—1) m—1
11 3—-t > 2
227] 1T m m+2+mt :(Zm +2mjt + (—2m” + 2m) :_m—Ht_H.
—2m(m-—1) | - 14t —2m(m—1) m—1

1 1
Dans ce cas, ’ensemble des solutions est . = { (—t +1, Tmn—i_lt + ]’_‘rmn—:t + 1,t) , te R}.

x+y+z+t=3 z=2-—x
e Sim =0, le systéme s’écrit ¢ x+z=2 & < t=—1—y . Dans ce cas, le systéme n’a pas de solution.
y+t=-—1 1=3
x+y+z+t=3 t=20 t=0
e Sim =1, le systéme s’écrit { x+y+z—t=3 &< x+y+z=3 & (¢ x= . Dans ce cas, I’ensemble de
x—y—z—t=-—1 x—y—z=—I z=2—y
solutions est {(1,y,2 —y,0), y € R}
4)
1 2 3 m m+6 2 3 m
12 1T m 3| |m+6 1 m 3
det(S)=1 3 0 17 2| | mte m 1 2| CeCG+C+C+C)
m 3 2 1 m+6 3 2 1
1T 2 3 m 1 2 3
T 1 m 3 0o -1 m—3 3—m .
=(m+6) I m 1 2 =(m+6) 0 m—2 -2 2-m (Vie[2,4], Li « Li—Ly)
1 3 2 1 0 1 -1 T—m
—1 m—3 3—m —1 m—-3 0
=(m+6)| m—2 =2 2—-m|=(m+6)| m—2 =2 —m | (C3+ C3+Cy)
1 —1 T—m 1 —1 —m
—1 m—3 0
=—-m(m+6)| m—2 -2 1
1 —1 1
—1 m—3 0
=—-mm+6)| m—3 -1 0] (L« L,—1L3)
1 —1 1
——mm+6)| ', ™7 —mm-2)(m-4)m+6)
o m—3 -1 o )

Le systéme est de CRAMER si et seulement si m ¢ {0, 2,4, —6}. Dans ce cas :

m—1 2 3 m 0 2—(m—-1) 3—m(m—1) m—-3(m-—1)
1 m 3 1 1 m 3
mm—2)(m—4)(m+6)x = 0 m 1 2 171o m 1 5
0 3 2 1 0 3 2 1
3-m —m?+m+3 —-2m+3 5m—6 -m?+5m—3 —2m+3
=— m 1 2 =—| m—6 -3 2
3 2 1 0 0 1

= —[-3(5m—6) — (m—6)(—m? +5m — 3)]

=—m}+11m? —18m=—-m(m—2)(m—9).

m-—9

etx:_(111—4)(m+6)'
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—2m+3 0 —m?’4+m+3 —2m+3

1T m—1 3 m
2 1 m 3 2 1 m 3
m(m—2)(m—4)(m+6)y = 3 0 1 2 |7 3 0 1 2
m 0 2 1 m 0 2 1
—2m+3 —-m?’4+m+3 —2m+3
m 2 1
3m?—5m—6 —m?’4+m+3 2m?—4m—3
m-—6 2 -3
=—-33m? —=5m—6) — (m—6)(2m? —4m — 3)
= 2mP4+7m?—6m=—m(2m—3)(m—2)
ot U — — 2m—3
Y= T m—a(m—e)
1 2 m—1 m -2m+3 —m+3 0 —2m+3
2 1 1 3 2 1 1 3
mm—2)(m—4)(m+6)z= 3 m 0 2| = 3 m 0 2
m 3 0 1 m 3 0 1
—2m+3 —-m+3 —2m+3
= _ 3 m 2
m 3 1
= —(—2m+3)(m—6)+3(5m—6) —m(2m? —5m +6) = —2m> + 7m? —6m
=-m(2m — 3)(m — 2),
etz Mm—3
 (m—4)(m-—e6)
1 2 3 m-—1 —2m+3 —m+3 —mZ+m+3 0
2 1 m 1 2 1 m 1
mm-—2)(m—4)(m+6)t= 3 m 0 3 m 1 0
m 3 2 0 m 3 2 0
-2m+3 -m+3 —m’+m+3
— 3 m 1
m 3 2
=(=2m+3)2m—3)—33m? —=5m—3) + m(m> —m? —4m + 3)
=m*—m? —17m? +30m = m(m —2)(m? + m — 15)
2 _
ot t — m-+m-—15

e Sim =0, le systéme s’écrit

Xx+2y+3z=—1 x+y+z+t=0(E; +Ez) f— U —2
2x+y+3t=1 2x+y+3t=1 N
x+z4+2t=0 ) x+ytztt=0E;+E) T ¥ zy Z:O
3y+2z+t=0 3y+2z4+t=0 Xty tz=
1
Yy=x+ -

z=x—2y 4]
S x—2y-3x—2y)=1 &< z2=—x—=
t=—x—y—z

1 1 1
D’otu ’ensemble de solutions : .77 = {<x,x—|— g —X — Z’_X+ é_l> , X € R}.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



5 1 1
e Si m = 2, on obtient pour ensemble de solutions : { (x, —X — g,x + = —x— §> , X € R}.

2)
e Si m =4 ou m = —6, on voit en résolvant que le systéme est incompatible.
m 1 1
5| =1 =1 m |=m2m)+(-m+1)+(m+1)=2(m?+1) #0.
1T -1 —m

Le systéme formé des équations 1, 2 et 4 est donc de CRAMER. Les formules de CRAMER fournissent alors :

2m? —m —1 3m—1
7m27_’_],y:3—metl:7

La troisiéme équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité :

S-—m2m?—m-1+B-—m)(m?+1)+m@Bm—1)=—m(m?+1)
& -2mdP4+7m? —m+4+3=0

Le systéme est compatible si et seulement si m est I'une des trois racines de ’équation —2z3 +7z> —z+3 =0.

b ¢ T 1 1
1| 1 Van(a, b
6) detS = T aZ bZ CZ = T a b C = 7811((; )C) .
aci ¢ 1 9 abc| 2 42 .2 abc
Sia, b et c sont deux & deux distincts, le systéme est de CRAMER. On obtient :
_abc Van(m,b,c) a(b—m)(c—m)
~ mbc Van(a,b,c) m(b—a)(c—a)’
uis, par symétrie des roles, y = bla—m)(c =m) et z = cla—m)(b—m)
puis, par sy e g N T e A ="

Sia=b#c(oua=c#boub=c#a), le systéme s’écrit :

x+y=1—z x+y=1—-z X—H:fn:_]a_z
ax+ay+cz=m N a(l—z)+cz=m N zZ=——
1 1 1 1 1 1 1
—x+—y+-z=— —(1—z)+-z=— (l_l)m—a_l_l
a a c m a c m c a4/ c—a m a
Le systéme est compatible si et seulement si —¢) =0 ou encore (m = a ou m = ¢). Dans ce cas, 'ensemble
. m—c m—
des solutions est : { (x, —X, ) R}
a—c c—a

m
Sia=b=c,lesystéme s’écrit : x+y+z=1=—
a

a
= —. Le systéme est compatible si et seulement sim=a=b =c et
m

dans ce cas I’ensemble des solutions est : {(x,y,1—x —1y), (x,y) € R?}.

7)
(b+c¢)? b? c?
detS = a? (a+c)? c?
a? b? (a+b)?
(b+c)? b2 c?
=l a?—(b+c)? (a+c)?>—1b? 0 (L3 L3 —Lypuisly « L, —Ly)
0 b? —(a+c)? (a+b)?—
(b+4c)? b2 c? 2bc b2 c?
=(a+b+c)’| a—b—c a+c—b 0 =(a+b+c)? —2c at+c—D> 0
0 b—a—c a+b—c —2(b—¢) b—a—c a+b-—c

=2(a+b+c)(c*(—c(b—a—c)+ (b—c)la+c—Db))+ (a+b—c)(be(a+c—b)+ b))
=2(a+b+c)(c*bla—b+c)+ (a+b—c)be(a+c))
=2bc(a+b+c)?(a® + ab+ac) = 2abc(a+b +c)3.
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Si abc(a+b+c) #0, le systéme est de CRAMER et on obtient apreés calcul :

. (a=b+c)la+b—c)  (a—b-c)lat+b—c) otz (a—b+c)la—b—¢)
~ 2abc(a+b+c) Y= 2abc(a+b+c) ~ 2abc(a+b+c)

Sia=0 (oub=0ouc=0), le systéme s’écrit :

(b+c)?x+b?y+c?z=1

Aly+z)=1

b2 (y+2z)=1

Donc,

eSi((a=0et b?#c?) ou(b=0eta®+#c?)ou(c=0eta’?#b?)), le systétme n’a pas de solution.
e Sia=0et b=c#0, 'ensemble des solutions est {(0,y,—
(b=0eta=c#0)et (c=0et a=b#0)).
eSia=b=c=0,il n’y a pas de solution.

F), y € R} (résultats analogues pour les cas

e Sia=0et c =—b#0, 'ensemble des solutions est {(x,y — };‘J—z), (x,y) € R?} (résultats analogues pour

(b=0etc=—a#0)et (c=0etb=—a#0).
e Siabc#0et at+b+c=0,lesystéme équivaut a I’équation a’x + b?y + c?z = 1. L’ensemble des solutions est

1—aZx—b2
(o 0

8)
a b ¢ 1 b c 1 b c
detS=|c a b|=(a+b+c)|1 a b|=(a+b+c)|0 a—b b—c
b ¢ a 1 ¢ a 0 ¢c—b a—c
=(a+b+c)((a=b)la—c)+(b—c)?)=(a+b+c)(a?+b?+c?—ab—ac—bc)

— -

=(a+b+c)(a+ijb+j%c)(a+i*b+ijc)

Si detS # 0, les formules de CRAMER fournissent, :

p b ¢
xdetS=| q a b |=p(a®—bc)+q(c?—ab)+r(b*—ac)...
T c a
Exercice n° 2
1 2 3
0 1 =2 |=2+42(-7)=-12+# 0 et le systéme est de CRAMER en X7, X2 et x4. On note aussi que le systéme est
21 0

homogéne de rang 3 et donc que I’ensemble des solutions F est un sous-espace vectoriel de R de dimension 5 — 3 = 2.

X1 +2x2 —x3+3x4 +x5 =0 X1 +2x2 +3x4 = X3 — X5 XZZTZX1+5X3+4X5
X2 +%x3 —2%x4 +2x5 =0 & ¢ X2 —2x4 = —x3 — 2x5 & X4:z((—2X] +5x3 +4x5) +x3 + 2x5)
2x1 +x2 —5x3 —4x5 =0 2x1 +x2 = 5x3 + 4x;5

X1+ 2x2 + 3x4 = %3 — X5
X2 = —2x71 4+ 5x3 + 4x5

S xg = —%x7 +3x3 + 3x5
X1 + 2(—2x7 + 5x3 +4x5) + 3(—x7 + 3x3 + 3x5) = X3 — X5

X1 = 3x3 + 3x5
& ¢ X2 =-—%x3 —2xs5
X4 =0

Ainsi, F = {(37(3 + 3x5, —x3 — 2x5,%3,0,X5), (x3,X5) € Rz} = Vect (e1,e2) on e = (3,—1,1,0,0) et e; = (3,—2,0,0,1)
et, puisque dimF = 2, une base de F est (e1,e2).

Exercice n° 3

Si zy est laffixe complexe de My et ay est l'affixe complexe de Ay, le probléme posé équivaut au systéme :

Vk € [1,n—1], zx + zk+1 = 2ak et zn + 21 = 2an.
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Le déterminant de ce systéme vaut :

1 1 0 0
0
0l=1x 11 4 (=)™ x 177 (en développant suivant la premiére colonne)
0 1
10 ... 0 1

=1— (=™

e Sin est impair, detS = 2 # 0 et le systéme admet une et une seule solution.
On obtient z; = 2a71 — 27, z3 = 2a2 — 241 + 21,0, Zn = 2an_1 — 2an_2 + ... + 2a2 — 2a7 + z7 et enfin :
2an 1 —20n_2 + ...+ 2a2 — 2a71 +z1 + 21 = 2an,

etdonczy =a;—az+..—an_1+appuisz; =ar+a—az+..+an_1—0an puis zz3 = —aj +az +az — ag... + dn, ...
puis z, = —a; +a —az + ...+ an—1 + an.-

e Si 1 est pair, detS = 0 mais le mineur formé des n — 1 premiéres lignes et n — 1 derniéres colonnes est non nul. Donc, le
systéme est de rang n — 1, les n — 1 premiéres équations et n — 1 derniéres inconnues peuvent étre choisies pour équations
et inconnues principales.

On résout les n — 1 premiéres équations constituant un systéme de CRAMER en z3,...,z,. On obtient

z2 =2a1 —z1, z3 =202 —2a1 + 21y eesy Zn =20n-1 —2an_2 + ... —2a3 + 2a;1 — z;.

La derniére équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité :

2an1—2an_ 2+ ..—2a24+2a71—2z1+21 =2a, & a1 +az...=ax+ag +...

Cette derniére condition se traduit géométriquement par le fait que les systémes de points (A1, As,...) et (A2, A4,...) ont
méme isobarycentre.

En résumé, si n est pair et si les systémes de points (A7, As,...) et (A2, Ag,...) n’ont pas méme isobarycentre, le probléme
n’a pas de solutions.

Si n est pair et si les systémes de points (Aq, A3, ...) et (A2, A4,...) ont méme isobarycentre, le probléme a une infinité de
solutions : M est un point quelconque puis on construit les symétriques successifs par rapport aux points A, Az ...

Exercice n° 4
Soit Dy, le déterminant du systéme pour n > 3. En développant ce déterminant suivant sa premiére colonne, on obtient
la relation de récurrence :

vn > 5) Dn=Dn1— anZ)

ce qui fournit aisément par récurrence, en tenant compte de D3 = D4 = —1:

Vk > 1, D3k = D3kp1 = (—1)% et D342 = 0.

Pour n élément de 3N* U (1 + 3N*), le systéme est de CRAMER et homogeéne et admet donc une et une seule solution &
savoir la solution nulle.

Pour n = 3k + 2, puisque Dy = 0 mais que le mineur de format n — 1 constitué des n — 1 premiéres lignes et colonnes est
Dn_1 et est donc non nul, le systéme est homogéne de rang n — 1 et ’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel
de R™ de dimension 1. On trouve aisément & = {A(1,—1,0,1,—1,0...,1,—1), ;A € R}.

Exercice n° 5
(1) = (2). Montrons par récurrence sur n > 1 que : (V(aq,...,an) € E™/ (det(fi(aj))1<ijen =0) = ((f1, ..., Tn) lice).

e Pourn=1,

(Vay € B/ det(fi(aj))i<ij<1 =0) = (Vai/ fi(ar1) = 0) = (f1 =0) = (fy) lice.

e Soit n > 1. Supposons que (V(ar,...,an) € E™/ det(fi(aj))i<ij<n =0) = (f1, ..., fn) lice.

Soient fy,..., fny1 M+ 1 fonctions telles que V(aq, ..., ant1) € EM1/ det(fi(aj))1<i,j<ns1 = 0.

Si (f1y...,Tn) est liee alors (f1,...,fni1) est liée en tant que sur-famille d’une famille liée. Si (fq,..., ) est libre, par
hypothése de récurrence, il existe ay,...,an n éléments de E tels que det(fi(aj))i<i,jen # 0. Mais, par hypothése, on a :
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Vx € E, det(fi(ar)y ..., filan), fi(x))1<icnst = 0.

n+1
En développant ce déterminant suivant sa derniére colonne, on obtient une égalité du type Z Aifi(x) = 0 ot les A; sont

i=1
n+1

indépendants de x ou encore une égalité du type Z Aify = 0 avec Anqq1 = det(fi(aj))i<i,j<n # O ce qui montre encore
i=1

que (f1,...,fny1) est lice.

(2) = (1). On suppose que 3(&1, »an) € EM/ det(fi(a;))1<ijen #0). Montrons que (f1,...,fn) est libre.

Soit (A1,...,An) € C™ tel que Z?\ fi = 0. En particulier : Vj € [1,n], Z?\ fi(a;) = 0. Les n égalités précédentes

i=1 i=1
fournissent un systéme d’équations linéaires en les A; & n inconnues, n équations, de déterminant non nul et homogéne

ou encore un systéme de CRAMER homogeéne dont on sait qu’il admet pour unique solution (A1, ...,An) = (0,...,0). On a
montré que (fy,..., ) est libre.

Exercice n° 6

Soit A la matrice de I’énoncé. En développant det (A ) suivant sa premiére colonne puis en développant le déterminant
de format n — 1 obtenu suivant sa premiére ligne, on obtient det (A) = —det (An_2) pour n > 3.

Par suite, pour p > 1, det (Azp) = (=1)P~Tdet (A2) = (—1)P # 0 et pour p > 1, Azp est inversible.

On a aussi, pour p > 1, det (Azpy1) = (—1)P~ Tdet (A3) = 0 et, pour p > 1, Asz n’est pas inversible. Finalement, A,
est inversible si et seulement si n est pair.

Dorénavant, on pose n=2p (p > 1). Pour X = (xi)1<ign €t Y = (Yi)1<ign vecteurs colonnes donnés, on a :

X2 =Yq
AX=Y & Vie [[Z,Zp—]]], Xi—1 + Xi+1 = Yi
X2p—1 =Y2p
Ce systéme se résout en x, = yj puis, par récurrence, pour k < p, X2k = Yak_1 — Y2k_3 + ... + (=1)¥"Ty; et aussi

X2p—1 = Yzp, puis, par récurrence, pour k < p, Xok—1 = Y2k —Y2k+2 + ...+ (—1)p— kyzp. D’ou l'inverse de A quand n =8
par exemple :

o 1 0 -1 0 1 0 -1
1 0 0 O O O 0 O
0 0 0 1 0o -1 0 1
AT — -1 0 1 o o0 o0 0 0
o o 0 0 o0 o0 1 0 -1
1T 0 -1 0 1 0 0 0
o 0 0 o0 o0 0 0 1
-1 0 1 o -1 0 1 0
Exercice n°7
Soit (X1, ..., xn) ER™ et F = Z X+ b . La fraction rationnelle F s’écrit, aprés réduction au méme dénominateur :
k
k=1
F= % ouQ = H(X + by) et P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.
k=1

Maintenant,
(X1, .-y Xn) solution de (S) & Vk € [1,n], Flax) =1 & Vk e [1,n], (Q—P)(ax) =0.

Par suite, puisque les ayx sont deux a deux distincts, Q — P est divisible par H(X — ay). Mais, Q est unitaire de degré n

k=1
n

et P est de degré inférieur ou égal a n— 1, et donc Q — P est unitaire de degré n ce qui montre que Q —P = H(X —ay)

k=1
ou encore que

n n
=[[x+b0)—J[(X—a.
k=1

k=1
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:]:

H(X—l—bk

—ax)
Réciproquement, si F = <=1 o k:] , alors Yk € {1,...,n}, Flax) = 1.
[Ix+00)
k=1
En résumé,
n n
n X H(X+bk)_H(X—ak)
i k k=1 k=1
(X1 +.ry Xn) solution de (S) & Z Xrbe = _
. [T+ by
k=1
n n
H(X+bk)_ H X — ag)
svie[l,n], xi = lim (x+ by _ k=1
x——by
H X+ bk
k=1

H(bi+ ay)

evie[n], x=Xxl——
H(bi_bk)
kA

Exercice n° 8

1) Soit ()\k)lgkgn eCn.

> Mefa, =0=Vpeon—1], > ANfP) =0=Vpe[o,n—1], ¥xeR, ) Acale =0
k=1 k=1 k=1

n
= Vp e [0,n—1], Z Akay (égalités obtenues pour x = 0).
k=1

Les n derniéres égalités écrites constituent un systéme (S) de n équations linéaires 4 n inconnues A1, . .., An. Le déterminant
de ce systéme est Van (aj,...,a,). Ce déterminant n’est pas nul car les ax sont deux & deux distincts. Par suite, (S) est
un systéme de CRAMER homogeéne. (S) admet donc 'unique solution (Aq1,...,An) = (0,...,0). On a montré que la famille
(fak)lgkgn est libre.

2) Soit (Ak)y<pcy € CP

K (@) e = 0= Vn e [0,p — 1], Zxqu_o
k=1

Il M‘U

Les n derniéres égalités écrites constituent un systéme (S) de p équations linéaires a p inconnues Ag, ..., Ap. Le déterminant
de ce systéme est Van (qr,...,qp). Ce déterminant n’est pas nul car les qi sont deux a deux distincts. Par suite, (S) est
un systéme de CRAMER homogéne. (S) admet donc 'unique solution (A1,...,Ap) = (0,...,0). On a montré que la famille

((qE)HEN)nggn est libre.
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