Planche n° 6. Systémes d’équations linéaires : corrigé

Exercice n° 1.

1) Soit (x,y,z) € R3.

2x+3y—z=1 z=2x+3y—1 z=2x+3y—1 x=1
Ix+y+2z2=6 &< x+y+22x+3y—1)=6 &< & +7y=38 &S¢ 8+7y=38

x—3y+z=2 x—3y+(2x+3y—1)=2 3x=3 z=2x+3y—1

x=1
&< y=0
z=1

L’ensemble des solutions du systéme proposé est {(1,0,1)}.

2) Soit (x,y,z) € R3.

- 2x+y+z=7 2x+y+z=7
Xx+y+z=7 x+2y+z=38 x+2y+z=38
X+2y+z=8 & 97— 0 & 22=9
X+y+22=29 X+tytiz= x+y+2z=

2x4+y+z)+(x+2y+z)+(x+y+22)=7+8+79 X+y+z==6
2x+y+z)—(x+y+z)=7—6 x=1 N
(x+2y+z)—(x+y+z)=8—6 y=2 B
=2
TN xty+22)—(x+y+z)=9-6 T z=3 A
X+y+z=6 X+y+z=6 n

I’ensemble des solutions du systéme proposé est {(1,2,3)}.

3) Soit (x,y,z) € R3.
x+y+z=2 y=3x—1 Oxx=5
x—y=1 S z=—4x+4 S y=3x—1
dx+z=4 x+(3x—1)+(—4x+4)=2 z=—4x+4

Le systéme proposé n’a pas de solution.

4) Soit (x,y,z) € R3.

2x+y=1 y=—x Yy=—x
x+y=20 S 2x—x=1 S x=1
x+4y =-1 x —4x =—1 x =1
o { X i]
y=-—1I
I’ensemble des solutions du systéme proposé est {(1,—1,z), z € R}.

5)
x+y+z+t=3 2x =2 (L1 « L +13) x =1
x+y+z—t=3 &< x+y+z—t=3 S T+y+z—t=3
x—y—z—t=-—1 x—y—z—t=-—1 l—-y—z—t=-1

& y+z—t=2 & —2t=0 (L« L;+1L3)
—y—z—t=-2 —y—z—t=-2

x=1
= t=0
z=—-y+2
L’ensemble des solutions du systéme proposé est {(1,y,0,—y + 2), y € R}
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Exercice n° 2.

Soit M(x,y,z) un point de I'espace.

Megﬂgg,@{x—l—y—i—h_] {z_—2x+y+2 - <:>{—3x—|—3y_—3>

2x—y+z=2 Xx+y+2(—2x+y+2 z=—-2x+y+2

o y:x—] N y:X—]
z=—-2x+(x—1)+2 z=—x+1

x=A
SIAER/ ¢ y=A—1
z=—-A+1
x=A
P NP est la droite de représentation paramétrique ¢ y=A—1 | A € R. Il revient au méme de dire que ’ensemble
z=—-A+1
x+y+2z=1

des solutions du systéme { est {(x,x —1,—x+ 1), x € R}.

2x—y+z=2
Exercice n° 3. m est un paramétre réel.

1) Soit (x,y,z) € R3.

2x+3y+z=4 z=4—2x—3y z=4—-2x—3y
—x4+my+2z=5 YEN —x+my+2(4—2x—3y)=5 & —5x+ (m—6)y=-3 .
7x+3y+(m—5)z=7 7x+3y+(m—->54—-2x—3y)=7 (—2m+17)x + (=3m + 18)y = —4m + 27

Le déterminant du systéme formé par les deux derniéres équations est

A:‘ PR L ‘:—5(—3m—|—18)—(—2m+17)(m—6):(m—6)(15—(—2m+17))
=2(m—1)(m—6).

Le systéme formé par les deux derniéres équations est de CRAMER si et seulement si m ¢ {1, 6}.

e Sim ¢ {1,6}, les formules de CRAMER fournissent alors :

«— 1 ‘ -3 m—=6 ‘
—5x + (m—6)y = —3 2m—=1)(m—6)| 4m+27 —3m+18
{ (—2m+ 17)x + (—3m+ 18)y = —4m 427 < | s 3
yZZ(m—U(m—G)‘ dm 417 —4m 427 ’
_ 4m? —42m 4108
AT 2(%4111”—(?4 °)
Y= 2m—1)m—s)
X_2(2m—9)(m—6)_2m—9
N 2(m—1)(m —6) m—1
 l4m-—6) 7
S 2m—=1)(m—-6) m-—1
2m —9
X =
iy m7—1
L

Mais alors,
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X =

2X+3y+z=4 m—1

—Xx+my+2z=5 S y:%
x+3y+(m—=>5)z=7 m-— Im — 9 7
z=4-2 —3xX ——
m— —1

_2m -9

 om-—1

o 7

|

—4m—7

z=—-—

m—1

2m—-9 7  —A4m-7
Si m ¢ {1, 6}, 'ensemble des solutions du systéme proposé est { < m m ) }

m—1"m—-1" m-—1
z=4—2x—3y
2x+3y+z=4 z=4—2x—3y
e Sim =1, le systéme s’écrit { —x+y+2z=5 ouaussi{ —5x—5y=—-3 ou encore x+y:5 . Dans ce
x+3y—4z=7 15x + 15y = 23 23
X+y:ﬁ.
cas, le systéme n’a pas de solution.
z=4—2x—3y x:é Xzé
e Si m = 6, le systéme s’écrit { —5x =—3 ou encore 5 3 ou enfin ?4
5x=3 z:4—2><5—3y z:€—3y

14
Si m = 6, ’ensemble des solutions est { (%,y, 5 - 3y> y e R 5.

2) Soit (x,y,z) € R3.

2x+my+z=3m x=02m+1)y—2z+4
x—(2m+1Ny+2z2=4 &< 2(2m+1y—2z+4)+my+z=3m
—y+4z=3m-2 5(2m+1y—2z+4)—y+4z=3m—-2

x=02m+1y—2z+4

=2m+1)y—2z+4
x = (@m 1)y -2z Gm+2)y—3z=3m-—38

& 5Gm+2)y—3z=3m—38 &

(Tom+4)y —6z=3m—22 (5m+2)y—3z:%m—11.
Ensuite,
3 3
3m—8= zm—ﬂ & Em:—3(:)m:—2.
e Sim # —2, le systéme n’a pas de solution.
. 14 — 8y , 14 — 8y

: R . x=—-3y—2z+4 =—F =2

e Sim = —2, le systéme s’écrit { B ou encore 3 4_ ou enfin . .
—8y—3z=-14 X:_3y_21 8y+4 . 1é+7y

3

Dans ce cas, I’ensemble des solutions est { (_]6;— 7y y Uy 1 ; &J) y Y€ R}.

Exercice n° 4.

Si zy est laffixe complexe de My et ay est l'affixe complexe de Ay, le probléme posé équivaut au systéme :
vk e{1,....,n—1} zx + zx 11 = 2ax et zn + 21 = 2aq,

Résolvons le systéme constitué des n — 1 premiéres équations

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



21+ 22 = 2a4 zy =201 — 27
zy +2z3 =2az z3 =2a; —2a1 + 27
z3 +2z4 = 203 z4 =2a3 —2az +2a1 — 27
&
Zn-2+2Zn_1 =20n_2 Zno1 =2an-2—2an 3 +...+ (=) Ba; + (-1
Zno1+2n =2an_1 Zn =20n-1—2an_2+2an_3+...+2(=1)"2a; + (—1)" 'z

La derniére équation s’écrit alors 2an_1 —2an_2 +2an_3 +...+2(=1)"2a; + (=1)"'z; +z; = 2a,, ou encore

(1= (=™ z1 =2an —2an_1 +2an—2 —2an_3 +...+2(=1)"'a
e Si n est impair, cette derniére équations est équivalente a

Z1=Qn—an 1+an2—an 3+...+(=1)"""a

En reportant cette expression dans les n — 1 premiéres équations, on obtient le fait que le probléme posé a une solution
et une seule.

e Si n est pair, la derniére équation s’écrit

Oxzi=an—an_1+an_2—0an_3+...—ay
Sian—an_1+an_2—an-3+...—aj #0, le probléme posé n’a pas de solution.
Sian—an_1+an_—2—an_3+...—a; =0, la derniére équation est vérifiée par tout nombre complexe z7. Le systéme se

réduit alors aux n — 1 premiéres équations. Le probléme posé a dans ce cas une infinité de solutions.

Remarque. Si n est pair, on peut poser n = 2p, p € N*. La condition azp —azp—1+azp-2—0azp-3+...+az—a; =0
s’écrit encore

— ———— =
A1A2 +A3A4+ ...+ A2y 1A2, = 0.
Exercice n° 5.

1) Soient a, b et c trois réels. Pour tout réel x, posons P(x) = ax? + bx + c.

P(1) =1 a+b+c=1 b=-2a+1 b=-2a+1
P'(1)=1 &<{ 2a+b=1 S at+(—2a+1)+c=1 &< —a+c=0
P(—-1)=0 a—b+c=0 a—(—2a+1)+c=0 3at+c=1
a—]
b=—2a+1 1
&4 ¢=a &4 b==
dat+a=1 ]2
€T3
1, 11 1 5
S Vx € R, P(X):ZX +zx+£—‘<:>Vx€R, P(x):Z(X—H) .

1
1l existe un et un seul polyndéme P de degré 2 tels que P(1) =1, P/(1) = 1 et P(—1) = 0 a savoir le polynome x Z(X-i—])z.

2) Soient a, b, ¢ et d quatre réels. Pour tout réel x, posons P(x) = ax® + bx? + cx + d.
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P(—1) =1 —a+b—c+d=1 d=—a—-b-—c
P(1)=0 &< a+b+c+d=0 &{¢ —a+b—c+(—a—b—-c)=1
P(2) =1 8a+4b+2c+d=1 8a+4b+2c+(—a—b—c)=1

& —2a—2c=1 = 2

7a+3b+c=1

_ 1
c——a—z]
&
b:—2a+z
d=2a
3 T\ .2 |
&S Vx € R, P(x) =ax” + (—2a+ z)x + (—a—z)x—}—Za.

|

Les polynomes P de degré 3 tels que P(—1) =1, P(1) =0 et P(2) = 1 sont les polynoémes de la forme

1 1
x — ax® + <—2a+ f) x? + <—a—z)x+2a, aeR.
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