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1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

1.1 Présentation du probléme

On se donne deux fonctions a et b définies et continues sur un intervalle I de R & valeurs dans R ou C et on s’intéresse a
I’équation différentielle linéaire du premier ordre

y +ay=>b (E).

Résoudre I'équation différentielle (E), ¢’est trouver toutes les fonctions f dérivables sur I vérifiant

Vx € 1, f'(x) + a(x)f(x) =b(x) (x).

Une solution de (E) sur I est une fonction dérivable sur I vérifiant (*). Les courbes représentatives des solutions de (E)
sur I s’appellent les courbes intégrales de ’équation différentielle (E).

b est le second membre de I’équation différentielle (E). L’équation différentielle homogéne (ou « sans second membre »)
associée a ’équation (E) est

y'+ay=0  (En).
On notera 8 (resp. 8p) l'ensemble des solutions de (E) (resp. (En)) sur L

1.2 Résolution de I’équation y’ + ay = b par la méthode de LAGRANGE

On se donne a : x+— a(x) et b : x +— b(x) deux fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans R ou C.
Par commodité, dans ce qui suit, K =R ou K = C. On veut résoudre sur I I’équation différentielle

y +ay=>b (B

Puisque la fonction a est continue sur I, la fonction a admet des primitives sur I. On note A une primitive de la fonction
a sur 1. Enfin, on fixe un réel x¢ de 1.

Soit f une fonction dérivable sur I. Puisque la fonction exponentielle ne s’annule pas sur K,

f solution de (E) sur I & Vx € I, f'(x) + a(x)f(x) = b(x)
svxel, A (x) + ax)er M f(x) = b(x)er™) (car Vx € I, eA¥) +£0)
evx el (eAf)l (x) = b(x)er

X
&3ICeK/Wxel, fx)er™ = C+J b(t)eMV) at
X0

&3CeK/Wxel, f(x) = Ce M) e J b(t)er V) dt.

X0

Maintenant, la résolution ci-dessus a été effectuée sous I’hypothése « soit f une fonction dérivable sur I ». Il reste donc a
se préoccuper de la dérivabilité des solutions obtenues puis d’éliminer parmi les solutions obtenues celles qui ne sont pas
dérivables sur I.

Puisque la fonction a est continue sur I, la fonction A est définie et dérivable sur I et il en est de méme des fonctions

x = CeAX)_ D’autre part, puisque la fonction b est continue sur I et que la fonction A est continue sur I (car dérivable
X

sur 1), la fonction t — b(t)e*t) est continue sur I. Mais alors, la fonction x J b(t)eMY) dt est déerivable sur

X0
xX

I et il en est de méme de la fonction x — e*A(X)J b(t)er) dt. Finalement, pour tout C € K, la fonction x
X0

Ce AKX 4 e=AK) J b(t)eMY) dt est dérivable sur I et par suite solution de (E) sur I.

= Commentaire. Le moment clé de la résolution est le moment o on multiplie les deuz membres de Uégalité par ™). On
fait ainsi apparaitre la dérivée du produit e™f ((eAf) "M p AN =M+ aef). On passe ainsi d’une équation ow l'inconnue
f apparait deux fois (f' + af = b) a une équation ou l’inconnue f apparait une seule fois ((eAf)/ =be). Il v’y a plus alors qu’a
parcourir le chemin en sens inverse pour remonter o f (c’est-a-dire intégrer puis multiplier les deux membres par e ).

On peut énoncer :
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Théoréme 1. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans R (resp. C). Soit xo € I.

Les solutions sur I de I’équation différentielle y’ + ay = b sont les fonctions de la forme

X

x — Ce A 4 e_A(X)J b(t)er) dt, C € R (resp. C € C),

X0

ou A est une primitive fixée de la fonction a sur I.

En particulier, ’équation y’ + ay = b admet au moins une solution sur I.

Exemple 1. Soit (E) 'équation différentielle y’ +y =1 sur [ =R.

Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R & ¥x € R, f/(x) + f(x) =1
& Vx € R, e*f'(x) + e*f(x) = e~
& Vx €R, (exp x )/ (x) = e~
&S IACeR/Vx e R, e*f(x) =e*+C
SIACeR/Vx eR, f(x) =1+ Ce ~.
L’ensemble des solutions de (E) sur Rest S ={x — 1+ Ce *, C € R}.
Exemple 2. Soit (E) I'équation différentielle 2xy’ —y = 3x? sur I =]0, +ool.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

f solution de (E) sur J0, 400l & Vx €]0, 4+00l, 2xf’(x) — f(x) = 3x?

1 3
& Vx E]O) +OO[) f/(X) — ﬂf(X) = EX
1
& Vx 6]0, —}—oo[’ e*% ln(x)f/(x) o ﬂei% ln(x)f(x) _ %xe*% In(x)

/
& Vx €10, +o0l, (e*%h‘(")f) (x) = ;x X —

& Vx €10, +o0l, <\/i§f> (x) = ;x%

& 3C e R/ Vx €0, +ool, —=f(x) = x? +C

& 3C e R/ Vx €]0, 400, f(x) =x? 4+ Cy/x.

—_

L’ensemble des solutions de (E) sur ]0,+oo[ est § = {x —x2+Cyx, Ce ]R}.
Exemple 3. Soit (E) I'équation différentielle (chx)y’ + (shx)y = thx sur [ = R.

Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R & Vx € R, (chx)f’(x) + (shx)f(x) = thx
& ¥x € R, (ch xf)'(x) =thx
& 3AC e R/ Vx € R, chxf(x) =In(chx) 4+ C
In(chx) 4+ C

S ACeR/Yx R, f(x) =
chx

In(chx)+ C

L’ensemble des solutions de (E) sur R est 8§ = {x — T
¢

,CGR}.

1.3 Structure de ’ensemble des solutions

Théoréme 2. Soit a une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C.

Les solutions de (Ep,) : y’+ay = 0, sur I, sont les fonctions de la forme Cfy ot o est une solution non nulle quelconque
de (Ey,) sur I et C € K.
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DEMONSTRATION .
X

Les solutions de (E) : y’ 4+ ay = b sur I sont les fonctions de la forme x — Ce M) 4 gm AKX J b(t)eA(t) dt. Quand b est la fonction
X0

nulle, on obtient en particulier le fait que les solutions de (En) : y’ + ay = 0 sur I sont les fonctions de la forme x +— Ce A,

On note que la fonction x — e ™) n’est pas nulle. Donc, si on pose f; = e, f; est une solution non nulle de (En) sur I et

8n = {Cfy, C € K}

Si maintenant, fo est une solution non nulle quelconque de (Ey), alors il existe Co € K\ {0} tel que fo = Cofy. Mais alors,

Co
et {Cfo, C € K} ={CCof1, C € K} C {C'f1, C’ € K}. Finalement 8§ = {Cfy, C € K}.

{Cf;, CeK}= {C£C0ﬁ, CGK} = {Sfo, CGK} c {C'fo, C' e K}
0

Théoréme 3. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K =R ou C.

Les solutions de (E) : y’ 4+ ay = b sur I sont les fonctions de la forme Cfo + f; ou fp est une solution non nulle
quelconque de (En) sur I (ont (Ep) est équation homogene associée y’ + ay = 0), f; est une solution particuliére de
(E) sur Tet C € K.

DEMONSTRATION . D’aprés le théoréme 1, 'équation (E) admet au moins une solution sur I. Soit f1 une solution particuliére
de (E) sur I. Par construction, la fonction fy vérifie f; + af; = b sur I. On note aussi fo une solution non nulle de (Ey) sur L.

Soit alors f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & f' +af =b & ' + af = f] + af;
E(f—f1) +alf—f)=0
& f — 1y solution de (Ey) sur I
& 3AC e K/ f— 1) = Cfy (d’aprés le théoréme 2)
& 3IC e K/ f = Cfo + fy.

a

On a ’habitude de dire que la solution générale de 1’équation différentielle (E) est la somme d’une solution particulicre de
I’équation (E) et de la solution générale de ’équation homogéne associée (Ep) :

sol gén de (E)

sol part de (E)

+
sol gen de (Ep).

Exemple 1. Soit (E) 'équation différentielle xy’ —2y = 0 sur I =]0, +oo[. Sur I, ’équation (E) est équivalente a I’équation
y’ — =y = 0. Puisque la fonction a : x — —— est continue sur ]0,+ool, les solutions de ’équation (E) sur I sont de la
X X

forme Cfy, C € R, ou o est une solution non nulle de (E) sur I. La fonction fo : x — x? est bien stir solution de (E) sur
I et donc les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — Cx?, C € R. a

Exemple 2. Soit (E) 'équation différentielle xy’ — 2y = 0 sur [ = R. Sur I, 'équation (E) n’est pas du type y’ + ay =0

ou a est une fonction continue sur I. Le théoréme 2 ne s’applique donc plus.

La fonction fo : x — x? est encore solution de (E) sur I et de maniére plus générale, les fonctions de la forme x — Cx?,

C € R, sont des solutions de (E) sur I. Mais rien ne permet d’affirmer que 'on a trouvé toutes les solutions de (E) sur I.
xZsix >0

De fait, la fonction f : x — x2 n’est pas du type x — Cx?, C € R, mais on vérifie facilement que cette

_TSiX<O

fonction est dérivable sur R (et en particulier en 0) et vérifie pour tout réel x, xf’(x) — 2f(x) = 0 ou encore f est solution
de (E) sur I = R. Voici le graphe de la fonction f.
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Exemple 3. Soit (E) I'équation différentielle xy’ —2y = 1 sur I =]0, +oo[. Sur I, 'équation (E) est équivalente a I’équation
2
y’ — =y = —. Puisque les fonctions a : x — —= et b : x — — sont continues sur ]0, +ool, les solutions de I’équation (E)
X

X X
sur I sont de la forme Cfy 4 f1, C € R, o fp est une solution non nulle de (Eyn) sur I et f; est une solution particuliére

de (E). La fonction fo : x — x? est bien str solution de (Ej) sur I et la fonction f; : x — ) est bien sir solution de

1
(E) sur I. Dong, les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — ) +Cx%, CeR. a

1.4 Le théoréme de CAUCHY

Théoréme 4 (théoréme de CAUCHY). Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs
dans K =R ou C.

Pour tout (xo,yo) € I x K, il existe une solution f de (E) : y’ + ay = b sur [ et une seule vérifiant f (xo) = yo.

DEMONSTRATION . Soit (xo0,yo) € I x K. Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme f : x — Ce A 4

X
eiA(X)J b(t)eiAm dt ot A est une primitive donnée de a sur I et C € K. On choisit pour A la primitive de a sur I qui s’annule
X0

X

en Xxo. Donc, pour tout x de I, A(x) :J a(t) dt.
X0
X0

f(x0) = Yo & Ce A¥0) 4 g7 J b(t)e MY dt =yo & C = yo.

X0

Ceci montre I'existence et 1'unicité d’une solution prenant la valeur yo en xo.

Expression de la solution de y’ + ay = b prenant la valeur yo en xp :

X
x = yoe AN 4 emA) J b(t)et) dt

X0

ol A est la primitive de a sur I s’annulant en xo.

= Commentaire . [l ne faut surtout pas croire que [’existence et/ou l'unicité d’une solution vérifiant une « condition initiale » est
automatiquement acquise, méme pour des équations différentielles trés simples.

o L’équation différentielle (x — 1)y’ + (x — 1)y = 1 n’admet pas de solution sur R car si f est une fonction dérivable sur R,
(1= + (1 —=1)f(1) =0 #1 (cette équation ne peut s’écrire sur R sous la formey’ + ay =b avec a et b continues sur R).

o L’équation différentielle xy’ — 2y = 0 admet (au moins) deuz solutions distinctes s’annulant en 0 & savoir x — x* et x — —x*

(cette équation ne peut s’écrire sur R sous la formey’ + ay =b avec a et b continues sur R).
2

o L’équation différentielle y'* —y =0 admet (au moins) deuzx solutions distinctes s’annulant en 0 & savoir x — 0 et X — T (cette
équation n’est pas linéaire).
Les hypothéses du théoréeme de CAUCHY sont précises : ...continues ...intervalle ... et le théoréme de CAUCHY ne peut étre

utilisé que quand ces hypothéses sont vérifiées.

Un corollaire important au théoréme 4 est :
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Théoréme 5. Soit a une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C.

Une solution de I'équation différentielle y’ + ay = 0 s’annulant sur I est nécessairement la fonction nulle.
Toute solution sur I de I'équation différentielle y’ 4+ ay = 0, non nulle sur I, ne s’annule pas sur I.

DEMONSTRATION .  Soit f une solution de I'équation différentielle y’ + ay = 0 sur [, s’annulant en un certain réel xo de I (c’est-
a-dire prenant la valeur 0 en xo). La fonction nulle est aussi une solution de I’équation différentielle y' + ay = 0 sur I, s’annulant en
Xo. Par unicité d’une telle solution, on en déduit que f = 0.

Par contraposition, si f est une solution non nulle de 1’équation différentielle y’ + ay = 0 sur I, f ne s’annule pas sur 1.
a

= Commentaire. On peut obtenir ce résultat directement o partir de l'expression des solutions. Les solutions de l’équation

différentielle y' + ay = 0 sur 1 sont les fonctions de la forme x Ce ")

, ot A est une primitive de a sur I et C € K. Pour une
telle solution, ou bien C = 0 et dans ce cas, cette solution est la fonction nulle, ou bien C # 0, et dans ce cas, cette solution ne

s’annule pas sur 1 (car la fonction exponentielle ne s’annule pas sur C).

1.5 Meéthode de variation de la constante

Dans ce paragraphe, on suppose connue une solution fy sur I de ’équation homogéne (Ey, ), non nulle sur I. Pour résoudre
I’équation différentielle (E) sur I, il ne manque plus qu'une solution particuliére de (E) sur I. Le théoréme suivant fournit
un moyen d’en obtenir une.

Théoréme 6. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C. Soit (E)
léquation différentielle y’ + ay = b. Soit fo une solution sur I, non nulle, de ’équation homogéne associée (Ey,).

Il existe une solution particuliére de (E) sur I de la forme f; : x — C(x)fo(x) ou C est une fonction dérivable sur I.

De plus, la fonction C vérifie C' = o
0

DEMONSTRATION . Soit C une fonction dérivable sur I puis f; = Cfo.

fi+afi =b & C'fo + Cfy +aCfo =b & C'fo+ C x (fo +afo) =b
& C'fg = b (car fo est solution dey’ + ay = 0 sur 1)

s C = fB (car fo ne s’annule pas sur I).
0

Maintenant, les fonctions b et fo sont continues sur I (fo est continue sur I car dérivable sur I) et la fonction fo ne s’annule pas sur

I. Donc, la fonction ™ est continue sur I. Par suite, la fonction ™ admet au moins une primitive sur I. On en déduit 'existence de
0 0
la fonction C.

a

Exemple. Considérons 'équation différentielle (E) : y'—y = cosx sur I = R. Les solutions sur R de I’équation différentielle
y’ —y = 0 sont les fonctions de la forme Cfy ou fo est la fonction x — e* et C € R.

Déterminons une solution particuliére de (E) sur I par la méthode de variation de la constante. Soient C une fonction
dérivable sur I puis f; = Cfp.

f1 solution de (E) sur I & Vx € R, C’(x)e* + C(x)e* — C(x)e* =cosx & Vx € R, C’(x) = cosxe *
Or,

Jcos xe * dx = Re (J e Xel* dx) — Re (J el—1+i)x dx)
e

(—1+i)x —x .. 1
—Re(S& ) 4A=Re e *(cosx +isinx)(—1—1) A
—14+1 2

e *(—cosx + sinx)

= + A
2
) e *(—cosx +sinx . : . o —cosx +sinx
La fonction C : x — ( > ) convient et fournit la solution particuliére f; : x — —
—cosXx +sinx

Les solutions de ’équation différentielle (E) sur I sont les fonctions de la forme x — Ce* + ,CeR. a

2
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1.6 Principe de superposition des solutions

Théoréme 7 (principe de superposition des solutions). Soient a, by et by trois fonctions continues sur un
intervalle I & valeurs dans K = R ou C. Soient A et A; deux nombres réels ou complexes.

On suppose que T7 est une solution particuliére sur I de ’équation y’+ ay = by et que f2 est une solution particuliére
sur I de léquation y’ + ay = by. Alors, la fonction f = Aqf; + Axf2 est une solution particuliere de 1’équation
différentielle y’ + ay = b ou b =A1by + Aby.

DEMONSTRATION . f est dérivable sur I et

fl+ af = (A]f] +)\2f2)/+ a X ()\]ﬁ +)\2f2) =N\ (fll + aﬁ) + A2 (fé + (lfz)
=Ab; +A2b, =b.

a
C 1 ), . . . . —CoSX + sinx .
Considérons par exemple I'équation différentielle y’ —y = cosx + x. La fonction x — — est solution de
y’ —y = cosx sur R et la fonction x — —x — 1 est solution de y’ —y = x sur R. Donc, une solution particuliére de
. . . . —cosX +sinx
léquation différentielle y’ —y = cosx + x sur R est la fonction x — — 5 X~ 1.

1.7 Prolongement de solutions
Exemple 1. Considérons I’équation différentielle (E) : xy’ —2y = 0 sur R. Sur I =]0, +o00[ ou ] — o0, 0[, (E) est équivalente

ay’— =y = 0. Puisque la fonction a : x — —— est continue sur I, les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme
X

X
Cfo ou fp est une solution non nulle de (E) sur I et C € R. Plus précisément, les solutions de (E) sur ]0, +oo[ ou ] — 00, 0[
sont les fonctions de la forme x — Cx?, C € R.

Passons a l'intervalle I = R. La fonction nulle est solution de (E) sur R. Plus généralement, les fonctions de la forme
x — Cx?%, C € R, sont solutions de (E) sur R. Déterminons maintenant toutes les solutions de (E) sur R.

Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, 0 x f/(0) — 2f(0) = 0 et donc, nécessairement (0) = 0.
D’autre part, la restriction de f a ] — 00, 0[ (resp. ]0,+ool) est solution de (E) sur ] — oo, 0[ (resp. ]0,+oo[). Donc, il existe
deux constantes Cq et C, telles que pour x < 0, f(x) = C1x? et pour x > 0, f(x) = C2x%. En résumé, si f est une solution
Cix2six <0
de (E) sur R, nécessairement il existe (Cy,C2) € R? tel que ¥x € R, f(x) =< 0six =0
CoxZsix >0
Réciproquement, une telle fonction est dérivable sur ] — oo, 0[ et solution de (E) sur ] — oo, 0[, dérivable sur ]0, +oo[ et
solution de (E) sur ]0,4+ool et enfin, si cette fonction est dérivable en 0, cette fonction vérifie encore 1’équation (E) pour
x = 0. En résumé, une telle fonction est solution de (E) sur R si et seulement si cette fonction est dérivable en 0.
f(x) —f(0) Cix*—0 f(x) —f(0) Cax*—0
) © - X = Cyx et pour x > 0, ) © — 2 = Cx. Quand x tend vers 0, & droite
x—0 x—0 x—0 x—0
f(x) —f(0) f(x) —£(0)
—————— tend vers 0 ou encore ———
x—0 x—0
en 0 pour tout choix de Cy et C, puis, la fonction f est solution de (E) sur R pour tout choix de C; et Cj.

Pour x < 0,

ou a gauche, tend vers 0 quand x tend vers 0. La fonction f est donc dérivable

Cix?six <0
Les solutions de (E) sur R sont les fonctions f de la forme x — ¢ 0six =0 . (C1,C2) € R2. On peut noter que si on
Cox?six >0
pose : Vx € R f](x)_{ x“six <0 et Vx € R fz(x)_{ 0six <0
’ OSIX>0 ’ XZSiX>0,

ou encore f = C;fy + C,f,. Donc, ’ensemble des solutions de (E) sur R est {C1f1 + Caf2, (Cq,C2) € Rz}. |

2
alors pour tout réel x, f(x) = C;f1(x) + Caf2(x)

Exemple 2. Considérons I’équation différentielle (E) : xy’ +y = 0 sur R. Sur I =]0, 00| ou ] — 0o, 0], les solutions de (E)

sont les fonctions de la forme x — —, C € R.
X

C
7] six < 0
Une solution de (E) sur I =R est nécessairement de la forme x — { 0six=0 , (Cy,C;z) € R?.
C
2 six>0
X

Réciproquement, une telle fonction est solution de (E) sur R si et seulement si cette fonction est dérivable en 0.
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Si Cy # 0 ou Cy # 0, la fonction f n’a pas une limite réelle en O et en particulier, n’est pas dérivable en 0. Si C; = C, =0,
la fonction f est la fonction nulle.

L’équation différentielle (E) admet sur R une solution et une seule & savoir la fonction nulle. a

= Commentaire. A ce jour, nous ne pouvons étudier que des exemples trés simples car nous manquons d’outils pour étudier la
dérivabilité d’une fonction en un point. Ces outils seront exposés dans le chapitre « Comparaison des fonctions en un point ».

Exercice 1. Résoudre I’équation différentielle [x[y’ — (x — 1)y =x3

1) sur ]0, +ool,

2) sur | — oo, 0],

3) sur R (cette question ne peut pas étre résolue si on ne connait pas le chapitre « Comparaison des fonctions en un
point »).

Solution 1. On note (E) équation différentielle homogene associée x|y’ + (x — 1)y = 0.
1
1) Résolution de (E) sur ]0,+oo[. Sur ]0, +o0o[, I'équation (E) s’écrit y’ + (1 — ;) y = x?. Puisque les deux fonctions

1
x — 1 —— et x — x? sont continues sur ]0, oo/, les solutions de (E) sur ]0, +oco[ sont de la forme x — Afg + f1, A € R, oul

X
fo est une solution non nulle de (Ey) sur ]0,+oo[ et f1 une solution de (E) sur ]0, +ool.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, +oo[

f solution de (E) sur ]0, +oo[ & Vx €]0, +ool, f'(x) + <1 — l> f(x) =x?
& Vx €]0,4-o0l, X B/ (x) + (1 — %) ) f(x) = xZeX I

x I
& Vx €]0, +ool, (%f) (x) = xe*

X

& 3C € R/ Wx €0, +o00l, %f(x) — (x—1)e*+C
& 3C e R/ Vx €]0,+o0f, f(x) =x% —x + Cxe ™.

Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — x? —x + Cxe *, C € R.
1
2) Résolution de (E) sur | — 0o, 0[. Sur ] — oo, 0[, I’équation (E) s’écrit y’ + (—1 + ;) y = —x?. Puisque les deux fonctions

1
X — —1 4 — et x — —x? sont continues sur ] — 0o, 0, les solutions de (E) sur ] — oo, 0[ sont de la forme x — Afo + f1,

X
A € R, ou fp est une solution non nulle de (Ey ) sur ] — 0o, 0[ et f1 une solution de (E) sur | — oo, O[.
Soit f une fonction dérivable sur | — oo, O[
1
f solution de (E) sur I & ¥x € I, f/(x) + (—1 + ;) f(x) = —x?

1
VAN Vx € I, €7X+1n(7xjf/(x) + <_] + _) eforln(fx)f(X) _ _XZefXJrln(fx)
X

& vx e, (—xe*"f)/ (x) =x’e X & Vxel, (xe f) "(x) = —x3e .

Or, J—x3e*" dx =x3e ™™ —3J'x2e*" dx = (x> 4 3x%)e ™ — 6Jxe*X dx = (x> +3x> + 6x+6)e ¥+ C, C € R et donc

f solution de (E) sur ] — 00,0[ < 3C € R/ Vx €] — 00,0[, xe *f(x) = (x> +3x*> + 6x + 6)e X + A

& 3AC e R/ Vx €] — o0, 0] f(x)=x2+3x+6+6+xce .

6+ Ce*

Les solutions de (E) sur ] — oo, 0[ sont les fonctions de la forme x — x% 4+ 3x + 6 + ,CeR.
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3) Résolution de (E) sur R. Soit f est une éventuelle solution de (E) sur R. Nécessairement il existe (Cy,C) € R? tel que

2 —X o
x*—x+Cixe *six >0 P BV

— >
0six —0 {x x+Cixe *six >0

6+ Cye*
6+ Cye* 2 -
x2+3x+6++72six<0 XT 4 3xt6+ S1x

X
fonction est solution sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.

vx € R, f(x) = . Réciproquement, une telle

<0

Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, f(x) = —x+o0(x)+ Cix(1+0(1)) = (C; —1)x+o(x). Par suite, f est dérivable
a droite en 0 pour tout choix de Cy et f;(0) = Cy — 1.

Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures,

X2
6+Cy (1 — 2
+ 2< +x+ 5+ olx )) 64 C) e
f(x) =6+ 3x+o(x) + " = +6+Cy+ 3+7 X+ o(x)
Si C, # —6, f n’a pas de limite réelle quand x tend vers 0 par valeurs inférieures et si C; = —6, f(x) = o(x). Par suite, f est
dérivable & gauche en O si et seulement si C, = —6. Dans ce cas, quand x tend vers 0 par valeurs inférieures, f(x) = o(x)

et fg(0) = 0. Maintenant, f est dérivable en 0 si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en 0 et f4(0) = 4(0).
Ceci équivaut & C; = —6et C; =1.
x2—x+xe *six>=0

6(1 —eX)

I’équation (E) admet une solution et une seule sur R a savoir la fonction x +— { . 0
s1X <

x24+3x+6+

2 Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants

On s’intéresse maintenant aux équations différentielles du type (E) : ay” + by’ + cy = g(x) ou a, b et ¢ sont trois
constantes complexes (a # 0) et g est une fonction continue sur un intervalle I de R a valeurs dans C. Cette équation est
une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (les coefficients du premier membre ne varient
pas quand x varie).

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions f, deux fois dérivables sur I a valeurs dans C, vérifiant :
Vx € 1, af”(x) + bf'(x) + cf(x) = g(x).
L’équation homogene (ou « sans second membre ») associée a 'équation (E) est 'équation (Ey,) : ay” + by’ +cy = 0.

2.1 Le théoréme de CAUCHY

On admet le théoréme suivant (dont la démonstration est hors programme et dépasse de toute fagon le niveau de maths
sup) :

Théoréme 8. Soient (a,b,c) € C* x C x C et g une fonction définie et continue sur un intervalle I de R a valeurs
dans C.

Pour tout (xo,Yo,z0) € I x C x C, il existe une solution f de I’équation différentielle ay” + by’ + cy = g sur I et une
seule vérifiant f (xp) = yo et /' (x0) = zo.

Intéressons nous maintenant & I’équation homogéne.

2.2 Résolution de I’équation ay” + by’ +cy =0, (a,b,c) e C* xCx C
2.2.1 Le cas général ou a, b et ¢ sont complexes

On se donne trois nombres complexes a, b et ¢, a étant non nul. On veut résoudre sur R I'équation différentielle ay” +
by’ 4+ cy =0 (En), ¢’est-a-dire on veut trouver toutes les fonctions deux fois dérivables sur R & valeurs dans C, vérifiant
pour tout réel x, af”(x) + bf’(x) + cf(x) = 0.

Découvrons le résultat. Par analogie avec le premier ordre, cherchons des solutions f de la forme x — e**, z € C. f est
deux fois dérivable sur R et pour tout réel x,

af”(x) + bf’(x) + cf(x) = az?e®™ + bze™ + ce™ = (az? + bz +c) e**.
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Par suite,

f solution de (E) sur R & Vx € R, (az” + bz +c) e**
& az? +bz+c =0 (car Vx € R, e** #£0).

L’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0, d’inconnue une fonction f, s’est « transformée » en une équation algébrique
d’inconnue un nombre complexe z.

DEFINITION 1. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes, a étant non nul. Soit (Ey) 'équation différentielle ay” +
by’ +cy =0.

L’équation caractéristique de I’équation (Ey) est I’équation (E.) :

az’ +bz+c =0,

d’inconnue un nombre complexe z.

On sait que deux cas de figure se présentent :

ler cas. Si b? —4ac # 0, équation (E.) admet dans C deux solutions distinctes 11 et T2. D’aprés le travail fait plus
haut, les deux fonctions f1 : x +— e""* et f2 : x +— e"2* sont solutions de (Ey,) sur R. On obtient alors beaucoup d’autres
solutions : les fonctions de la forme x — A1f7 + A2f2, (A1,A2) € C?, sont des solutions de (Ey) sur R. En effet,

a(Afy + 7\2f2)/l +b (A f + 7\2f2)l +cAMifr+2A2f2) =N (af{’ + bf{ +cf1) + Az (leé/ + bfé + cf7)
=AM x04+A; x0
=0.
Ainsi, {?\11’1 + A2f2, (A1,A2) € (CZ} C 8n. On va maintenant démontrer que I'on a obtenu toutes les solutions de (E) sur
R ou encore on va démontrer que {A;f1 +A2f2, (A1,A2) € C?*} = 8p.

Soit f une solution de (Ey) sur R. Posons yo = f(0) et zo = f’(0). Pour (A7,A2) € C? et x € R, posons encore
g(x) =Aje" X 4+ Azerzx,

g(0) =yo o A1 +A2 =Yyo A2 =yo— A
g'(0) = zo AT+ AT =20 A+ (yo—AM)rm2 =20
?\1720—1301”2
(r1 —T12) A1 =20 —Yor2 TS
{)\zzyo—?n TNy vora (T AT
T —T2

Zo —YoT2
Ay = 20 Yol

T —T2
< YoT1 — Zo
A= ———.

T =72

Zo —YoT2 eT1X+yoT1 —Zo
T —T2 T —T2
et g’(0) = f’(0). Par unicité d’une telle solution (théoréme de CAUCHY), on a g = f et donc f est de la forme Aqfy + Ay f2,

(A1,A2) € C?. On a ainsi montré que 8y, = {?\11“1 + A2f2, (A1,A2) € (Cz} ou f1 est la fonction x — e"'* et f; est la fonction
X — e’2x,

Soit alors g la fonction x — e"2*. La fonction g est solution de (Ey,) sur R et de plus, g(0) = f(0)

b
2éme cas. Si b2 —4ac = 0, 'équation (E.) admet dans C une solution double 1 = ———. La fonction f; : x — e"™

a
est solution de (Ey) sur R. Vérifions que la fonction f2 : x +— xe™ est aussi solution de (Ep) sur R. Pour x € R,
f5(x) = e™ +rxe™ puis 5 (x) =re™ +re™ + r2xe™ = 2e™ + r?xe™ puis

aff (x) +bf}(x) + cf2(x) = a (2e™ +17xe™) + b (™ + rxe™) + cxe™
= (ar” +br+c) xe™ + (2ar + b)e™
b

=0xxe™+0xe™ (carr=—=)
2a
=0.
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Ainsi, les fonctions f1 et f2 sont solutions de (Ep) sur R et plus généralement, comme dans le premier cas, les fonctions
de la forme A1 fy + Azf2, (A1,A2) € C2, sont solutions de (Ep) sur R.

Réciproquement, soient f une solution de (Ey,) sur R puis yo = f(0) et zo = f'(0).
Soient (A1,Az) € C? puis g = A1f7 + A2f2. Pour tout réel x, g(x) = A1e™ 4+ Ayxe™ = (A7 +xAz) e™.

{ 9(0) =yo ®{ A =1Yo

g'(0) =zo ™A+ A =20
A1 =Yo
< { A2 =20 —TYo

Soit alors g la fonction x — yoe™ + (zop — 1yo) xe™. La fonction g est solution de (Ey) sur R et de plus, g(0) = f(0) et
g’(0) = f’(0). Par unicité d’une telle solution, on a g = f et donc f est de la forme A1 fy 4+ A2f2, (A7,A2) € C2. On a ainsi
montré que Sy = {7\1f1 + A2f2, (A1,A2) € (CZ} ou f1 est la fonction x — e™ et f; est la fonction x — xe™.

On peut énoncer :

Théoréme 9. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes tels que a # 0 puis (Ep) I'équation différentielle

ay” +by’ +cy=0.
On note (E¢) : az? + bz + ¢ = 0, I’équation caractéristique associée.

e Si (E.) a deux solutions distinctes 11 et 12 dans C, les solutions de I’équation (Ep) sur R sont les fonctions de la
forme x — Ae™ X + pe™*, (A, u) € C2.

e Si (E¢) a une solution double r dans C, les solutions de I’équation (Ej) sur R sont les fonctions de la forme
X = (A4 px) e™, (A, u) € C%.

2.2.2 Le cas particulier ou a, b et c sont réels

On se place maintenant dans le cas particulier oti a, b et ¢ sont réels. Le discriminant A = b? — 4ac de Péquation
caractéristique est donc un réel. Trois cas de figure se présentent.

ler cas. On suppose que b —4ac > 0. Dans ce cas, ’équation caractéristique (E.) admet deux solutions réelles distinctes
T1 et 2. Les solutions complexes de I'équation (Ep) sur R sont les fonctions de la forme x — Ae™* 4 pe™2*, (A, u) € C2.
On va déterminer parmi ces solutions celles qui sont réelles.

Soient (A, ) € C? puis f : x +— Ae™* + pe™2X,
f(R) CR & Vx € R, f(x) = f(x)
<:>VX c R, Aerlx + HQTZX :Xerlx +}—lerzx

:>{ Ad+u=A+m (I)

e+ pem — Re™ 4+ ie™  (II) (obtenu pour x =0et x = 1)

(e —e")A=(e2 —e™")N ., -
:>{ e TE e - eren (- ()

= { i\ti)\ﬁ (car e™' # 1, puisque 17 et 13 sont réels et distincts)

= AeRetpekR.

Réciproquement, si A et p sont réels, alors f est & valeurs dans R. Ceci montre que les solutions réelles de I’équation (Ey,)
sur R sont les fonctions de la forme x +— Ae™™ 4+ pe™*, (A, u) € R2.

2éme cas. On suppose que b? —4ac = 0. Dans ce cas, 'équation caractéristique (E.) admet une solution réelle double T.
Les solutions complexes de équation (Ey) sur R sont les fonctions de la forme x — (A 4+ px)e™, (A, u) € C2.

Soient (A, ) € C? puis f : x — (A + ux)e™.
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fR)CRES VX eR, A+pux)e™ = (A+7x)e™

A=A
_>{(A+uhf=(i+ﬁ)a (obtenu pour x =0 et x =1)
é{x_l

m=T

=>AcRetpekR.
Réciproquement, si A et p sont réels, alors f est & valeurs dans R. Ceci montre que les solutions réelles de I’équation (Ey,)
sur R sont les fonctions de la forme x — (A + px)e™, (A, n) € R2.

3éme cas. On suppose que b2 —4ac < 0. Dans ce cas, I’équation caractéristique (E.) admet deux solutions non réelles
conjuguées 11 = uw—+1ivet T2 = u—1iv, (u,v) € R x R*. Les solutions complexes de I’équation (Ey,) sur R sont les fonctions
de la forme x — AW V)X 4 pelu=ivix — gux (Felvx 4 ye—ivx) (A u) € C2.

Soient (A, ) € C? puis f : x +— "~ (Aei"" + ue*i"").

f(R) CR&Vx e R, etx (}\eivx 4 uefivx) — eux (Xefivx +}—leivx)
& VX c R, Aeivx + uefivx _ Xefivx 4 Heivx

Apu=A+1 _ o
:>{ i = —ih T (obtenupourx—Oetx—zv)
Au=A+H
:>{ A—pu=-A+0

= p=A((D) - (11))/2).
Réciproquement, si w = A, alors pour tout réel x, f(x) = e** (7\6“’" + Xe*i"") =e"*Re (7\6“’"). f est donc a valeurs dans
R. Ceci montre que les solutions réelles de I'équation (Ej,) sur R sont les fonctions de la forme x — e**Re (Aei""), AeC.

En posant A = a4+ i, («, B) € R?, on obtient le fait que les solutions réelles de (Ey) sur R, sont les fonctions de la forme
X = e (accos(vx) — Bsin(vx)), (&, B) € R?. Enfin, B décrit R si et seulement si —B décrit R et donc les solutions réelles
de (En) sur R, sont aussi les fonctions de la forme x — e** (x cos(vx) + B sin(vx)), («, p) € R2.

On peut énoncer

Théoréme 10. Soient a, b et ¢ trois nombres réels tels que a # 0 puis (Ey ) I'équation différentielle

ay” +by’ +cy=0.
On note (E.) : az? + bz + ¢ = 0, I'équation caractéristique associée et A le discriminant du trinéme az? + bz + c.

e Si A >0, (E.) a deux solutions réelles distinctes r1 et r2. Les solutions réelles de I’équation (Ey) sur R sont les
fonctions de la forme x — Ae™'* 4 pe™2*, (A, u) € R2.

e Si A =0, (E¢) a une solution double réelle r. Les solutions réelles de 1’équation (Ey ) sur R sont les fonctions de la
forme x — (A + px) e™, (A, u) € R2.

e Si A <0, (E.) a deux solutions non réelles conjuguées 11 = uw+1iv et 12 = u—1iv ou (u,v) € R x R*. Les solutions
réelles de I’équation (Epn) sur R sont les fonctions de la forme x — e™* (A cos(vx) + wsin(vx)), (A, 1) € R2.

Exemples.

e Les solutions réelles sur R de I'équation différentielle y” — 4y’ + 3y = 0 sont les fonctions de la forme x — Ae* + pe3*,
(A, ) € R? (I'équation caractéristique associée est z2 — 4z + 3 = 0).

_x
2’

e Les solutions réelles sur R de ’équation différentielle 4y” + 4y’ +y = 0 sont les fonctions de la forme x — (A 4 px)e
(A, ) € R? (I'équation caractéristique associée est 4z +4z +1 = 0).

e Les solutions réelles sur R de Iéquation différentielle y” — 2y’ + 2y = 0 sont les fonctions de la forme x — e*(Acosx +
usinx), (A, n) € R? (I'équation caractéristique associée est z2 — 2z +2 = 0 et a pour solutions 1 +1iet 1 —1).

e Soit w un réel strictement positif. Les solutions réelles sur R de I'équation différentielle y” + w?y = 0 sont les fonctions
de la forme x +— A cos(wx) + wsin(wx), (A, u) € R? (I'équation caractéristique associée est z2 + w? = 0 et a pour solutions
iw et —iw). a
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2.3 Reésolution de ’équation ay” + by’ + cy = g(x)

2.3.1 Le cas général ou g est une fonction continue

Théoréme 11. Soient a, b et ¢ trois nombres réels tels que a # 0 et g une fonction continue sur un intervalle I de R
a valeurs dans K = R ou C puis (E) I’équation différentielle
ay”+by +cy=g (E).

La solution générale de I’équation (E) sur I est la somme d’une solution particuliére de (E) sur I et de la solution
générale sur [ de I'équation différentielle homogene associée ay” + by’ +cy =0 (Ep).

DEMONSTRATION . Le théoréme 8 appliqué avec xo réel fixé de I et yo = zo = 0 montre que I’équation (E) admet au moins une
solution fo sur I. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & af” +bf’ +cf = g & af’ + bf' 4+ cf = afy + bfl +cfo
S a(f—fo)" +b(f—fo) +c(f—1f) =0
& f —fp solution de (Ep) sur I
& il existe f1 solution de (Ey) sur I telle que f — fo = f3
& il existe f1 solution de (Ey) sur I telle que f = fo + f5.

Une solution quelconque de (E) sur I est donc la somme d’une solution particuliére de (E) sur I et d’une solution quelconque de (Ey,)
sur [. K

2.3.2 Quelques exemples avec un second membre particulier

On doit savoir déterminer sans aide une solution particuliére de (E) sur I dans quelques cas particuliers concernant le
second membre.

2.8.2.1 Second membre du type Ae, (A,\) € C?

L’équation différentielle (E) s’écrit donc ay” + by’ +cy = Ae™*. Cherchons une solution particuliére de la forme f : x
A’eM A’ e C. Pour tout réel x, on a

af”(x) + bf’(x) + cf(x) = A’ (aA? + bA +¢) e,

puis

Vx € R, af”(x) + bf’(x) + cf(x) = Ae™ & A’ (a?\2 +bA+c) =A.
A Ax

Si aA? 4+ bA + ¢ # 0 ou encore si A n’est pas racine de I’équation caractéristique (E.), la fonction x — ————e
ar? +bA+c

est solution de I’équation différentielle (E) sur R.

e Si aA? +bA+c = 0 ou encore si A est racine de I'équation caractéristique (E. ), cherchons une solution particuliére de (E)
de la forme f : x +— A’xe™, A’ € C. Pour tout réel x, on a f'(x) = A’ (1 +Ax) e puis f”(x) = A’ (A + A1 +Ax)) eM =
A’ (A*x + 2A) e puis

af”(x) + bf’(x) + cf(x)

A’ (@ (W% +2N) +b (1 + Ax) + cx)
A’ ((aA +bA+c)x+ (2aA + b)) e
A’ (2aA +b) e,

puis
Vx € R, af”(x) + bf’(x) + cf(x) = Ae™ & A’ (2aA +b) = A.

Si 2aA + b # 0 ou encore si A # —2% ou encore si A est racine de (E.) sans étre racine double de (E.), alors la fonction

X Lxe
2aA+D

e Si aA? +bA+c =0et 2aA+ b = 0 ou encore si A est racine double de I’équation caractéristique (E), cherchons une

solution particuliére de (E) de la forme f : x — A’x?e™*, A’ € C. Pour tout réel x, on a f'(x) = A’ (Zx + ?\xz) eM puis

f7(x) = A" (24 20 + A (A% 4 2x)) e = A’ (A2x? + 4Ax + 2) e puis

AX est solution de I’équation différentielle (E) sur R.
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af”(x) + bf'(x) + cf(x) = A’ (a (Mx* + 4\ +2) + b (Ax® + 2x) + cx?) e
=A’((aA\* +bA+c)x* +2(2aA +b) x + 2a) e
=2A"ae™,
puis
Vx € R, af”(x) 4 bf’(x) + cf(x) = Ae™ & 2Aa = A.

A
Dans ce cas, la fonction x — 2—xze7"‘ est solution de I’équation différentielle (E) sur R. On a montré que :
a

Théoréme 12. Soit (E) 'équation différentielle ay” +by’+cy = Ae** oti a, b, ¢, A et A sont des nombres complexes,
a étant non nul.

e Si A n’est pas racine de I'équation caractéristique az® + bz + ¢ = 0, il existe une solution particuliére de (E) sur R
de la forme x — A’eM* ot A’ est un nombre complexe.

e Si A est racine de 1’équation caractéristique az?4+bz+c = 0 mais pas racine double, il existe une solution particuliére
de (E) sur R de la forme x — A’xe™* ot A’ est un nombre complexe.

e Si A est racine double de I’équation caractéristique az? + bz + ¢ = 0, il existe une solution particuliére de (E) sur R
de la forme x — A’x%e ot A’ est un nombre complexe.

2.3.2.2 Second membre du type B cos(wx) ou Bsin(wx), (B, w) € R?
L’équation différentielle (E) s’écrit donc ay” + by’ + cy = B cos(wx) avec B € R et w € R.

Si a, b et c sont réels (et a # 0) et si f est une solution de I'équation ay” + by’ + cy = Be'®* alors, pour tout réel x,

B cos(wx) = Re (Be'®*) = Re (af”(x) + bf'(x) + cf(x)) = a(Re(f))”(x) + b(Re(f))’ (x) + c(Re(f))(x),

et donc Re(f) est une solution de l’équation (E). De méme, Im(f) est une solution sur R de I’équation différentielle
ay” + by’ + cy = Bsin(wx).

Exemple. Soit (E) 'équation différentielle y”’ — 3y’ + 2y = cosx. Déterminons une solution particuliére de 1'équation
(E") :y” — 3y’ + 2y = e**. Le nombre i n’est pas racine de 1’équation caractéristique z2 — 3z + 2 = 0. Donc, il existe une
solution de (E) sur R de la forme f : x — Ae'™, A € C. Pour tout réel x,

f7(x) = 3f"(x) + 2f(x) = A (=1 —=3i+2) e = A(1 — 3i)e'*.

Par suite,

Vx € R, f(x) —3f'(x) + 2f(x) = e & Vx € R, A(1 —3i)e* =e'¥
1431
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La fonction f : x+— e™ est solution sur R de I'équation différentielle y” — 3y’ + 2y = e**. La partie réelle de f est

alors solution sur R de I'équation différentielle y”’ — 3y’ + 2y = cosx. Pour tout réel x,

1 1
f(x) = ﬁ(] +31i)(cosx +isinx) = %((cosx —3sinx) +1(3 cosx + sinx)),
1
et donc une solution particuliére de (E) sur R est la fonction x +— 70 (cosx —3sinx). On en déduit encore que les solutions

1
réelles de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — AeX 4 pe?™ + ﬁ(cosx —3sinx), (A, n) € R2. a

On peut aussi chercher a priori les solutions de I'équation ay” + by’ + cy = B cos(wx) sous la forme x — occos(wx) +
B sin(wx), («, B) € C? (mais ¢a ne marche pas si iw est racine de I'équation caractéristique).

Exemple. Soit (E) I'équation différentielle y” + 2y’ + 2y = 10 cos(2x). Cherchons une solution particuliére de (E) sur R
de la forme f : x — occos(2x) + B sin(2x), (&, B) € R?. Pour tout réel x,

7 (x) + 2f'(x) + 2f(x) = (—4acos(2x) — 4B sin(2x)) + 2(—2asin(2x) + 2 cos(2x)) + 2(eccos(2x) + B sin(2x))
= (—2a+4p) cos(2x) + (4o — 23) sin(2x).
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On choisit alors « et 3 tels que { :4212 t ;‘E i (1)0 ou encore on prend @« = —1 et 3 = 2. La fonction x — —cosx + 2sinx
est une solution particuliére de (E) sur R. a

2.3.2.3 Principe de superposition des solutions

Théoréme 13. Soient a, b, ¢ trois nombres complexes, a étant non nul. Soient g; et g» deux fonctions continues sur
un intervalle I de R & valeurs dans K =R ou C.

Si f1 est une solution particuliére sur I de ’équation ay” 4+ by’ + cy = g1 et 2 est une solution particuliére sur I de
léquation ay” + by’ + cy = gz, alors pour tous nombres Ay et Az, la fonction Aqfy +A2f2 est une solution particuliére
de I'équation ay” + by’ + cy = A1 g1 + A292.

DEMONSTRATION . La fonction A\ify; + A>f2 est deux fois dérivable sur I et

a(Mifi4+2A2f2)" +b (Mfi +A2f2) + ¢ (Mfi +Az2f2) = Ay (aff’ + bff +cfr) + A2 (afy + bf; + cf2)
=Mg1 +A20z.

Exercice 2.

1) Résoudre sur R I’équation différentielle y” + 2y’ + 2y = cosxchx (E).
2) Trouver la solution f de (E) sur R vérifiant f(0) = f/(0) = 0.

Solution 2.

1) L’équation caractéristique (E.) associée a I'équation (Ey) est z? 4+ 2z +2 = 0 et admet deux racines non réelles
conjuguées z1 = —1 +1et z; =Z7 = —1 — 1. On sait que les solutions réelles de (Ey,) sur R sont les fonctions de la forme
— (Acos(x) + wsin(x))e ™™, (A, n) € R2.
. 1 . . .
Pour tout réel x, cos(x) ch(x) = Re (e* ch(x)) = zRe (elTHix 4 e(_]“)") Notons (Eq) I'équation y” +2y’ +2y = e(1+1)x
et (E2) I'équation y” + 2y’ + 2y = e(=1+V%_ Si f; est une solution de (E1) et f, est une solution de (E,) alors fo =

zRe(ﬁ + f2) est une solution de (E) sur R d’aprés le principe de superposition des solutions.

e (E1) admet une solution particuliére de la forme f; : x — ae!™V* a € C. Pour tout réel x,
£1/(x) + 2F1 (x) + 2f1(x) = a((1 +1)2 + 2(1 +1) +2)eTFIx = (4 + 4i)el1+1)x

| 1—i T—1i .
T Tl On obtient f1(x) = Tleﬂﬂ)x_

e (E;) admet une solution particuliére de la forme f; : x — axe(_]+i)x, a € C. Pour tout réel x, f5(x) = a(1+ (=1 +
)x)eTTHI% puis £/ (x) = a(—T+ 1+ (=1 +1)(1 + (=1 +1)x))el"1+I* = (=2 + 21 — 2ix) et donc

(%) + 2f5(x) + 2f2(x) = a(=2 4+ 21 — 2ix + 2(1 + (=1 4+ 1)x) + 2x)e(~1TI* = 2{gel~T+1)x

et fq est solution de (Eq) sur R si et seulement si a =

1 i .
et 2 est solution de (E;) sur R si et seulement si a = 7; Ou encore a= —3 On obtient f;(x) = —zxe(_l’”)".

e Une solution particuliére fo de (E) sur R est donc définie pour tout réel x par

1 1—1 ; i ; 1 1 i

fo(x) = zRe <—le““)X — %xe(”l)") = zRe <§(1 —1)(cos(x) + isin(x))e* — %x(cos(x) + isin(x))e")
I
2

1 . N x
(g(cos(x) + sin(x))e* + EX sin(x)e )

1 1
Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x +— TS (cos(x)+sin(x))e*+ i sin(x)e ™+ (A cos(x)+psin(x))e ™™,
(A € R
1 1
2) Soit f une telle fonction. f(0) = € +Aet donc f(0) =0& A= e A est ainsi dorénavant fixé.
1

1
Pour tout réel x, f'(x) = ﬁ(—smx + cosx)e® + ﬁ(cosx + sinx)e* + 4(sinx + xcosx)e X — szinxe*" + (—Asinx +

1 1 3 3
—X —X : ! — — _
pcosx)e * — (Acosx + wsinx)e ™ puis f/(0) = 16+16+u A= u+16 et donc f'(0) =0& e

X
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La solution de (E) sur R vérifiant f(0) = f'(0) = 0 est la fonction x — ]]—6(cos(x) + sin(x))e* + éllx sin(x)e ™ + ]1—6(cos(x) +
3sin(x))e *.

(© Jean-Louis Rouget, 2018. Tous droits réservés. 16 http ://www.maths-france.fr



