SESSION 2018

Concours commun Mines-Ponts

PREMIERE EPREUVE. FILIERE MP

A. Préliminaires

1) Soient n € N* puis m € [1,n].

n
E(X) = Z Z kP(X=Xk) + Z kP(X = k) (si m = 1, la premiére somme est vide et donc sa valeur est 0)
k=1

k<m k=m
<) (m=1x1+n Z P(X=k)=m—1+nP(X>m) (y compris si m = 1).
k<m k=m

2) L’inégalité est claire quand n = 1. Soit n > 2. La fonction t +— Int est continue et croissante sur ]0, +ool et donc sur
[k — 1,k], pour tout k € [2,n]. Par suite,
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Ainsi, pour tout n € N*, In(n!) > nlnn —n+1 et donc n! > e+l —¢ (E) > (—) . Donc,

n
vn e N¥, (%) <nl.

B. Le lemme de sous-additivité de Fekete

3) Soit n € N*. L’ensemble U, est une partie non vide et bornée de R et donc U, admet dans R une borne inférieure et
une borne supérieure. On en déduit l'existence dans R de u,, et Uy. Ainsi, les suites u et U sont bien définies.

Soit n € N*. u,, est un minorant de Un 41 ={uy, k >n+ 1} et u,_; est le plus grand de ces minorants. Donc, u,, < U, .-
La suite u est donc croissante. De méme, la suite U est décroissante.

Soit n € N*. u,, <Un < Uy. Donc, la suite u est croissante et majorée par ;. On en déduit que la suite u est convergente.
De méme, la suite U est décroissante et minorée par u,; et donc, la suite U est convergente.

4) Soit v une suite définie sur N*, décroissante et plus grande que u. Montrons que Vn € N*, 1,; < vy,.

Soit n € N*. Pour tout k > n, v, = v > ux. Donc, v, est un majorant de I’ensemble U, . Puisque U, est le plus petit
des majorants de Uy, on en déduit que v > Uy,. On a montré que la suite v est plus grande que la suite .

Soit v une suite définie sur N*, croissante et plus petite que u. Alors, —v est une suite décroissante et plus grande que —u.
On en déduit que —v est plus grande que (—u) = —u puis que v est plus petite que w.

5) Soit v une suite plus grande que u. Soit n € N*. ¥, est un majorant de V;, et donc de Uy,. On en déduit que vy, > U, .
Ainsi, la suite V est plus grande que la suite . De méme, la suite u est plus petite que la suite v.
Puisque les suites U et ¥ sont convergentes, quand n tend vers 400, on obtient

lIim up, = lim u, < lim v, = lim vy,
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

et aussi lim un, < lm v,.
n—-+oo n—-+oo

6) On sait que pour tout n € N*, u, < un < Uyn. Siles suites u et U sont adjacentes, alors les u et U sont convergentes

et ont méme limite. Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite u converge et que lim u= lim u, =
n—-+oo n—-+oo
lim ..
n—-+oo
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Réciproquement, supposons la suite u convergente et notons { sa limite. On sait déja que la suite u est croissante, la suite
u est décroissante. Donc, les suites u et U sont adjacentes si et seulement si la suite & — u converge vers 0.

€ € €
Soit € > 0. Il existe ng tel que pour k > ng, £ — 5 <u <0+ 7 L+ 5 est donc un majorant de U, et on en déduit que

€ 2 . . . . -
Un, <+ 5 De méme, u, > €— 7 puis, la suite u étant plus petite que la suite 1,
0<Un, —uy,, <&
Maintenant, la suite W — u est positive et décroissante en tant que somme de deux suites décroissantes. Par suite, pour
n=>ng, 0 <Un — U, <Up, — U, <E

n

On a montré que Ve >0, Inp e N*/vVn e N, (n > np = iy, —u, | < ¢). La suite T — u converge vers 0 et donc les suites

u et U sont adjacentes. Mais alors, de nouveau, lim u= lim u, = lim u,.
n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo

7) Par définition, m = nq+r et 0 < r < n— 1. D’autre part, puisque m > 2n, on a q > 2 et donc aussi q — 1 € N*.
Puisque la suite u est sous-additive,

Um = U(g—1)ntntr S Ug-1)n T Untr S Un + ...+ Un FUnjpr = (q —un + Unyr.
—_—
q—1 termes

On en déduit que

u —Thu, +u n(q—1 u u m—-—n—r u u
m m m n m m n m
< m-n-r_ u_n+ max{un4r, T € [[O,n—]]}}.
m n m

8) En particulier, quand n =1, pour tout m > 2, on a

u m—1 w
Ml x — 4+ — <y =2y
m m 1 m
Um

m )meN*

0<

ce qui reste vrai quand m = 1. Donc, la suite ( est bornée.

Soit n € N*. Pour m > 2n, on a

Um < m—(2n—1) " u_n+max{un+r, Te [[0,n—1]]}.

m m n m

Par passage a la limite supérieure (d’aprés la question 5)), on obtient

—u S m—(2n—1 u max{u reo,n—1
Iim — < lim <7( ) X — 4+ {nr, [© ]]})
m—-+oo 1 m—-+o00o m n m
) m—(2n—1 u max{u re[on—1 )
= lim (¥ x —= 4+ {Univ, [ ]]}) (d’aprés la question 6))
T n
L1 R e e e _— m . Un —— Um Un
9) On en déduit encore, par passage a la limite inférieure, que lim —— < lim — et donc lim — = lim —
m—+oo M n—+oo T m—+oo M n—+oo T
—  u uw
(car d’autre part, lim —= > lim —).
m—-+oo M n—+oo M

. Un . — . N . . Un
Dong, si pour n € N* on pose v, = —, les suites v et v sont adjacentes. D’aprés la question 6), la suite (—)
n n /neN*
converge.

C. Une application probabiliste

10) Soit n € N*. Supposons P (X; < x) = 1. Alors, puisque les Xy ont mémes lois, pour tout k € [T,n], P (Xx <x) = 1.
Ensuite,

.I n
(Vk € [1,n], Xk<x):>E];Xk<x:>Yn<x
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n
et donc ﬂ {Xk < x} C{Yn < x} puis, les variables Xy étant indépendantes,

k=1
n

P (Yn <x) (ﬂ{Xk<x}>_HP(Xk_1)_1
k=1

et finalement P (Y, <x) =1.

n
De méme, si Vk € [1,n], Xx > x, alors Y, > x et donc ﬂ Xk = x} € {Yn =x} Si P(X; =x) >0, alors Vk € [1,n],
k=1
P (Xyx = x) > 0 puis

P(Yn>xJ>P<ﬂ{Xk>x}> =]IPxx=x>o0.
k=1

k=1
m+n
11) Si Yy > x et — Z Xk > x, alors
k m+1
Y = Xk = — X — X =
mm m+nZ K m+nme Kt omrn S n k> min T mrn o
k=1 k=1 k=m-+1
m+n
et donc {Yr, = x}N { Z Xk = } C{Ymin = x}
k=m+1
] m ] m+n
D’aprés le lemme des coalitions, les variables Y, = — Z Z Xy sont indépendantes. D’aprés la question
m k=1 k:m—H
précédente,
m+n m+n
P(Ym+n>xJ>P<{Ym>x}m{ > Xz }>=P(Ym ( > Xz )
k=m+1 k=m+1
m-+n
Maintenant, les variables — Z Xk et — Z Xk = Y ont mémes lois et donc
k=m+1 k 1
P(Ym+n >X) > P(Ym >X)P(Y‘n >X)
12) Pour n € N* posons u, = —In(P (Y, > x)). La suite u est positive puis, d’aprés la question précédente, pour
(m,n) € (N*)?*
Unin =—In (P (Vinin 2x) < —In(P (Vi 2 x)P(Yn 2 %)) =—In(P (Y =2 %)) —In (P (Yn = X)) = U + un.
Donc, la suite u est sous-additive. D’aprés la question 9), la suite (vn), ey = (u_n) converge vers un certain réel
n / neN*
In (P, >
positif £. Maintenant, pour n € N*, v, = —M et donc
n

On en déduit que la suite ((P (Yn > x))%) converge vers le réel et €]0, 1].

neN

D. Le théoréme de Erdos-Szekeres

13) Pour s € [1,pq + 1], notons () la propriété de I’énoncé.
e Supposons qu’il n’y ait qu’une pile. Soient z une valeur de cette pile puis by = z. La suite (by) convient.
e Soit s € [1,pq]. Supposons (Z;). Considérons alors une configuration a s + 1 piles et notons z la valeur d’un jeton
de la s+ 1-éme pile. Notons a’ la suite obtenue & partir de la suite a en supprimant tous les jetons de la s+ 1-éme pile.
Posons bg;1 = z. Par construction, il existe une valeur de la s-éme pile qui est supérieure & z car sinon, on n’aurait

pas posé le jeton sur la s + 1-éme pile. Notons b cette valeur. Par hypothése de récurrence appliquée a la suite a’
(le nombre pq + 1 de jetons n’intervenant pas dans cette récurrence), il existe une suite (by,...,bs) répondant
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aux conditions de I’énoncé. Mais alors, la suite (by,...,bs,bsy1) convient.
Le résultat est démontré par récurrence.

Remarque. Directement et sans récurrence, si s > 2, la suite constituée des sommets des s — 1 premiéres piles et de
bs = z convient.

14) Sil'une des piles contient au moins p + 1 éléments, alors les valeurs de cette pile, lues de bas en haut constituent une
suite croisante extraite de a de longueur au moins p + 1. Sinon, toutes les piles contiennent au plus p jetons. Mais alors,
le nombre s de piles est supérieur ou égal & q + 1 car, dans le cas contraire, le nombre de jetons serait inférieur ou égal a
Pq ce qui est faux. La question précédente fournit dans ce cas, une suite décroissante extraite de a de longueur s > q+1.

E. Comportement asymptotique d’une suite aléatoire

15) Soit w € Q. w € {A; =1}N{A; =1} & B(w)(1) = B(w)(2) =1 ce qui est impossible. Donc, {A; =1}N{A; =1} =g
puis P{A; =1}n{A; =1} =0.

11 est d’autre part clair que P ({A; = 1}) x P ({A2 = 1}) # 0 car il existe au moins une permutation o telle que o(1) =1 et
une permutation o’ telle que o’(2) = 1.

Donec, P{A; =1}n{A2 =1}) # P({A; =1}) x P({A2 =1}) et on en déduit que les variables Ay, ..., A, ne sont pas
indépendantes.

16) Soit E ={o € S/ 0(s1) <...< 0(sk)}. Alors, puisque B suite la loi uniforme,

card(E) card(E)
P(A®)=PB€E) = = .

A =PBet) = a6 =
Déterminons le cardinal de E. Pour construire un élément o de E, on commence par choisir k éléments dans [1,n]. Il y a
(2) tels choix. On ordonne ces k valeurs dans l'ordre croissant : ce sont les valeurs attribuées a A, ..., Ag, . Il reste

(n — k) éléments de [1,n] pour les autres A; qui peuvent étre permutées de (n — k)! fagons. Au total

n n!
card(E) = <k> x (n—Xk)! = w
et donc
n!/k! 1
S e
P == =
17) Soit ¢ : Spn — Sn . @ est involutive et donc @ est une permutation de S;,.

o — (on)...,o(1))

On a C,(Q) = Da(Q) = [1,n!]. Soit k € [1,n!]. Si o est une permutation telle que la longueur de la plus longue liste
croissante extraite de o est k, alors @(0) est une permutation telle que la longueur de la plus longue liste décroissante
extraite de @(0) est k et réciproquement. Il y a donc autant de permutations o telle que la longueur de la plus longue
liste croissante extraite de o est k que de permutations o telle que la longueur de la plus longue liste décroissante extraite
de o est k. Puisque B suit la loi uniforme, on en déduit que

P(Ch=k)=P(Dn=k).
Ceci montre que C,, et Dy, suivent la méme loi.

Soit p=E(vn—1). Alors, p < vVn—1<p+1puis 1 +p? <n <1+ (p+1)2 Posons m =1+ p?. Donc, n > m.
D’aprés la question 14, pour tout o de %, la liste (o(1),...,0(m)), et donc aussi 0, contient au moins une suite extraite
croissante de longueur p+1 et une suite extraite décroissante de longueur 1 ou une suite extraite décroissante de longueur
p + 1 et une suite extraite croissante de longueur 1. L’événement C,, + Dy, > p + 2 est donc ’événement certain.

D’aprés I'inégalité de MARKOV,

E(Cn+Dn)  2E(Cy)

1=P(Ch+Dn>p+2) < =
( p+2) — —

car C,, et D,, ont méme loi, et donc

Maintenant, (p+2)2 =p2 +4p+4=p>+2p+1+3=(p+1)2+3> (VA—T) +3=n+2>mnet donc p+2 > .
On a montré que
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18) Notons Sy l’ensemble des listes strictement croissantes s = (s1,...,sk) de k éléments de [1,1n]. Sk est en bijection
n

avec ’ensemble des parties a k éléments de [1,n] et donc card (Sx) = (k

Maintenant, {C, > k} C U A* et donc, d’aprés la question 16),
seSy

P(Ch>2Kk) <P ( U AS> Z P (A®) :—card(Sk) (ki')

sESk sESk

19) Si aey/n n'est pas entier, soit k = E (xey/n) + 1. Alors, k est un entier naturel non nul (car aey/n > 0) vérifiant
k—1 < aey/n < k et en particulier, k — 1 < xey/n < k.
Si aey/m est un entier, nécessairement non nul car ocey/n > 0, k = aey/n est un entier naturel non nul tel que k — 1 <

xey/n < k.

Dans tous les cas, on a montré I'existence d'un entier naturel non nul k tel que k — 1 < xey/n < k. k est ainsi dorénavant
défini. Dans tous les cas, k est le plus petit entier supérieur ou égal & xey/n.

Puisque Cj, est une variable & valeur entiére, {C > xey/n } ={Cn = k} puis, si k < n, d’aprés la question 18,

>k) = (E) :an(n—ﬂ...(n—k—l—n

P(Cn > aevn) = Dy

P
< > (d’apreés la question 2)

eyn 2k 2k
> <—> (par croissance sur [0, +oo[ (de t — t2¥ et car
o

2xcey/m 1 t 1
< <—) (par décroissance de t — (—) car — < 1).
108 o 108

Sinon, k > n+1 et donc P (C,, > k) = 1 et dans ce cas, 'inégalité proposée est clairement fausse. On note tout de méme
que, « étant fixé, pour n grand, on a xey/n < n et donc k < n.

20) On suppose que « et n sont tels que xey/n < n. On applique la question 1) quand m est 'entier k de la question
précédente. On obtient

2xce/m
E(Cn)<k—1+nP(Cn>k)§o¢eﬁ+n<&> .

—1/4

~

On choisit x =, =1T+n . « est un réel strictement supérieur & 1 et pour n grand, on a xey/n < N car

e
—— — 0. Pour n grand, on obtient

N

aneymn
n

1 2(1+n7]/4)e\/ﬁ
ol sn:\/ﬁ( ) .

Or,

14+n-1/4

In(en) =zlnn—-2 (1 +n_1/4) evnin (1 +n_]/4)

1

2
1

= Inn— Zen]/4+o(n1/4)

n—-+oo 2

= 2en'*+o (n” 4) (d’aprés un théoréme de croissances comparées)
n—-+oo

—  —0Q,
n—-+4oo
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n—-+oo

et donc en = exp (%lnn—z (1404 ey/ln (1 +n_]/4)> S o

— E
D’aprés les questions 5 et 6, lim (Cn)

no+too /M
L)< I (1)) - (40 o

existe puis
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