SESSION 2017 E3A
Concours ENSAM - ESTP - POLYTECH

Epreuve de Mathématiques 2 MP

Partie I

1) Si P est un polynome de degré au plus n, alors @(P) est un polyndéme de degré au plus n et donc ¢ induit une
application de Ry, [X] dans lui-méme notée @-,.

Soient (P1,P>) € (Rn[X])? et (A1,A2) € R2.

n (AP +2A2P2) = (AP +2A2P2) — (AP +2A2P3) = A1 (P1 —P1) + A2 (P2 — P3) = A1 @n (P1) + A2n (P2).

Done, ¢ € .Z (R, [X]).
2) en(1) =1 et pour k € [1,n], on (Xk) = X* —kX*T. Donc, si Bo = (1,X,...,X™),

1 -1 0 ... ... O
o 1 =2
S
Matz, (on) = € Mn+1(R).
: 1T —
0o ... ... O 1

3) On en déduit que X¢, = (X — 1)™*1 ou encore @, admet 1 pour valeur propre d’ordre n + 1. Le sous-espace propre
associé Eq (@n) est constitué des éléments P de R, [X] tels que P — P’ =P ou encore P’ = 0. Donc, E; (¢n) = Ro[X].

Sin =0, o = Idg,[x] et en particulier, @o est diagonalisable.
Sin>1,la dlmensmn de E7 (@n), & savoir 1, est strictement plus petite que 'ordre de multiplicité de la valeur propre T,
a savoir n+ 1 et en particulier, @, n’est pas diagonalisable.

4) 0 n’est pas valeur propre de ’endomorphisme ¢, et donc, puisque Ry, [X] est de dimension finie, @ est un automor-
phisme de R, [X].

5) (a) Soit i € [0, n]] est un élément de Ry, [X]. Puisque @ est une bijection, il existe un polyndéme s; et un seul dans
X'L

R, [X] tel que @n (si) = N

i

X
(b) La famille (—) est une famille de polynomes de R, [X], de degrés deux & deux distincts et donc la famille
o<isn

Xt Xt
(—'> est une famille libre de R, [X]. De plus, card (—'> =n+1=dim (Rn[X]) < 400 et donc la famille
L/ ogign o<ign

<£> est une base & de R, [X].

U/ ocicn

Mais alors, (Sgy...,5n) = @5 (#) est une base de Ry, [X] en tant qu'image de la base % par I'automorphisme @'

6) Pour tout élément P de Rp[X], 6™ 1(P) = P("*1) =0 et donc ™' = 0. Puisque Id et § commutent,
(Id—8)o(Id+6+...+ ™) =Id— """ =1d.

7) Puisque @,, = Id — §, on en déduit que @;;' =Id+ 8+ ...+ 8™ puis que pour i € [0,n],

Xt X X' X0 & XK
_ K K Xt X XX ¢ X<
o ( > Z‘S < ) Zf’ < ) B R TR VRS
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Partie 11

2 1 1
8) Pour tout réel x, S5(x) = S2(x) = % +x+1= z(x + 1)+ 5 > 0. S3 est donc strictement croissante sur R. De plus,
lim S3(x) = —ocoet lim S3(x) = +oo.
X——00 X—+00

Graphes.

9) Montrons par récurrence que Vp € N*, Sy, n’a pas de racine racine et Sy, 1 a une et une seule racine réelle, notée
X2p+1, qui de plus est simple.

e C’est vrai pour p=0: Vx €R, Sp(x) =1>0et S;(x) =x+ 1 de sorte que ot = —1.

e Soit p > 0. Supposons le résultat pour p. Sz, ne s’annule pas sur R, est continue sur R et vérifie lirf Sap(x) =400 et
X—+00

on en déduit que Vx € R, Sy, (x) > 0. Puisque Sﬁp+1 = Sy, Sép—H > 0. Mais alors, Sop41 est strictement croissante sur

R puis strictement négative sur ]—oo, ozp11[ et strictement positive sur Jazp41,+00[. S2p42 admet donc un minimum en
X2p41 égal &

S — S P+ — P+
2p+2 (@2pi1) = Sapy1 (o2py1) + Zp 121 @p12) >

car Syp11(0) =17#0 = x2p41 # 0. Donc, Syp42 est strictement positive et en particulier ne s’annule pas sur R. Ensuite,
S£p+3 = Szp42 > 0 et donc Syp43 est continue et strictement croissante sur R. De plus, XEIPOO Sap43(x) = —o0 et

XEIEOO S2p+3(x) = 400 et donc Spp 3 est une bijection de R sur R. En particulier, Sz, 43 s’annule une fois et une seule en

un certain réel noté o, 3. Ce réel n’est pas racine de Sﬁp+3 = Szp+2 (car Sppy2 n’a pas de racine réelle) et donc ozp43
est racine simple de Syp43.

Le résultat est démontré par récurrence.

2n
Xon—1

(2n)!
Puisque la fonction Sy, 11 est strictement croissante sur R, on en déduit que on_1 > Xoni1.

10) (a) Soit n € N*. Spni1 (@2n—1) = San (0t2n—1) +

> 0+0=0. Ainsi, Sony1 (02n-1) > 0 = Sany1 (0t2n11).

Ainsi, pour tout n € N*, o, 1 > xony1 et donc la suite (0¢n 41 )neN est strictement décroissante.

(b)

(i) La suite (v ),y est convergente et en particulier bornée. Soit n un majorant de la suite ([vm|) Pour m € N,

meN-*
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+oo Vk +oo |V ‘k
Vm | — _m m
‘Sm (Vm) —e€ ‘ - Z k! Z k!
k=m+1 k=m+1
“+o00 X
<Y B esaw
k=m+1

La suite (" — Sy (W), converge et a pour limite 0. I1 en est donc de méme pour la suite (Sy (Vin) —€¥™ ), oy

(ii) Pour tout m € N, ’Sm (Vin) — ee’ <SS (vin) — eW"‘I—I—’e""1 — ee‘. D’aprés la question précédente, liril IS (Vin) — ™| =
m—-+00

0 et d’autre part, par continuité de la fonction exponentielle en ¢, liIE ’e"‘“
—+00

_ eq =0. On en déduit que lim |Sy (Vi) — e ™|+
m m—-+4o0

evm — ezl =0 et finalement que lim [Sy (Vi) — ez‘ =0.
m—+o00

Ceci montre que la suite (Sm (Vin)),, o converge vers et.

(c) La suite (xXan41),cy est décroissante et donc soit convergente, soit divergente de limite —oo. Supposons par I’ab-
surde que la suite (X2n41),y converge vers un certain réel €. Posons pour tout n € N, oz = € de sorte que la suite
(0tn) ey converge vers {. D’aprés la question précédente, la suite (Sn (an)),, oy converge vers e’ et en particulier la suite
(Sant1 (X2n 1))y cOnverge vers e’ > 0. Mais ceci est absurde car la suite (Sani1 (X2ni ) nen est la suite nulle.

Donc, lim opni1 = —00.
n—-+oo

Partie II1

11) h est dérivable sur R et pour tout réel x, h'(x)

= (1 —x)e' ™. h est donc strictement croissante sur | — oo, 1 et
strictement décroissante sur [1,+oo[. Enfin, lim h(x) =
X——00

—o0o0 et lim h(x) = 0 d’aprés un théoréme de croissances
X—+00

comparées.

Graphe.

12) La fonction h est continue et strictement croissante sur ] — oo, 1[. La fonction h réalise donc une bijection, notée hy, de

J—oo, 1[sur h(]—oo, 1[) = | lim h(x),h(1)| =]—o0, 1[. Soit g = hT]. Pour tout x de ]—oo, 1[, on a h(g(x)) = hy(g(x)) = x.

X——00

h est de classe C* sur | — oo, 1] et la dérivée h{ de hy ne s’annule pas sur | — oo, 1[. On en déduit que g est de classe C*
sur hy (] — 00, 1[) =] — oo, 1[.

Graphe de g.
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st

13) Pour tout x > 1, h(x) > 0 et en particulier h(x) # —1. Sinon, h réalise une bijection de ] — oo, 1[ sur lui-méme et donc
il existe un unique réel p de ] — oo, 1] tel que h(p) = —1. En résumé, il existe un unique réel p tel que h(p) = —1 et de
plus p < 1. On note que p = g(—1).

1 1 1
14) h <_§) = —ze% = e 2 ¢ g0 = _1¢t donc, puisque h est croissante sur ] — oo, 1[, p > —3
A 1 1 E 5 _21In2 5__ 26 1 0 1 . . 1 1
De méme, h(—— | =—-e7 =—e7“"< > —e7 20 = —e 20 > —e” =—1l et donc p<—-. Enrésumé, —— <p < —-.
4 4 4 2 4
15) (a)
nnkk +Oolek +o0o nkk
—nz _ —nz _ —nz _ —nz
1—e ™Th(z)=1T—e ™S (nz)=1—e ZWZ =1-—e ZWZ— Z FZ
k=0 k=0 k=n+1
“+oo le
_1_ p,—mz nz __ ok
=1—e <e Z o z )
k=n+1
+o0o le “+00 k
__ Nz k __ —z\M _n k—m
e ) gE et Y
k=n-+1 k=n+1
+oo le +oo X
_ —z\M _n_-n k—n __ 1—z\™" _—n k—m
= (ze7%) " eMe ZFZ =(ze'" %) e ZWZ
k=n-+1 k=n+1
(b) On en déduit que
+oo nk
_ _ n o _ _
[1—e ™ Tz = (e *)) e ™| 3 2
k=n+1
+o0o nk +o0o le
—n k—m —-n
et ) ghtt<em )
k=n-+1 k=n-+1
=1—e "Tu(1).
(c) Si Ta(z) =0, alors 1 <1—e "Ty (1) puis T (1) < 0 ce qui est faux. Donc, T (z) # 0.
16) Soit n un entier naturel impair supérieur ou égal a 3. Par stricte décroissance, o, < ot = —1.
On a admis que |on| <n et donc —n < o < —1.
o o o
T (Tn) = S, (xn) = 0. D’aprés la question précédente, on a ‘f‘ > 1ou |h(en)| > 1 et donc ’h (Tn)’ > 1. Puisque

oan <0, h (ﬁ) < 0 puis h (&) < —1 = h(p). Par stricte croissance de la fonction h sur ] — oo, 1[, on en déduit que
n n

— < p puis que o, < Np.
n
On a montré que si n est un entier naturel impair supérieur ou égal a 3, alors —n < oy, < np.
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Partie IV

17) Soit u un réel et n un entier naturel. La formule de TAYLOR-LAPLACE & l'ordre n fournit

n k u n 04n 0 4n
- t t
et — u + (X 'LL) eX dx — Sn(u) + _eu.—t (—dt) _ Sn(u) — v e_t dt
2wt L L

04n

t
—e ' dt et finalement e %S, (u) =1 +J' —e ' dt.

n! wn!

18) En posant t = nx, on obtient

0 0 0
J (h(x))™ dx :J xMe™ %) dx = e“J x"e ™ dx

n Yn n
0 n 0
t dt e™
= e“J -] et == - J the b dt
an \T n LU PV
eT\.
= n! (e*"‘“Sn (an) — 1) (d’aprés la question 17)
e"n!
= nn—H

n\n
e"n! e (_) Vit o e"n!
: e P !
~ = = . On en déduit que ———— — Oeten
nt! notco nn+l \/ﬁ ntl noteo

19) D’aprés la formule de STIRLING, —

Mt (2m + 1)!

Zm £ T oo 0 et finalement que

particulier que —

0
lim J (h(1))?™*" dt = 0.
m—-+oo

Y2m+1

20) Soit m un entier naturel. Pour tout t < 0, h(t) < 0 puis (h(t))?™*! < 0. Mais alors, puisque p < 0,

0

P P

(h(1))2™ dt < J (h(1))2™ dt < 0.

Y2m+1

JO (h(t))?™! dt = J

Y2m+1 Y2m+1

(h(t))?2™*! dt + J
P

m—-+o0

P
D’aprés le théoréme des gendarmes, lim J (h(t))?™+! dt =o.

Y2m—+1
21) Soit m un entier naturel non nul de sorte que 2m + 1 est un entier impair supérieur ou égal a 3. Puisque la fonction
h est croissante sur | — oo, 1[, pour t < p, on a h(t) < h(p) = —1 puis (h(t))2™*"' < (=1)2™*! = —1. Par suite, puisque
0m1 < (2m+1)p et donc yami1 < p,

P P
[ mwmrace| rar=—(p-yame <0
Y2m+1 Y2m+1
108
Toujours d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim (Y21 —p) = 0 ou encore  lim m+l _ p ou
m——too m—+oo 2m + 1
K2m+1
encore ~  pou enfin
2m —+ 1 mo+oco
0om41  ~  2mp.
m—-+o0
Partie V
22) (a) On montre le résultat par récurrence sur p.
e Soient 01 un réel strictement positif puis &7 un nombre complexe de module inférieur ou égal a 1.
Supposons que |0701| = 07. Alors, 01 |ot;| = 05 puis |x;| = 1. Le résultat est donc vrai quand p = 1.
e Soit p > 1. Supposons le résultat pour p. Soient 01, ..., 0,11 des réels strictement positifs puis «1, ..., &p 1 des

nombres complexes de modules inférieur ou égaux a 1. Déja,
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p+1 P
D Oio| <Y Oioti| + Opp1 lazp il
i1 i1
p p
< Zei(xi +0p41 < Zei\“i|+9p+1
i i

p+1

<o
i=1
On obtient une égalité si et seulement si chacune des inégalités écrites est une égalité ce qui équivaut a
P
> o
i=1

Le résultat est démontré par récurrence.

P
= Z 0i et [x2p41| =1 et finalement & Vi € [1,p + 1], |ty = 1 par hypothése de récurrence.

i=1

(b) (67 + 92)2 =011 + 920c2|2 = ‘61 + ezeit‘z = 9% + 20710, cost + 6% et donc 2010, cost = 2010, puis cost = 1 puis
t € 2nZ et finalement o, = 1.

P
:Zei:>061 :...:(Xp.

i=1

P
(c) Montrons par récurrence que Vp > 2, V (04) Z 0;0;

i=1

1<igp €10, +00[P, ¥ (eti)y i € UP,

o
e Soient 07 et 0, deux réels strictement positifs et o7 et «; deux nombres complexes de module 1. x2 est encore

X1

un nombre complexe de module 1 et d’aprés la question précédente,

x x

010c1 +02002] =07 + 02 = |0y +9zoc—2 =01+602= (x_z =1= o1 = aa.
1 1
Le résultat est donc vrai quand p = 2.
e Soit p > 2. Supposons le résultat pour p. Soient 01, ..., Op11 p + 1 réels strictement positifs et a1, ..., otp41
p+1 p+1

P + 1 nombres complexes de module 1 tels que

Z 0(191

i=1

=) 6.
i=1
P
Z (Xiei

i=1

De nouveau, toutes les inégalités de la question (a) sont des égalités. En particulier,

P

= Z 0; et donc,
i=1

p+1

= Z 0; puis
i=1

P
o Z 0i + Opr1apia

i=1
P Xy P

| <Z ei> +0p41 ;’: = <Z ei> +0p11.
i=1 i=1

®1 = ... = &p par hypothése de récurrence. On a donc

P
Puisque Z 0; > 0 et que X+l est de module 1, le cas p = 2 permet d’affirmer que So1 _ 1 et donc que
‘ X1 o8]
=1
o = = Kp = Kpy1.
Le résultat est démontré par récurrence.
n
23) (a) P(0) = ap > 0 et donc 0 n’est pas racine de P. P(1) = Z ax > 0 et donc 1 n’est pas racine de P.
k=0
n n n n+1 n n
(b) X=TP=X=1)) aX*=> aX*""=) aX=> a1 X~ aX =a X"+ (ax 1 —a) X*—ao.
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0 k=1

() Soit z une racine de P dans C. Supposons par Pabsurde que |z| < 1. Alors

n

n n
0=1(z=1P(@) = |anz™" + ) (a1 —a) 2" —ao| < anlz™ "'+ (ax1 —ai) 2" +a0 < an+ ) (ar 1 — ar)+ao = an+ao-
k=1 k=1 k=1
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n n
et donc |anz™! + Z (ax_1 —ax) z¥ — ap| = anlz™*' + Z (ax_1 — ax) |zI¥ + ao. Puisque les coefficients du polynome
k=1 k=1
(X — 1)P sont strictement positifs et que pour tout k € [0, n], ’zk} = |z[* < 1, la question 22.c) permet d’affirmer que
z"t1 =z" = ... =z =1 et en particulier que z = 1. Ceci est faux d’aprés la question a) et donc |z| > 1.

24) De nouveau, 0 n’est pas racine de Q car ap # 0. Pour k € [0,n], posons a; = an—_x de sorte que a} = aj > aj >
..>al >0.

1 a) af al
X"Q <§) = X" <X—ﬁ+xn’_1 +.ot ‘;(‘ +a,’1) —a/ X" +a/ X"+, +ajX+al.

D’aprés la question précédente, les racines du polynome P = a/ X" +a/ ;X" '+...+ajX+a( sont de module strictement

1
supérieur a 1. Puisque 0 n’est pas racine de Q, pour tout complexe z, z est racine de Q si et seulement si — est racine de
z

P. Donc, pour tout racine z de Q dans C, > 1 puis |z| < T.

5’
=ont_ nt
25) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. T, = g ,—'Xl. Pour i € [0,n], posons a; = = de sorte que
il il
i=0

n
Th = Z a;X*. Pour tout i € [0,n] a; > 0 puis pour i € [0,n — 1],
i=0

ai nt (i4+1 141
= — - = < ]
ai,;  nitt il n

avec égalité si et seulement sii =n—1. Donc, ap > a; > ... > an—1 = a, > 0. D’aprés la question précédente, les racines
de T,, dans C sont de module strictement inférieur a 1.

Enfin, pour z € C,

zracinede S, & S, (z) =0& T, (%) =0& % racine de T,.

P . z
D’aprés ce qui précéde, pour tout racine z de S;; dans C, on a ‘—‘ < 1 et donc [z] < n.
n
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