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Partie I

1) Si P est un polynôme de degré au plus n, alors ϕ(P) est un polynôme de degré au plus n et donc ϕ induit une
application de Rn[X] dans lui-même notée ϕn.

Soient (P1, P2) ∈ (Rn[X])
2

et (λ1, λ2) ∈ R
2.

ϕn (λ1P1 + λ2P2) = (λ1P1 + λ2P2) − (λ1P
′

1 + λ2P
′

2) = λ1 (P1 − P ′

1) + λ2 (P2 − P ′

2) = λ1ϕn (P1) + λ2ϕn (P2) .

Donc, ϕn ∈ L (Rn[X]).

2) ϕn(1) = 1 et pour k ∈ J1, nK, ϕn

(

Xk
)

= Xk − kXk−1. Donc, si B0 = (1, X, . . . , Xn),

MatB0
(ϕn) =

























1 −1 0 . . . . . . 0

0 1 −2
. . .

...
...

. . . 1
. . . . . .

...
. . .

. . . 0
...

. . . 1 −n

0 . . . . . . 0 1

























∈ Mn+1(R).

3) On en déduit que χϕn
= (X − 1)n+1 ou encore ϕn admet 1 pour valeur propre d’ordre n + 1. Le sous-espace propre

associé E1 (ϕn) est constitué des éléments P de Rn[X] tels que P − P ′ = P ou encore P ′ = 0. Donc, E1 (ϕn) = R0[X].

Si n = 0, ϕ0 = IdR0[X] et en particulier, ϕ0 est diagonalisable.
Si n > 1, la dimension de E1 (ϕn), à savoir 1, est strictement plus petite que l’ordre de multiplicité de la valeur propre 1,
à savoir n+ 1 et en particulier, ϕn n’est pas diagonalisable.

4) 0 n’est pas valeur propre de l’endomorphisme ϕn et donc, puisque Rn[X] est de dimension finie, ϕn est un automor-
phisme de Rn[X].

5) (a) Soit i ∈ J0, nK.
Xi

i!
est un élément de Rn[X]. Puisque ϕn est une bijection, il existe un polynôme si et un seul dans

Rn[X] tel que ϕn (si) =
Xi

i!
.

(b) La famille

(

Xi

i!

)

06i6n

est une famille de polynômes de Rn[X], de degrés deux à deux distincts et donc la famille

(

Xi

i!

)

06i6n

est une famille libre de Rn[X]. De plus, card

(

Xi

i!

)

06i6n

= n + 1 = dim (Rn[X]) < +∞ et donc la famille

(

Xi

i!

)

06i6n

est une base B de Rn[X].

Mais alors, (s0, . . . , sn) = ϕ−1
n (B) est une base de Rn[X] en tant qu’image de la base B par l’automorphisme ϕ−1

n .

6) Pour tout élément P de Rn[X], δ
n+1(P) = P(n+1) = 0 et donc δn+1 = 0. Puisque Id et δ commutent,

(Id− δ) ◦ (Id+ δ+ . . . + δn) = Id− δn+1 = Id.

7) Puisque ϕn = Id − δ, on en déduit que ϕ−1
n = Id+ δ+ . . . + δn puis que pour i ∈ J0, nK,

si = ϕ−1
n

(

Xi

i!

)

=

n∑

k=0

δk
(

Xi

i!

)

=

i∑

k=0

δk
(

Xi

i!

)

Xi

i!
+

Xi−1

(i − 1)!
+ . . .+

X1

1!
+

X0

0!
=

i∑

k=0

Xk

k!
.
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Partie II

8) Pour tout réel x, S ′

3(x) = S2(x) =
x2

2
+ x+ 1 =

1

2
(x + 1)2 +

1

2
> 0. S3 est donc strictement croissante sur R. De plus,

lim
x→−∞

S3(x) = −∞ et lim
x→+∞

S3(x) = +∞.

Graphes.

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

1 2 3−1−2−3−4

y
=

ex
p
(x
)

y
=

S
3
(x
)

y
=
S 1
(x
)

9) Montrons par récurrence que ∀p ∈ N∗, S2p n’a pas de racine racine et S2p+1 a une et une seule racine réelle, notée
α2p+1, qui de plus est simple.

• C’est vrai pour p = 0 : ∀x ∈ R, S0(x) = 1 > 0 et S1(x) = x+ 1 de sorte que α1 = −1.

• Soit p > 0. Supposons le résultat pour p. S2p ne s’annule pas sur R, est continue sur R et vérifie lim
x→+∞

S2p(x) = +∞ et

on en déduit que ∀x ∈ R, S2p(x) > 0. Puisque S ′

2p+1 = S2p, S ′

2p+1 > 0. Mais alors, S2p+1 est strictement croissante sur
R puis strictement négative sur ]−∞, α2p+1[ et strictement positive sur ]α2p+1,+∞[. S2p+2 admet donc un minimum en
α2p+1 égal à

S2p+2 (α2p+1) = S2p+1 (α2p+1) +
α2p+2
2p+1

(2p + 2)!
=

α2p+2
2p+1

(2p + 2)!
> 0

car S2p+1(0) = 1 6= 0 ⇒ α2p+1 6= 0. Donc, S2p+2 est strictement positive et en particulier ne s’annule pas sur R. Ensuite,
S ′

2p+3 = S2p+2 > 0 et donc S2p+3 est continue et strictement croissante sur R. De plus, lim
x→−∞

S2p+3(x) = −∞ et

lim
x→+∞

S2p+3(x) = +∞ et donc S2p+3 est une bijection de R sur R. En particulier, S2p+3 s’annule une fois et une seule en

un certain réel noté α2p+3. Ce réel n’est pas racine de S ′

2p+3 = S2p+2 (car S2p+2 n’a pas de racine réelle) et donc α2p+3

est racine simple de S2p+3.

Le résultat est démontré par récurrence.

10) (a) Soit n ∈ N∗. S2n+1 (α2n−1) = S2n (α2n−1) +
α2n
2n−1

(2n)!
> 0 + 0 = 0. Ainsi, S2n+1 (α2n−1) > 0 = S2n+1 (α2n+1).

Puisque la fonction S2n+1 est strictement croissante sur R, on en déduit que α2n−1 > α2n+1.

Ainsi, pour tout n ∈ N∗, α2n−1 > α2n+1 et donc la suite (α2n+1)n∈N
est strictement décroissante.

(b)

(i) La suite (vm)m∈N
est convergente et en particulier bornée. Soit µ un majorant de la suite (|vm|)m∈N

. Pour m ∈ N,
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|Sm (vm) − evm | =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞∑

k=m+1

vkm
k!

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞∑

k=m+1

|vm|
k

k!

6

+∞∑

k=m+1

µk

k!
= eµ − Sm(µ).

La suite (eµ − Sm(µ))m∈N
converge et a pour limite 0. Il en est donc de même pour la suite (Sm (vm) − evm)m∈N

.

(ii) Pour tout m ∈ N,
∣

∣Sm (vm) − eℓ
∣

∣ 6 |Sm (vm) − ewm |+
∣

∣evm − eℓ
∣

∣. D’après la question précédente, lim
m→+∞

|Sm (vm) − ewm | =

0 et d’autre part, par continuité de la fonction exponentielle en ℓ, lim
m→+∞

∣

∣evm − eℓ
∣

∣ = 0. On en déduit que lim
m→+∞

|Sm (vm) − ewm |+
∣

∣evm − eℓ
∣

∣ = 0 et finalement que lim
m→+∞

∣

∣Sm (vm) − eℓ
∣

∣ = 0.

Ceci montre que la suite (Sm (vm))m∈N
converge vers eℓ.

(c) La suite (α2n+1)n∈N
est décroissante et donc soit convergente, soit divergente de limite −∞. Supposons par l’ab-

surde que la suite (α2n+1)n∈N
converge vers un certain réel ℓ. Posons pour tout n ∈ N, α2n = ℓ de sorte que la suite

(αn)n∈N
converge vers ℓ. D’après la question précédente, la suite (Sn (αn))n∈N

converge vers eℓ et en particulier la suite
(S2n+1 (α2n+1))n∈N

converge vers eℓ > 0. Mais ceci est absurde car la suite (S2n+1 (α2n+1))n∈N
est la suite nulle.

Donc, lim
n→+∞

α2n+1 = −∞.

Partie III

11) h est dérivable sur R et pour tout réel x, h ′(x) = (1 − x)e1−x. h est donc strictement croissante sur ] − ∞, 1 et
strictement décroissante sur [1,+∞[. Enfin, lim

x→−∞

h(x) = −∞ et lim
x→+∞

h(x) = 0 d’après un théorème de croissances

comparées.

Graphe.

1

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3

12) La fonction h est continue et strictement croissante sur ]−∞, 1[. La fonction h réalise donc une bijection, notée h1, de

]−∞, 1[ sur h(]−∞, 1[) =

]

lim
x→−∞

h(x), h(1)

[

=]−∞, 1[. Soit g = h−1
1 . Pour tout x de ]−∞, 1[, on a h(g(x)) = h1(g(x)) = x.

h1 est de classe C∞ sur ] −∞, 1[ et la dérivée h ′

1 de h1 ne s’annule pas sur ] −∞, 1[. On en déduit que g est de classe C∞

sur h1(] −∞, 1[) =] −∞, 1[.

Graphe de g.
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1

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3−4−5−6

13) Pour tout x > 1, h(x) > 0 et en particulier h(x) 6= −1. Sinon, h réalise une bijection de ] −∞, 1[ sur lui-même et donc
il existe un unique réel ρ de ] − ∞, 1[ tel que h(ρ) = −1. En résumé, il existe un unique réel ρ tel que h(ρ) = −1 et de
plus ρ < 1. On note que ρ = g(−1).

14) h

(

−
1

2

)

= −
1

2
e

3

2 = −e
3

2
−ln 2 6 −e0 = −1 et donc, puisque h est croissante sur ] −∞, 1[, ρ > −

1

2
.

De même, h

(

−
1

4

)

= −
1

4
e

5

4 = −e
5

4
−2 ln 2 > −e

5

4
− 26

20 = −e−
1

20 > −e0 = −1 et donc ρ 6 −
1

4
. En résumé, −

1

2
6 ρ 6 −

1

4
.

15) (a)

1− e−nzTn(z) = 1− e−nzSn(nz) = 1− e−nz

n∑

k=0

nk

k!
zk = 1− e−nz

(

+∞∑

k=0

nk

k!
zk −

+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk

)

= 1− e−nz

(

enz −

+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk

)

= e−nz

+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk =

(

e−z
)n

zn
+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk−n

=
(

ze−z
)n

ene−n

+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk−n =

(

ze1−z
)n

e−n

+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk−n.

(b) On en déduit que

∣

∣1− e−nzTn(z)
∣

∣ =
(

|z|
∣

∣e1−z
∣

∣

)n
e−n

∣

∣

∣

∣

∣

+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk−n

∣

∣

∣

∣

∣

6 e−n

+∞∑

k=n+1

nk

k!
|z|k−n

6 e−n

+∞∑

k=n+1

nk

k!

= 1− e−nTn(1).

(c) Si Tn(z) = 0, alors 1 6 1− e−nTn(1) puis Tn(1) 6 0 ce qui est faux. Donc, Tn(z) 6= 0.

16) Soit n un entier naturel impair supérieur ou égal à 3. Par stricte décroissance, αn < α1 = −1.

On a admis que |αn| < n et donc −n < αn < −1.

Tn

(αn

n

)

= Sn (αn) = 0. D’après la question précédente, on a
∣

∣

∣

αn

n

∣

∣

∣ > 1 ou |h (αn)| > 1 et donc
∣

∣

∣h
(αn

n

)∣

∣

∣ > 1. Puisque

αn < 0, h
(αn

n

)

< 0 puis h
(αn

n

)

< −1 = h(ρ). Par stricte croissance de la fonction h sur ] − ∞, 1[, on en déduit que
αn

n
< ρ puis que αn < nρ.

On a montré que si n est un entier naturel impair supérieur ou égal à 3, alors −n < αn < nρ.
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Partie IV

17) Soit u un réel et n un entier naturel. La formule de Taylor-Laplace à l’ordre n fournit

eu =

n∑

k=0

uk

k!
+

∫u

0

(x− u)n

n!
ex dx = Sn(u) +

∫0

u

tn

n!
eu−t (−dt) = Sn(u) − eu

∫0

u

tn

n!
e−t dt

puis 1 = e−uSn(u) −

∫0

u

tn

n!
e−t dt et finalement e−uSn(u) = 1+

∫0

u

tn

n!
e−t dt.

18) En posant t = nx, on obtient

∫0

γn

(h(x))n dx =

∫0

γn

xnen(1−x) dx = en
∫0

γn

xne−nx dx

= en
∫0

αn

(

t

n

)n

e−t dt

n
=

en

nn+1

∫0

αn

tne−t dt

=
en

nn+1
n!
(

e−αnSn (αn) − 1
)

(d’après la question 17)

= −
enn!

nn+1
.

19) D’après la formule de Stirling, −
enn!

nn+1
∼

n→+∞

−
en
(n

e

)n √
2πn

nn+1
=

√
2π√
n

. On en déduit que −
enn!

nn+1
→

n→+∞

0 et en

particulier que −
e2m+1(2m + 1)!

(2m + 1)(2m+1)+1
→

m→+∞

0 et finalement que

lim
m→+∞

∫0

γ2m+1

(h(t))2m+1 dt = 0.

20) Soit m un entier naturel. Pour tout t 6 0, h(t) 6 0 puis (h(t))2m+1 6 0. Mais alors, puisque ρ 6 0,

∫0

γ2m+1

(h(t))2m+1 dt =

∫ρ

γ2m+1

(h(t))2m+1 dt +

∫0

ρ

(h(t))2m+1 dt 6

∫ρ

γ2m+1

(h(t))2m+1 dt 6 0.

D’après le théorème des gendarmes, lim
m→+∞

∫ρ

γ2m+1

(h(t))2m+1 dt = 0.

21) Soit m un entier naturel non nul de sorte que 2m + 1 est un entier impair supérieur ou égal à 3. Puisque la fonction
h est croissante sur ] −∞, 1[, pour t 6 ρ, on a h(t) 6 h(ρ) = −1 puis (h(t))2m+1 6 (−1)2m+1 = −1. Par suite, puisque
α2m+1 6 (2m + 1)ρ et donc γ2m+1 6 ρ,

∫ρ

γ2m+1

(h(t))2m+1 dt 6

∫ρ

γ2m+1

−1 dt = −(ρ− γ2m+1) 6 0.

Toujours d’après le théorème des gendarmes, on en déduit que lim
m→+∞

(γ2m+1 − ρ) = 0 ou encore lim
m→+∞

α2m+1

2m + 1
= ρ ou

encore
α2m+1

2m + 1
∼

m→+∞

ρ ou enfin

α2m+1 ∼
m→+∞

2mρ.

Partie V

22) (a) On montre le résultat par récurrence sur p.

• Soient θ1 un réel strictement positif puis α1 un nombre complexe de module inférieur ou égal à 1.
Supposons que |θ1α1| = θ1. Alors, θ1 |α1| = θ1 puis |α1| = 1. Le résultat est donc vrai quand p = 1.

• Soit p > 1. Supposons le résultat pour p. Soient θ1, . . . , θp+1 des réels strictement positifs puis α1, . . . , αp+1 des
nombres complexes de modules inférieur ou égaux à 1. Déjà,

http ://www.maths-france.fr 5 c© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés.



∣

∣

∣

∣

∣

p+1∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

p∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

+ θp+1 |α2p+1|

6

∣

∣

∣

∣

∣

p∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

+ θp+1 6

p∑

i=1

θi |αi| + θp+1

6

p+1∑

i=1

θi.

On obtient une égalité si et seulement si chacune des inégalités écrites est une égalité ce qui équivaut à
∣

∣

∣

∣

∣

p∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

=

p∑

i=1

θi et |α2p+1| = 1 et finalement à ∀i ∈ J1, p + 1K, |αi| = 1 par hypothèse de récurrence.

Le résultat est démontré par récurrence.

(b) (θ1 + θ2)
2
= |θ1α1 + θ2α2|

2
=
∣

∣θ1 + θ2e
it
∣

∣

2
= θ21 + 2θ1θ2 cos t + θ22 et donc 2θ1θ2 cos t = 2θ1θ2 puis cos t = 1 puis

t ∈ 2πZ et finalement α2 = 1.

(c) Montrons par récurrence que ∀p > 2, ∀ (θi)16i6p ∈]0,+∞[p, ∀ (αi)16i6p ∈ Up,

∣

∣

∣

∣

∣

p∑

i=1

θiαi

∣

∣

∣

∣

∣

=

p∑

i=1

θi ⇒ α1 = . . . = αp.

• Soient θ1 et θ2 deux réels strictement positifs et α1 et α2 deux nombres complexes de module 1.
α2

α1

est encore

un nombre complexe de module 1 et d’après la question précédente,

|θ1α1 + θ2α2| = θ1 + θ2 ⇒
∣

∣

∣

∣

θ1 + θ2
α2

α1

∣

∣

∣

∣

= θ1 + θ2 ⇒
α2

α1

= 1 ⇒ α1 = α2.

Le résultat est donc vrai quand p = 2.

• Soit p > 2. Supposons le résultat pour p. Soient θ1, . . . , θp+1 p + 1 réels strictement positifs et α1, . . . , αp+1

p+ 1 nombres complexes de module 1 tels que

∣

∣

∣

∣

∣

p+1∑

i=1

αiθi

∣

∣

∣

∣

∣

=

p+1∑

i=1

θi.

De nouveau, toutes les inégalités de la question (a) sont des égalités. En particulier,

∣

∣

∣

∣

∣

p∑

i=1

αiθi

∣

∣

∣

∣

∣

=

p∑

i=1

θi et donc,

α1 = . . . = αp par hypothèse de récurrence. On a donc

∣

∣

∣

∣

∣

α1

p∑

i=1

θi + θp+1αp+1

∣

∣

∣

∣

∣

=

p+1∑

i=1

θi puis

∣

∣

∣

∣

∣

(

p∑

i=1

θi

)

+ θp+1
αp+1

α1

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

p∑

i=1

θi

)

+ θp+1.

Puisque

p∑

i=1

θi > 0 et que
αp+1

α1

est de module 1, le cas p = 2 permet d’affirmer que
αp+1

α1

= 1 et donc que

α1 = . . . = αp = αp+1.

Le résultat est démontré par récurrence.

23) (a) P(0) = a0 > 0 et donc 0 n’est pas racine de P. P(1) =

n∑

k=0

ak > 0 et donc 1 n’est pas racine de P.

(b) (X−1)P = (X−1)

n∑

k=0

akX
k =

n∑

k=0

akX
k+1−

n∑

k=0

akX
k =

n+1∑

k=1

ak−1X
k−

n∑

k=0

akX
k = anX

n+1+

n∑

k=1

(ak−1 − ak)X
k−a0.

(c) Soit z une racine de P dans C. Supposons par l’absurde que |z| 6 1. Alors

0 = |(z−1)P(z)| =

∣

∣

∣

∣

∣

anz
n+1 +

n∑

k=1

(ak−1 − ak) z
k − a0

∣

∣

∣

∣

∣

6 an|z|
n+1+

n∑

k=1

(ak−1 − ak) |z|
k+a0 6 an+

n∑

k=1

(ak−1 − ak)+a0 = an+a0−
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et donc

∣

∣

∣

∣

∣

anz
n+1 +

n∑

k=1

(ak−1 − ak) z
k − a0

∣

∣

∣

∣

∣

= an|z|
n+1 +

n∑

k=1

(ak−1 − ak) |z|
k + a0. Puisque les coefficients du polynôme

(X − 1)P sont strictement positifs et que pour tout k ∈ J0, nK,
∣

∣zk
∣

∣ = |z|k 6 1, la question 22.c) permet d’affirmer que
zn+1 = zn = . . . = z = 1 et en particulier que z = 1. Ceci est faux d’après la question a) et donc |z| > 1.

24) De nouveau, 0 n’est pas racine de Q car a0 6= 0. Pour k ∈ J0, nK, posons a ′

k = an−k de sorte que a ′

0 = a ′

1 > a ′

2 >

. . . > a ′

n > 0.

XnQ

(

1

X

)

= Xn

(

a ′

0

Xn
+

a ′

1

Xn−1
+ . . .+

a ′

n−1

X
+ a ′

n

)

= a ′

nX
n + a ′

n−1X
n−1 + . . .+ a ′

1X+ a ′

0.

D’après la question précédente, les racines du polynôme P = a ′

nX
n+a ′

n−1X
n−1+. . .+a ′

1X+a ′

0 sont de module strictement

supérieur à 1. Puisque 0 n’est pas racine de Q, pour tout complexe z, z est racine de Q si et seulement si
1

z
est racine de

P. Donc, pour tout racine z de Q dans C,

∣

∣

∣

∣

1

z

∣

∣

∣

∣

> 1 puis |z| < 1.

25) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Tn =

n∑

i=0

ni

i!
Xi. Pour i ∈ J0, nK, posons ai =

ni

i!
de sorte que

Tn =

n∑

i=0

aiX
i. Pour tout i ∈ J0, nK ai > 0 puis pour i ∈ J0, n − 1K,

ai

ai+1

=
ni

ni+1

(i+ 1)!

i!
=

i+ 1

n
6 1

avec égalité si et seulement si i = n−1. Donc, a0 > a1 > . . . > an−1 = an > 0. D’après la question précédente, les racines
de Tn dans C sont de module strictement inférieur à 1.

Enfin, pour z ∈ C,

z racine de Sn ⇔ Sn(z) = 0 ⇔ Tn

( z

n

)

= 0 ⇔
z

n
racine de Tn.

D’après ce qui précède, pour tout racine z de Sn dans C, on a
∣

∣

∣

z

n

∣

∣

∣ < 1 et donc |z| < n.
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