SESSION 2014

CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

EXERCICE I

Notons I I'intégrale & calculer. La fonction (x,y) — est continue sur le compact D et donc I existe.

T+x24+1y2

En passant en polaires, on obtient

1 1
I= JJ ——— dxdy = J'J' rdrdo
p 14+x2+y?2 Y 0,11x[0,27] 1 + 712

1 T 27
= 1 dr | x J do | (intégrales indépendantes)
0

oT
1
T, (2
=27 [—ln(r +1)} =mln2
2 0

1 I
ffxz+yz<] 7] X2 +y2 dXdy =mln2.

EXERCICE II

b b
I1.1. Sur I (resp. ), (E) s’écrit encore y” + &;‘)y/ + @y = 0. Puisque les deux fonctions x +— ﬁz) et x — @ sont
X X X X
continues sur I (resp. J), on sait que ST (reps. S7) est un R-espace vectoriel de dimension 2.

I1.2. Soit f € S. f est de classe C? sur R et en particulier f est continue en 0.

feKerp & fi=0etfj =0%& f/pe =0/p-
& =0 (pour = par continuité de f en 0).

On a montré que Kerg = 0 et donc @ est injective. Mais alors, ¢ induit un isomorphisme de S sur @(S) et donc
dim(S) = dim(@(S)) < dim(ST x S7) =dim(ST) +dim(S7) =2+2 =4.

dim(S) < 4.
(On a implicitement admis entre autre que toute solution sur I (reps. J) est automatiquement de classe C? sur I (reps. J).
I1.3. Soit f une fonction de classe C% sur I (resp. J).

f solution de (E) sur I (resp. J) & Vx € I (resp. J), x*f"(x) +xf'(x) =

0
& x e (resp. ), x(f') (x) +f'(x) =0 & ¥x € I (resp. J), (xf') (x) =0

SINeR/Vxel(resp. ), xf'(x) =A& IR/ ¥x €1 (resp. ]), f'(x) = -
& 3\ p) e R?/ ¥x €1 (resp. ]), f(x) = Aln(|x]) + .
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Soit alors f une solution de (E) sur R. Nécessairement, il existe (A1, A2, 11, 12) € R* tel que pour tout x de R*,
fx) = A In(x]) + py six >0
Tl Azln(x]) Fuzsix<O0

f doit avoir une limite réelle en 0. Ceci impose A7 = A2 = 0 et w3 = pwy. Donc f est constante sur R* puis sur R par
continuité de f en 0. Réciproquement, les fonctions constantes sont de classe C2 sur R et solutions de (E) sur R.

S est donc I'ensemble des fonctions constantes sur R ou encore ’espace vectoriel engendré par la fonction x — 1. On en

déduit que

dim(S) = 1.
I1.4. Soient « un réel puis f la fonction définie sur I par : Vx € I, i (x) = x*. Pour tout réel x € I,

X2 (x) — 6xFL (x) + 12f 5 (x) = x? (o0 — T)x% 2 — 6xox™ ! 4 12x~

= (afoc—1) — 6o+ 12)x* = (a? — 7oc +12) x* = (¢ — 3) (ot — 4)x*.

Ensuite,

fo solution de (E) sur I & Vx > 0, (o —3)(x —4)x* =0
S(a—3)(a—4)=0&a=3oux=4.

Ainsi, les deux fonctions f3 : x — x> et f4 : x — x* sont solutions de (E) sur I. De plus, la famille (f3,f4) est libre car
le wronskien de (f3,f4) est

x> x4

3x2 4x3

:Xé)

W (f3,f4) = ‘

et ne s’annule pas sur I. Puisque ST est de dimension 2, on en déduit que

ST ={x— A +ux*, (A\n)e Rz}.

Les fonctions x — x3 et x — x* constituent aussi un systéme fondamental de solutions de (E) sur ], les calculs algébriques
pour le vérifier étant les mémes que sur I. Puisque S~ est de dimension 2, S~ = {x = A3+ uxt, (A, ) € RZ}.

Soit f un élément de (S). Nécessairement, il existe (A1, A2, 11, 12) € R* tel que pour tout x de R,

Mx3+xtsix >0

Mx3+mxtsix >0
_{ Aox3 4+ ox?six < 0

flx)=< 0six=0
Ax3 4+ oxtsix < 0

b

(la valeur en 0 ayant été fournie par 'équation (E)). Réciproquement, une telle fonction est de classe C? sur R*, solution
de (E) sur R* et si elle est deux fois dérivable en 0, est encore solution de (E) sur R.

Donc, une telle fonction est effectivement dans S si et seulement si elle est deux fois dérivables en 0, & dérivée seconde
continue en 0.

Déja, pour tout (A1,Az, 11, u2) € R4, fest de classe C? sur [0, +o0[ (c’est-a-dire en particulier deux fois dérivables & droite
en 0 et & dérivée seconde continue & droite en 0) et sur ] — oo, O[.

f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 & savoir f(x) = o(x). Donc f est dérivable en 0 et '(0) = 0. La fonction
X—

3IMX2 +4ux3six >0

. / . R
I + A six < 0 Puisque f’ est continue & gauche en 0

f’ est donc définie sur R par : pour tout réel x, f'(x) = {
(car lim f'(x) =0 =f'(0)), f est de classe C' sur R.

x—0, x<0
De nouveau, f’ admet en 0 un développement limité d’ordre 1 a savoir f'(x) =, o(x). Donc, f’ est dérivable en 0
X—

ou encore f est deux fois dérivable en 0 et f”(0) = 0. La fonction f" est donc définie sur R par : pour tout réel x,
I 67\1x+12u1x2 six >0
f (X) = 2 .
6A2x + 12uyx~ six < 0
de (E) sur R.

. De nouveau, f” est continue a gauche en 0 et donc f est de classe C? sur R, solution
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A3+ x?six >0

Aax3 4+ uox"six <0’

4
4 (A1,A2, 1, 12) € R*. S est de dimension 4. Une
six >

S est ’ensemble des fonctions de la forme x — {

. . ) x°six =20 . xtsix >0 . O0six >0
base de S est la famille (g1, 92,93,94) o g1 @ x { Osix<o 92° x»—>{ Osix<o *93:1%x0 { Bsix <0 et
1x >
gsa : X+ 2481sixx/<00 . En effet, la famille (g1, g2, g3, g4) est génératrice de S. De plus, si A\1g1 +A292+A3g3+Asg4 =0,

alors A, = 0 (en faisant tendre x vers +00), Ay = 0 (en faisant tendre x vers —oo) puis A; = 0 (obtenu pour x = 1) puis
A3 =0 (obtenu pour x = —1). La famille (g1, g2, g3, g4) est donc libre et génératrice de S.

I1.5. On adapte la question précédente en souhaitant que les solutions soient & = —3 et o« = —4.
L’équation (E) : x?y” +8xy’+12y = 0 fournit 'équation d’inconnue o : o(x—1)+8cx+12 = 0 ou encore &?+70¢+12 =0
ou enfin (ot +3)(x+4) =0.

A A
ST (reps. S7) est constitué des fonctions de la forme f : x = — % = $
X

+
une limite réelle en 0 alors A = p = 0. Donc, si f est une solution de (E) sur R, ses restrictions a ] — oo, 0[ et ]0, +oo[ sont
nécessairement nulles puis f est nulle sur R.

., (A,pn) € R2. Si une telle fonction a

Ainsi, si (E) est équation x2y” + 8xy’ + 12y = 0, alors dim(S) = 0.
PROBLEME

Premiére partie : convergence de séries par transformation d’Abel

III.1. Soit n un entier naturel non nul.

mn n n
axbyx = apbg + Z ax (Bx —Bx—1) = apBo + Z ayBy — Z axByx_1

M-

Sn =
k=0 k=1 k=1 k=1
n n—1 n—1 n—1
=) aBi—) aiBi=anBn+ ) aBi— ) axiiBx
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1
= (ax — ak+1) Bx + anBn.
k=0

I11.2.

ITI.2.a. On sait que que la série de terme général ax — axy1, k > 0, est de méme nature que la suite (ax), oy (série
télescopique). Puisque la suite (ax)y oy est convergente, il en est de méme de la série de terme général ax — axy1, k = 0.

III.2.b. La suite (By),cy est bornée. Soit M un majorant de la suite (|Bn|),cy-

Soit n un entier naturel non nul.

n—1 n—1 n—1
D llak —ari1)Bil = ) (ak—axi1) Bl <M ) (ax — axi1) = M(ao — an) < Mao.
k=0 k=0 k=0
n—1
Ainsi, la suite des sommes partielles <Z |(ax — axt1)Bk| | est majorée. Puisque la série correspondante est & termes
k=0

positifs, on en déduit que ma série de terme général |(ax — ax.1)Bk| ou encore la série de terme général (ayx — axy1)Bx
converge absolument et donc converge.

D’autre part, la suite (a,) tend vers 0 et la suite (By) est bornée. Donc la suite (anBy) converge vers 0. Mais alors,
d’aprés la question I11.1, la suite (S, ) converge en tant que somme de deux suites convergentes ou encore la série de terme
général anby,, n € N, converge.

II1.2.c. Critére spécial aux séries alternées. Soit (a,,) une suite réelle positive, décroissante et de limite nulle. Alors
la série de terme général (—1)™a,, n € N, converge.
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n
D’aprés ce qui précéde, pour démontrer ce résultat, il suffit de montrer que la suite (Z(—H
k=0

n

) est bornée. Mais
neN
(—=1)

k
n
. k . . . k N
pour tout entier naturel n, E (—1)* € {0, 1} et en particulier, pour tout entier naturel n, 0 < E < 1. Le critére

k=0 k=
spécial aux séries alternées est donc démontré.

o

I11.3.

II1.3.a. Soit n un entier naturel non nul. Puisque e*® ¢ 277, on a e'® # 1 puis

n n ) ) ) ) »
Z Ko ( ie)k 0 eme -1 619 % eme/z eLnS/Z —e in@/2
1—eib 1 i0/2 i0/2 _ p—if/2
= = e e e e
. no
sin | —
_ 2 ) qilni1)e,2
. (9
sin { =
2
II1.3.b. Soit o un réel.
eine 1 eine
ler cas. Si @ < 0, puisque + | = =%+ —& ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo. Dans ce cas, la série de terme
n n*’ n
ino
général ——, n € N, est grossierement divergente.
n
eine 1
2éme cas. Si « > 1, puisque — | = —5 et que la série de terme général —, n € N*, converge, la série de terme général
n n n
in®
—, 1€ N*, converge absolument et donc converge.
n

3éme cas. Supposons 0 < & < 1. Pour n € N*, posons an = — et by = e'"® La suite (an) est réelle, décroissante et
n

de limite nulle (car o« > 0). D’autre part, d’apreés la question précédente, pour tout entier naturel non nul,

S. (ne) S' <ne>‘
1m | — m | —
2 /) im+nes2| _ A 1

@R R

Donc, la suite (B ) est bornée. D’aprés la régle d’ABEL démontrée dans les questions précédentes, la série de terme général

|Bn‘ =

n
§ eLkQ
k=1

ino ind
: .. le 1 . -
&> L€ N¥, converge. Notons que la série de terme général = —, n € N*, diverge et donc que la série de terme
n n
in®
général ——, n € N est semi-convergente.
n

En résumé, si o > 1, la série est absolument convergente, si 0 < « < 1, la série est semi-convergente et si @ < 0, la série
est grossiérement divergente.

II1.4. Soit x € R.
sin(nx)

vn
in(nx)

si
e Si x ¢ 2nZ, puisque pour tout entier naturel non nul,

N

sin(nx
= 0 et donc la série numérique de terme général (7)
vn
ind :
sin(nx
=Im ( ), la série de terme général (nx)

ni/z Nl

e Si x € 2nZ, pour tout n € N*, converge.

n € N*, converge d’aprés la question précédente.

sin(nx)

N

On a montré que la série de fonctions de terme général x — , n € N*, converge simplement sur R.
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Deuxiéme partie : convergence uniforme de séries
I11.5.

ITI.5.a. Soit n € N. Pour tout z de A, |anFn(z)] = an |[Fn(z)] < May, puis sup{lanFn(z)|, z € A} < May. Puisque

lim Ma, =0, on a encore lim sup{laFn(z)l, z € A} = 0. Ceci montre que la suite de fonctions (anF,) converge
n—-+oo n—-+oo

uniformément sur A vers la fonction nulle.

Soit 1 € N. Pour tout zde A, [(ax41 — ax)Fr(z)| = (ak—ax 1) [Fe(2)| < (ak—ax1) puis sup {|(ax 1 — ar)F(z)], z € A} <
M(ax—axy1). D’apreés la question I11.2.a, la série numérique de terme général M (ax —ax1) converge et on a donc montré
que la série de fonctions de terme général (ax,1 — ax)Fx, k € N, converge normalement sur A.

IT1.5.b. Pout out entier naturel non nul n, d’aprés la question III.1,

n n—1
E axfy = E (k1 — ar)Fk + anFn.
k=0 k=0
La série de fonctions de terme général (ay1 — ax)Fk, k € N, converge normalement et donc uniformément sur A ou encore
n—1
la suite de fonctions < E (axi1 — ak)Fk> converge uniformément sur A. D’autre part, la suite de fonctions (a,Fy)
k=0
n
converge uniformément sur A. Mais alors la suite de fonctions E axfy | converge uniformément sur A ou encore la
k=0

série de fonctions de terme général a,f,, n € N*, converge uniformément sur A.
I11.6.

. . . . X .
IIL.6.a. Soit x un réel. 1 —e™ = /2 (e /2 — ¢*/2) = —2isin (Z) et/2,

Soit a €]0,7t[. Pour n € N*, posons a,, = et pour n € N* et x € [a,27 — a], posons f,, (x) = sin(nx). Pour n € N* et

1
N

x € [a,2t—a], on a

k=1
ik
< ]; e
< ‘Sm(]w (d’apres 111.3.b)
= m (car ; € {%,7'[— %} o, m()
1

S ——75-
sin(a/2)

n
Donc la suite Z fx | est uniformément bornée sur [a,27w — a]. Puisque la suite (a,) tend vers 0 en décroissant, la
k=1
question I11.5.b permet d’affirmer que la série de fonctions de terme général u,, = anfn, 1 € N*| converge uniformément
vers U sur [a, 27t — al.

Puisque chaque fonction u,,, n € N*, est continue sur [a, 27— a] et que la série de fonctions de terme général u,,, n € N*,
converge uniformément vers U sur [a,27t — a], la fonction U est continue sur [a,27t — a]. Ceci étant vrai pour tout réel
a €]0, 7t[, la fonction U est continue sur ]0, 7[.

n
II1.6.b. Soit p € N*. De nouveau, on doit démontrer que la suite (Z sin(kx) sin(px)) est uniformément bornée sur

k=1
[0,7t]. Or, pour n € N*,
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Z sin(kx) sin(px) = sin(px) Im <Z e )

k=1 k=1
e Soit x €]0,7t]. D’aprés la question I11.3.b,

n n
Z sin(kx) sin(px)| = [sin(px)| x Z sin(kx)
k=1 k=1
_ Isin(px)
sin(x/2)
< M (d’aprés le résultat admis par I’énoncé)
X/
[px| . . :
< oy (classiquement, pour tout réel t, |sin(t)| < |t|)
=pm.
n
e Six=0 Z sin(kx) sin(px)| = 0 < p7.
k=1
n n
En résumé, pour tout x de [0, 7] et tout n de N*, Z sin(kx) sin(px)| < p7t. Une nouvelle fois, la suite (Z sin(kx) sin(px))
k=1 k=1

est uniformément bornée sur [0, 7] et donc la série de fonctions de terme général v, n € N*, converge uniformément sur

[0, 7t].

IT1.6.c. i. La fonction U est continue par morceaux sur R, 2m-périodique. On peut donc calculer ses coefficients de
FOURIER. La fonction est impaire. Donc pour tout p € N, ap(U) = 0 puis pour p € N*,

by (U) = J ) sin(px) Jﬂ +Z°° v (x

Al

Il
EJr

) dx (car Z vn converge uniformément sur le segment [0, 7t])

n= n=l1
& 2 (T 2 n
= 2 T_J sin(nx) sin(px) dx = ~ o)
1
= \/I_)
+oo
On en déduit que la série de FOURIER de U est Z Up.
p=1

ii. Toujours sous I’hypothése « U est continue par morceaux sur R », la formule de PARSEVAL s’écrit

1 rﬂ W) dx = B +Zm(a2 (U) + b2(U)) = +ZOO 1
T )o 2 o P P ~ P .
+oo
Ceci est absurde car la série de terme général Z — = 400. La fonction U n’est donc pas continue par morceaux sur R.
p=1

Troisiéme partie : convergence uniforme d’une série entiére

I11.7. La série entiére de terme général z — a,z™, n € N, converge uniformément sur tout disque fermé D(0, 1) contenu
dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.

I11.8.
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x™ 1 x™
II1.8.a. Pour tout n € N*, lim — = — = {,,. Si la série de fonctions de terme général x — —= converge uniformément
x—1 \/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ
sur ] — 1, 1], le théoréme d’interversion des limites permet d’affirmer que la série numérique de terme général {,, converge,
n

ce qui n’est pas. Donc, la série de fonctions de terme général x — —= ne converge pas uniformément sur | — 1, 1[.

N

I11.8.b.

COS X

S

II1.8.c. Lafonction @ : (x,y) — x?+y? est continue sur R? en tant que forme quadratique et la fonction P : (x,y) — x
est continue sur R? en tant que forme linéaire.

{(y) eR?/ %2 4+y2 <1} =@ ' (] —00,1]). ] — 00, 1] est un fermé de R car son complémentaire ]1, +oo[ est un ouvert
de R. {(x,y) € R?/ x? +y? < 1} est donc un fermé de R? en tant qu’image réciproque d’un fermé par une application
continue.

{(x,y) € R?/ x < cosa} = P~ ' (] —oo,cosa). {(x,y) € R?/ x < cosa} est donc un fermé de R? en tant qu’image
réciproque d’un fermé par une application continue.

Mais alors D est un fermé de R? en tant qu’intersection de fermés de R%. Comme d’autre part, Dy est borné car contenu
dans le disque fermé de centre (0,0) et de rayon 1, Dy est un compact de C puisque C est de dimension finie sur R et
d’aprés le théoréme de BOREL-LEBESGUE.

IT1.8.d. Soient z€ Dy et n € N. Alors, |[T—z| > Re(1—z) =1—Re(z) =1—x>1—cosa > 0 et donc

1 —z" IEN 2 . 2

F - X X X .
IFn 2 [T —z| Re(1—z) " 1—x ~1—cosx

I11.8.e. Ainsi, la suite de fonctions (Fy) est uniformément bornée sur D,. Comme d’autre part, la suite ( est

=)

converge uniformément sur

ZT'I.
décroissante de limite nulle, la question II1.5.b permet d’affirmer que la série entiére Z —

n>1 \/ﬁ
De.
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