SESSION 2009
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

Partie I

I.1. Soient S € S (R) et M € My (R).
o {!MSM) = tM'St(tM) = *tMSM et donc *MSM € S, (R).
o Pour tout X € My 1(R), ’X(*tMSM)X = {(MX)S(MX) > 0. Donc ‘MSM € ;' (R).

VS € SE(R), YM € My (R), *tMSM € S7 (R).

I1.2. S est symétrique réelle et donc S est orthogonalement semblable & une matrice diagonale d’aprés le théoréme spectral.
Donc 3P € O, (R), 3D = diag(A1,...,An) € Dn(R) telles que S = PD'P.

D’aprés la question précédente, si D € S (R) alors S = *(*P)D'P € S (R) et si S € S (R) alors D = 'PSP € S/ (R). En
résumé, S € ST (R) & D € S (R).

n n
e Notons (eq,...,en) la base canonique de My 1(R). On sait que VX = inei € Mn1(R), ™XDX = Z )\ixiz.
i=1 i=1
Par suite, si tous les A; sont positifs, alors VX € My 1(R), *XDX = 0 et donc D € S, (R).
Réciproquement, si D € S (R), alors en particulier, Vi € [1,n], A; = *e;De; > 0.

En résumé, S € S (R) si et seulement si toutes les valeurs propres Aj, ..., Ay de S sont positives.

e Si S € STT(R), alors VX € My 1(R) \ {0}, PX # 0 (car P est inversible) et donc *XDX = *(PX)S(PX) > 0 et donc
D € STt (R) et si D € STH(R), alors YX € My 1(R)\{0}, *PX # 0 (car 'P est inversible) et donc *XSX = *(*PX)S(*PX) > 0
et donc S € STH(R).

Finalement, S € S**(R) & D € S*H(R) & VX = Y Aiei € Mn1(R)\ {0}, Y A > 0.
i=1 i=1

Par suite, si S € ST+ (R), alors Vi € [1,n], A; = 'e;De; > 0. Réciproquement, si tous les A; sont strictement positifs, alors

n n

VX € Mn1(R)\ {0}, 'XDX = Z ?\ixiz > 0 car Z ?\ixf est une somme de réels positifs, I'un au moins de ces réels étant
i=1 i=1

strictement positifs.

¥S € Su(R), S € SF(R) & Sp(S) C R et S € S (R) & Sp(S) C R*.

I.3. A est symétrique réelle. x4 = X> —3X+1 et donc les valeurs propres de A sont A7 =3 —+v/5>0et A2 =3++/5 > 0.
A est symétrique définie positive.

I.4. B est symétrique réelle. xg = (—1 —X)(X?> —3X +1) et en particulier, B admet au moins une valeur propre négative
ou nulle & savoir —1. B n’est pas symétrique définie positive.

1.5. Par hypothése, T est symétrique. Puisque T est semblable & S, T et S ont mémes valeurs propres. Si S € S7(R),
d’apreés la question 1.2, Sp(T) = Sp(S) C R et donc T € S; (R).

1.6. a) Soit A une valeur propre de M. Puisque M € GL,,(R), 0 n’est pas valeur propre de M et donc A # 0.
Soit X un vecteur propre de M associé a A. Donc X # 0 et MX = AX. On multiplie & gauche les deux membres de cette

1 1 1
égalité par XM*1 et on obtient M—'X = XX et puisque X # 0, 3 est valeur propre de M.

Supposons que I'expression « spectre de M » désigne ’ensemble des valeurs propres de M. Dans ce cas, le travail précédent
suffit & exprimer le spectre de M~ en fonction du spectre de M :
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1
on a montré que {X’ A€ Sp(M)} C Sp(M™1). Puis en appliquant ce résultat & M~ on voit que I'inverse d’une valeur

1
propre de M~ est une valeur propre de M = (M)~ ou encore que Sp(M~') C {X’ A€ Sp(M)}. Finalement

Sp(M—w:{%, AeSp(M)}.

Si 'expression « spectre de M » désigne la famille des valeurs propres de M, le travail précédent ne suffit plus pour
exprimer le spectre de M~ en fonction du spectre de M. On doit pratiquer ainsi :

posons Sp(M) = (Aq,...,An) € (C*)™. On sait que M est triangulable dans C et donc il existe une matrice triangulaire
semblable & M dont les coefficients diagonaux sont A1, ..., An. On sait alors que T~ est une matrice triangulaire dont

et on a montré que Sp(M~1) =Sp(T~ ') = ( ! l)

les coefficients diagonaux sont —, . SRR
1 n

)\1 ..,E

Si Sp(M) = (A1,...,An), alors Sp(M~1) = (l,,?\i>

b) Soit S € STH(R). 0 n’est pas valeur propre de S et donc S est inversible. De plus *(S7') = (*S)~! = S~ et donc S

l, Ae Sp(S)} C R% et done S™' € S (R) d’aprés

est symétrique. Enfin, d’aprés la question précédente, Sp(S~') = {?\

la question 1.2.

VS € SHH(R), S € GLu(R) et S € S (R).

L.7. Soit S € Sn(R) telle que VX € My 1(R), *XSX = 0.

Soient A une valeur propre de S puis Xy un vecteur propre associé. 0 = *XoSXp = A'XoXo = A||Xo H% et donc A = 0 puisque
[[Xol||3 # 0. Ainsi, toute valeur propre de S est nulle. Puisque S est diagonalisable, S est semblable & la matrice nulle et
donc S est nulle.

1.8. a) Soient Sy et Sy deux éléments de Sy, (R) tels que S1 < Sz et Sz < Sq. Alors S2—S7 € S (R) et done VX € My, 1(R),
(S2 —S1)X > 0. De méme, S; — Sz € S (R) et donc VX € My 1(R), (S1 —S2)X = 0.

On en déduit que VX € My 1(R), (S1 — S2)X = 0. Puisque S1 — S, est dans Sp(R) (puisque (Sn(R),+,.) est un espace
vectoriel), la question précédente permet d’affirmer que S1 — S, =0 et donc que S1 = S».

V(S1,52) € (Sn(R))?, (S1 < Sz et S <S1 =S =5,).

b) Les matrices S1 = diag(0, 1) et S, = diag(1,0) sont dans S>(R). Mais ni S; —S, = diag(—1,1), ni S, —S; = diag(1,—1)
ne sont dans 8§ (R) et donc on n’a ni S1 < Sy, ni S, < Sy.

c) Les matrices S1 = diag(0,0) et S, = diag(1,0) sont dans S»(R) et distinctes. De plus, S, — S1 = diag(1,0) € S5 (R) et
donc S; < Sz. Mais S, — Sy = diag(1,0) ¢ S "(R) et donc Sy £ S».

d) Soient (S1,S2) € (Sn(R))? tel que S1 < Sz et o un réel.
eSia=>05<S,=vWe Mn,](R), X(S; —S1)X>0=VX¢e Man 1 (R), X(aSy; — aS1)X > 0 = aS7 < «S;.
eSia<0,5 <S2=VXEMni1(R), X(S2—S1)X=0= VX € Mn1(R), X(aS1 — aS2)X > 0= S, < S

e) Soit (S1,S2,5) € (Sn(R))? tel que Sy < S,.
S1<S2 =X e Mu1(R), TX(S2 =S1)X=>0=VX e Mu1(R), X((S2+S)—(S1+S)X>0=S+S1 <S+S,.

1.9. Soient (S1,S2) € (Sn(R))? tel que S1 < S, et M € M, (R). Les matrices tMS;M et *MS,M sont dans Sy, (R)
d’aprés la question I.1.
De plus, pour X € M 1(R), 'X(tMS2M — tMS;M)X = {(MX)(S2 — S1)(MX) = 0 et donc *MS;M < MS,M.

1.10. a) Si L, < S, la matrice S — I, est symétrique positive. Ces valeurs propres sont donc positives. Comme les valeurs
propres de S — I, sont les A —1, A € Sp(S) (car SX =AX & (S — [,,)X = (A —1)X), on a montré que toute valeur propre
de S est supérieure ou égale a 1. En particulier, 0 n’est pas valeur propre de S et donc S est inversible.

b) Toute valeur propre de S est élément de [1,+oco[ et donc toute valeur propre de S~! est élément de ]0,1] d’aprés la
question 1.6.a). Ceci montre déja que S~ > 0. D’autre part, les valeurs propres de I, — S~ sont les T—A’, A’ € Sp(S™'),
et donc les valeurs propres de I, — S~ sont positives. On en déduit que I, — S~ € SF(R) puis que S™" < I,,.

On a montré que 0 < S71 < I,,.
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1.11. a) Soient M € My (R) puis S = "MM.
e H(S) =tMY(*M) =tMM =S et donc S € S, (R).
o VX € My 1(R), 'X(*MM)X = H{MX)MX = [MX]}3 = 0 et donc S € S; (R).

YM € My (R), *tMM € S (R).

b) Soit S = diag(A1,...,An) avec Vi € [1,n], A; > 0. Soit M = diagy/A1,...,vAn). M n’admet pas la valeur propre 0 et
donc M € GL,(R). De plus tMM = M? =S.

¢) Soit S € St (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D a
coefficients diagonaux strictement positifs telles que S = PD'P. De plus, d’aprés la question précédente, il existe une
matrice M inversible telle que D = *tM;M;.

Soit M = M;'P. M est inversible en tant que produit de matrices inversibles et de plus

'MiM; = P'M;M;'P = PD'P =S.

VS e STH(R), IM € GLR)/ S =*MM.

I1.12. Pour X € M, 1(R),
XMTDSMTT = T)X = XM (S2 = "MaMa )M TX = H(MTTX)(S2 = $1)(MX) > 0.

Donc, I, < *(M71)S2M7 . D’aprés la question I.1, la matrice *(M7')S2M; " est symétrique et d’aprés la question 1.10.b),
les valeurs propres de la matrice t(Mf] )S2 MT] sont supérieures ou égales & 1. En particulier, 0 n’est pas valeur propre
de la matrice t(Mf] )SZMTI. Cette matrice est donc inversible et, puisque det(t(Mf] )) x detS; x det(Mf]) # 0, on en
déduit que S est inversible.

On a I, < Y(M7")S2M; " et donc, d’apres la question 1.10.b), M;1S;"*tMy = (Y(M; )szMﬂ)‘1 < I. La question L.9.
permet nous fournit alors Mf (M1SEHM1) t(Mf) < Mf”(Mf]) ou encore 551 < S]*].

Partie 11
IL.1. a) Soit (P1,P2) € (Mn(R))?. Puisque A1 # A2
P —L()\ I.—9)
{P1+P2=I“ {PZ:In_P1 & BERSEYE
AP+ AP, =S MP1+A2(In —P1) =S Py = (Ml +9)
2— /M

Ceci montre 'existence et I'unicité de (Pq,P2). De plus, P; et P2 sont symétriques en tant que combinaisons linéaires de
matrices symétriques.

1
AL, —S)et Py, = —A\1 .
(Zn S)e 2 )\2_>\1( 1n+s)
b)
1
P~'P,P = (APTTP—PTSP) = (diag(Az,...,A2,A2,...,Az2) —diag(A1,...,A1,A2,...,A2))
A — A\ A2 — A
= diag(1,...,1,0,...,0),
N — N —
ng n,
et donc P; = Pdiag(1,...,1,0,...,0)P~". De méme,
H,_/H/_/
ng ny
1 1
P 'P,P = (=M P 'P—PSP) = (—diag(A1, ..., A1,A1,..., A1) —diag(A1, ..., A1, A2, ..., A2))
A2 — A A2 —N\
= diag(0,...,0,1,...,1).
H,_/H,_/
n ny
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Posons D7 = diag(1,...,1,0,...,0) et D, = diag(0,...,0,1,.. ).OnaDzzDhD%:DzetD1D2:D2D1:O. On
mng no

n no
en déduit que P12 = PD%P_] =PD{P~! =Py et de méme P% = P,. De méme, P1P, =PD;D,P~! =0 et aussi P,P; =0.
P71 est semblable & Dy et en particulier a méme rang que Dy & savoir n;. De méme P, est de rang n,.
On a P12 = Py et donc Vk > 1, P¥ = P;. De méme, Vk > 1, P]Z‘ = P,.

c¢) Soit k > 2. Puisque P;P2, = 0 = P,Py, les matrices P1 et P, commutent. La formule du binome de NEWTON permet
alors d’écrire :

k—1
Sk = (MP1 +2A2P2)) )\kPk+Z( )m\k PPIPE T 4 ANPE = AP, +< ( )m\k ) P1P; + A5P;
i=1

= APy +AkP,.

Cette formule reste valable pour k =0 et k = 1 par définition de Py et P5.

Vk € N, Sk = 7\%‘]31 —|—7\12<P2. I

Soit Q = ) aX* € RIX].

=) @S =) aAfPy+A5Py) = <Z Qi ) (Z ak7\'2‘> P2 = Q(A1)P1 + Q(A2)P;

vQ € RIX], Q(S) = Q(M)P1 + Q(A2)P2

d) So est symétrique réelle et donc Sy est diagonalisable. On en déduit que I'ordre de multiplicité de chaque valeur propre
de Sy est égale a la dimension du sous-espace propre correspondant.

Puisque rg(So — I,) = 1, Ker(So — I,) est de dimension 1 — 1 et donc A7 = 1 est valeur propre de Sg d’ordre ny =n—1.
La derniére valeur propre A2 de So est fournie par la trace de Sp : (n—1) + A2 = Tr(Sp) =2n et donc Az =n + 1.

Les valeurs propres de Sp sont Ay =1 d’ordreny =n—1et A, =n+1 d’ordre n, = 1.

—_
|
—

D’aprés la question II.1.a), Py =

rea T LRIty I K

II.2. a) On note B = (ey,...,en) la base canonique de R™. Puisque B est orthonormée, le coeflicient ligne 1, colonne j,
1<i,j<n,deS est sij=(u (ej)\el) Puisque S est symétrique, on a V(i,j) € [1,n]?, (u(e;)lei) = (u(ei)le;).

Soient alors x = Z xie; et y = Zglel deux éléments de R™.
i=1 i=1

n

n
W) = [ Y xule))ld wier | = Y xui(uleylle) = > xui (ulei)le;)
ji=1 i=1

1<4,jgn 1<4,jgn

=D xe1> viule) | = (xlu(y)).
=1 f
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Vix,y) € (R™)?, (u(x)ly) = (x[u(y)).

b) Soit (i,j) € [1,p]? tel que i #j. Soient x € E; et y € E;.

M (xly) = (ux)ly) = (xlu(y)) = A; (xly),

et donc (A; — A¢) (xly) = 0 puis (xly) = 0 car A\j — Ay # 0. Ceci montre que E; et Ej sont orthogonaux. De plus, u est

p
diagonalisable car autoadjoint et donc @ E; = R™.
i=1

c) i) Soit i € [1,n]. Le coeflicient ligne k, colonne 1, 1 < k,1 < n, de P; est ax,1 = (pi(e1)lex) car la base B est orthonormeée.
Or

a1 = (pled)lex) = (piler)lex —pilex)) + (piler)lp(ex))
=0+ (pilel)lp(ex)) (car pi(er) € Eq et ex —pilex) € E{)
= (piled)plex)).

Par symeétrie des roles de k et 1, on a aussi ap x = (pi(ei)lp(ex)) = a1 On a montré que

Vie [1,n], Pi € Sa(R).

j) Soit (i,j) € [1,p]? tel que i #j et soit x; € E;.
D’aprés la question b), E; C B = Ker(pi) et donc pi(x;) = 0. Par suite, Vx € E, pi(p;j(x)) = 0 car pj(x) € Im(p;) = E;.
On a montré que si i # j, pi o p; = 0 ou encore

v(i,j) € [1,p]%, (i#j = PiP; =0).

P P
d) Soit j € [1,p]. Pour x € Ej, Zpi(x) = pj(x) = x = Id(x) et Z)\ipi(x) = Ajpj(x) = Ajx = u(x). Donc, les
i=1

i=1
P P

endomorphismes Z pi et Id d’une part et Z Aipi et u d’autre part coincident sur des sous-espaces supplémentaires. On

i=1 i=1

P n
en déduit que Zpi =1Id et Z AiPi = U ou encore

i=1 i=1

11.3. a)

Sf(S)

P
(ZA1P1> > AP | = D Af(A)PiPy

i=1 j=1 1<,j<p

Z Aif(Ay)61 ;Pi (d’apres I1.2.c) et puisque les p; sont des projections)
1<i,j<p

P
=3 MNP
i=1

p
et de méme f(S)S = Z)\if()\i)Pi.

i=1
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P
b) f(S)X Z f(A{)PiX = Z f(AL)d: kX = Z f(Ai)di X = f(Ak)X. On a montré que X est vecteur propre de f(S) associé
a la valeur propre f(Ax).

n—-1 -1 ... =1 1T ... ]

1 - : 1| :
c) OnavuqueSo:P1+(n+1)P20f1P1ZE _1 etPZZE _ _ . Donc

T 1o
cos(mtSp) = cos(m)P1 + cos((n+ 1))P2 = —P; — (—1)"P;
—n4+1T—-(-1" 1—-(=1)" 1T—(=1n"
1T—(=1" ' '

_1
n : . : T— (=1
1— (=" T— (=)™ —n+1— (="

IL.4. a) g(S) existe & Vie [1,p], A >0& S € STT(R). De plus, d’aprés la question I1.3.a)

P P
9(S)S =Sg(S) =) AMgA)Pi =) Pi=I,.
i=1 i=1

Ceci montre que

g(S)=S"".

D’apreés la question 1.12, V(S1,S2) € (Sn(R)) tel que 0 < S1 < Sz, on a ¢(S2) = 551 < S1_1 = g(S1). Lapplication g est
donc matriciellement décroissante sur ]0, +ool.

b) h(S) existe si et seulement si les valeurs propres de S sont strictement supérieures & —1. Pour une telle S,

P P ) P P P
(Inh(S))(S—FIn)—(ZPiZ}\_?\;]PJ > Py = AP <Z]H ) > y+1)P
i=1 ' j=1 j=1 j=1

i=1

A+ 1 A+ 1 e
P.P; = 2 —5--P-:§ Pi = I,..
AT A1 00T = e

1<i,j<p 1<i,j<p

Ceci montre que I, —h(S) = (S + 1) et donc que

hS)=In—(S+1I.)""

Soient A et B deux éléments de S, (R) dont les valeurs propres sont toutes strictement supérieures a —1 et telles que

A < B. Les valeurs propres de I, + A sont les 1+ A, A € Sp(A), et donc sont strictement positives. On en déduit que
I, +A €S (R). De méme, I, + B € ST (R) puis

<B=0<1I,+A <I,+B (dapres la question 1.8.¢))
= (In+B)" " < (In+A)"" (d’apreés la question I1.4.a))
= —(In+A) "< —(I, +B)~! (d’aprés la question 1.8.d))

=1 — (In+A)"' <1, — (In +B)"' (d’apreés la question 1.8.e))
= h(A) < h(B).

La fonction est matriciellement croissante sur ] — 1, +ool.

chx shx chx shx
II.5. a) Soit x € R. A(x) —B(x) = ( shx  chx— e ) | wx sh?x | puis
chx chx

2 2 2
Cv2 sh”x 2. a2 ~ ch”x +sh7x
XA(x)—B(x) = X (ChX + ch x ) X+sh“x —sh“x =X <X 70}1)( .
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ch? x + sh? x

. D’aprés la question 1.2, on
chx

Ainsi, la matrice A(x) — B(x) admet deux valeurs propres positives & savoir 0 et

a A(x) — B(x) € & (R) et donc

Vx € R, B(x) < A(x).

b) Soit x € R\ {0].
XA(x) = X2 —2Xchx+1=X> — (e¥+e X)X+ e* x e * = (X—eX)(X—e ™).

Puisque x # 0, A(x) admet deux valeurs propres simples a savoir A7 = e* et A, = e *. De plus A(x) X 1 =

chx+shx \ /(1 1 _ chx —shx 1
(chx—l—shx ) —¢€ ( 1 )etA(x)x ( -1 )_(chx—l—shx ) —¢€ (1 ).Donc
1 1 1 1 1
_ =1 A3 _ -1 _ I B X =X
A(x) = PDP ouP_(] _]),P _2(] _])etD_dmg(e,e ).

D’apres la question IL.1.b), A(x) = APy + A2 P2 avec

o —
o o
~_
7N
|_‘—A
~_
Il
N =
7N
— —
o o
"
7N
[
—
"

1 1 1
J— 1 _17_
Py =P x diag(1,0) x P _2(] _])<

YAk
“2\1 1

1/ 0 0 11 1
B . 1_ ! ==
P2 =P x diag(0,1) x P —2(1 1)(0 1)(1 1>_2
VIR
=55 7 )

et

Ceci reste vrai quand x = 0.
c) Soit x eR. Six =0, pa(A(x)) =pualln) =pa()In =1n =A(0 x x).
Soit x € R\ {0}.

Vx € R, pa(A(x)) = Alax).

1
d) Soit x € R. B(x) est diagonale et ses valeurs propres sont Ay = 0 et A\ = Iix # 0. Donc immédiatement d’aprés la
question II.1.b), P; = diag(1,0) et P, = diag(0, 1) puis

: o 0
— (%X AJ; 3 —
Pa(B(x)) = 0%diag(1,0) + —x—diag(0, 1) = < 0 chl‘x )

sh(ax) ch(ax)—

ch(ox) sh(ox)
e) Soit x € R\ {0} pa(A(x)) —p«(B(x)) = < 1 ) puis

ch®x
~ch{ox)  ch®x —ch(ax)

ch®x ch®x

det [pa(A(x)) = pa(B(x))] =1
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2 x 2.2 2
Quand x tend vers 0, ch®x — ch(ax) = (1 + % +o(x2)> — (1 + OCZX +o(x2)> _ XX ey o(x?). Par suite, si

oa>1, 00—« #0 et donc

det o (A (X)) = Pa(B(X))] ~ *=

2
x x? < 0 pour x # 0, on en déduit que det [po(A(x)) — pa(B(x))] < 0 pour x petit et non nul. Mais alors

e
Comme

une des valeurs propres de p(A(x)) —pu(B(x)) est strictement négative et on n’a donc pas p«(A(x)) —p«(B(x)) € S (R)
bien que B(x) < A(x). On a montré que la fonction h n’est pas matriciellement croissante sur ]0, +ool.

Partie 111
IIT.1. a) Soit X = (x1)1<ign € Mn(R).

tX/AX = Z XiXj0Qq 5.

I<ijsn

Puisque chaque fonction aij, 1 < 1,j < n, est intégrable sur [, il en est de méme de *XAX et de plus par linéarité de
Iintégrale

J XA ()X dt :J > oxixai(t) | dt= ) xiij aij(t) dt =X (J A(t) dt) X.
I I'\igijgn 1<i,j<n I I

b) Soit M = (mi;j)icij<n € Mn(R). Chaque fonction my ;f, 1 < i,j < n, est intégrable sur I et donc la fonction
t — f(t)M est intégrable sur 1. De plus

J' f(t)M dt = (J mi,jf(t) dt) = (mi,jJ' f(t) dt) = (J' f(t) dt) (mi‘j)1<i j<n = (J f(t) dt) M.
I I 1<i,i<n I 1<i,i<n I SO I

X
II1.2. a) Soit x > 0. La fonction t — ——————— dt est continue et positive sur ]0, +ool.
(1 + xt)tx
X X X
e Quand t tend vers 0, ———— ~ — avec « < 1 et donc la fonction t — ———————— est intégrable sur un voisinage de
0ad (1T +xt)tx  tx (1 + xt)tx
a droite.
X . X .
e Quand t tend vers +oo, 10t ~ e avec x + 1 > 1 et donc la fonction t — 7(] O est intégrable sur un
X X
voisinage de +o0.
X
Finalement, la fonction t — ———— dt est intégrable sur ]0, +oo[ et donc F(x) existe.
(1T 4+ xt)tx
X
b) Soit x > 0. Posons u = xt. On obtient

J+Oo x du (xJ'+OO 1

C est strictement positif car C est 'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur ]0, +ool.

c) Soit t > 0.
S est symétrique définie positive et donc les valeurs propres Aq, ..., A, de S sont strictement positives. La matrice S—1
est symétrique et il en est de méme de la matrice S~ + tI,,.
-1 1 1 + )\it . . o
Les valeurs propres de S™' + tI;; sont les x +t= TV 1 <1< p. Ces valeurs propres sont strictement positives et
i i

1 +7\it)_] M

donc la matrice S™! + tI,, est inversible. De plus, les valeurs propres de (S~' 4 tI,)~" sont les ( Tt
i

i

p
As
D’aprés la question 11.2.d), on a (S™! +tI,,) "' = Z —_P;.
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d)
+oo Ai
S T—
Jo (T+At)te d )

As
Z WH) dt (d’apres la question III.1.b))

“+o0 1
= J t—“(S*] +tI,) "' dt (d’aprés la question IL.2.c)).
0

F(S) roo l(s-‘ +tl,) " dt
=] = N _

e) Soit t > 0. Puisque les matrices A, B, A~ + tI, et B~! + tI,, sont définies positives, la question .12 et la question
1.8.e) permettent d’écrire

A<B=B <A S B 4t <A il = (A HtL) < (BT L)

Mais alors par définition, VX € My 1(R), *X ((B‘l +t1n)_1

X (A L) X <X (BT +t,) X

— (AT +t1n)_])x > 0 ou encore VX € Mn1(R),

. 1
Puisque T« > 0, on a encore

1 1

1 - 1 -
¥t >0, VX € M1 (R), X (A7 +tln) X< Xgp (BT +tln) X

+o00 1 _
d’aprés la question 1.8.d). Par croissance de 'intégrale, on en déduit que VX € My 1(R), J tXt—oc (A_] + tIn) "X dt <

0

il B ) X dt puis

. ey ( +1t n) t puis que

. —+00 ] . 1 . +oo ] . 1
VX € Mn1(R), 'X t—a(A +tln)  dt ) X <X t—a(B +tl,)  dt)X
0 0

d’aprés la question II1.1.a). D’apres le début de la question, ceci s’écrit encore VX € My, 1(R), *XF(A)X < *XF(B)X ou aussi
VX € Mn 1(R), *X(F(B)—F(A))X > 0. Comme la matrice F(B)—F(A) est symétrique, on a montré que F(B)—F(A) € S/ (R)
et donc que F(A) < F(B).

La fonction F est matriciellement croissante sur ]0, +ool.

1
Puisque d’aprés la question I1.2.b), px = =p« avec = > 0, on a aussi montré que

C C

Va €]0, 1], la fonction p, est matriciellement croissante sur ]0, +ool.

t
II1.3. a) Soit x > 0. La fonction t - —— — —— est continue sur [0, +-o0[. Soit alors A > 0.
T+t2 x4+t
A A 2
t 1 1 1 Ac+1
— ) dt=|=In(14+t})—1 t =1 ~In{ — ).
J, (e =) o= [0 )= misr o] =i+ 7 (3555
" . ) oo t 1
Cette derniére expression tend vers In(x) quand A tend vers +oco. On a montré que T2 X1t dt est une
0

intégrale convergente et que J'+OO _t L dt = In(x)
& vers we s e xeg) &7
+o00 t 1
vx > 0, —— — —— | dt =1In(x).
0 1+12 x4+t

b)

- P +00 ¢ 1 400 t p Ld 1
ln(S) = ;IHU\I)Pl = Z <J0 (H—J[Z - —>\i +t> dt) Pi = JO <] +t2 <Z Pl) B <; }\i +tpl>> dt

i=1 i=1

+o00 t .
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c) Soient A et B deux matrices symétriques définies positives telles que A < B. Alors Vt > 0, A + tI, < B + tl,
puis Vt > 0, (B + tIn)"" < (A + tl,)"" car les matrices A + tl, et B + tI,, sont définies positives, puis Vt > 0,

mln — (A +tl) " < mln — (B + tI,,)~". Ensuite, comme & la question I1.2.e), VX € My 1(R), ¥Vt > 0,

t . t iy ,
t)( (mln_(A+tIn) )thx (mln_(B"’tIn) )Xpuls

+o00 t +o00 t
X w1 (R), tX — I.— (A+tl) ") dt ) X <tX — I, — (B+tly) ") dt) X
e M1 (] (g A ) x| () a)x

ou encore VX € My 1(R), *XIn(A)X < *XIn(B)X et finalement In(A) < In(B).

La fonction In est matriciellement croissante sur ]0, +ool.
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