SESSION 2008
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE (ENSI)

FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

I. EXEMPLES

1. (a) Soit & € R. En développant suivant la premiére colonne, on obtient

1T—X -1 o
XM () = 0 2-X —x —(1=X)X2—(d—a)X+ 4 —a) +(aX—a)=(1=X)(X*> = (4— o)X + (4 — 2x))
1 1 2—a—X

=(1-X)2-X)2—a—X).

Donc, la matrice M(«) est & diagonale propre.

Vo € R, M(«) est a diagonale propre.

(b) @ Si ax ¢ {0,1}, alors 2— o« # 2 et 2— o« # 1. Dans ce cas, M(«) a trois valeurs propres réelles et simples, a savoir 1, 2
et 2 — a. On sait alors que M(«) est diagonalisable dans R.

e Six =0, Sp(M(x)) = (1,2,2). On sait qu'une matrice M € M;,(R) est diagonalisable dans R si et seulement si son
polyndme caractéristique est scindé sur R et la dimension de chaque sous-espace propre est égale a ’ordre de multiplicité
de la valeur propre correspondante.

Ici, M(0) est diagonalisable si et seulement si dim (Ker(M(0) — 2I3)) = 2 ce qui équivaut a rg(M(0) — 2I3) = 1. Or,

-1 -1 0
M(0) — 215 = 0 0 O | etennotant Cy, C; et C3 les colonnes de cette matrice,
1 1 0

rg(M(O) 7213) = rg(C]vCZa CS) = rg(C] ) C],O) = rg(C]) =1

Done, rg(M(0) — 2I3) = 1 et M(0) est diagonalisable.

e De méme, si « =1, Sp(M(«)) = (1,2,1) et M(1) est diagonalisable si et seulement si rg(M(1) —I3) = 1.
0o -1 1

Or,M(1)—Izs=[ 0 1 —1 ].Commerg(M(1)—1I3) < 3 et que Cy et C; ne sont pas colinéaires, on a rg(M(1)—13) =
1 1 0

2 #1 et donc M(1) n’est pas diagonalisable.

Va € R, M(«a) est diagonalisable dans R si et seulement si o # 1.

2. xa =—X(X?)+ (=X) ==X(X2 +1) = —=X(X —1)(X +1). Donc Sp(A) = (0,1, —1) # (0,0,0) et

A n’est pas a diagonale propre. I

) € M3(R). On sait que xa = X>—(Tr(A))X+det(A) = X>—(a+d)X+ad—bc.

a ¢

3. Soient (a,b,c,d) € R* puis A = < b d

Donc,

Aest MDP & xa=(a—X)(d—=X)& X2 —(a+d)X+ad—bc=X2—(a+d)X+ad & bc=0.

&_{<§ S)eMﬂM/m_o}
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L’application q : ( 8 3 ) — bc est une forme quadratique sur M3 (R). On sait que g est continue sur M>(R). Comme

& =q7'({0}), & est 'image réciproque d’un fermé de R par une application continue sur M>(R). On en déduit que

&, est un fermé de M, (R).

II. TEST DANS LE CASn =3

4. Soit A = (ai,j)1<i,j<3 € M3(R) a diagonale propre. On a donc Sp(A) = (aj 1, az,2,a3,3). Par suite,

A est inversible & det(A) #0 & ay1a22a033 #0 & Vie{1,2,3}, a;;1 #0.

110
La matrice A= | 0 1 0 | esta diagonale propre (car triangulaire) et inversible.
0 0 1
e; =ej 1 =1 0
Son inverse, obtenu en inversant le systéme eb=er+ex ,est A"l=| 0 1 0 | etestaussiadiagonale propre.
e; =e3 0 0 1
5. Soit A = (ay,j)i<ij<3 € M3(R). On a d’une part
(a1 —X)(az2 —X)(az3 —X) ==X+ (a1 +az2+a33)X2 — (11422 + axpaz 3+ azzar )X+ arazza33 (),

et d’autre part,

XA = —X3 + Tr(A)X2 — kX +det(A) (II),

a1 —X a2 a3
ou k est le coefficient de —X dans le développement de az g a2 —X a3 . Dans le développement complet
as az2 a3z —X
) ) . e ) . a>—X az,3
de ce déterminant, le facteur —X ligne 1, colonne 1 est multiplié par la constante du déterminant u a X
3,2 3,3~

et vaut a, »a3,3 —az2az 3. On a un résultat analogue aux ligne 2, colonne 2 et ligne 3, colonne 3 et donc

k =(az2a3,3 —asza23)+(ar1a33—asar3)+(arj1a22—az1a2)
=(ar1a22+axza33+azzay;)—(aziar2+az1a;3+as2az3).

Maintenant, A est MDP si et seulement si xa = (a1,1 — X)(a2,2 — X)(a3,3 — X) et en comparant (I) et (II), on obtient

A est MDP & (det(A) = aq 1 az2aszz et aja;2+asja;s+aszazs = 0).

6. Utilisation de la calculatrice

(a) Algorithme en frangais.

Entrer une matrice A € M3(R).

Calculer det(A).

Si det(A) # aq,1a2,2a3,3, afficher « A n’est pas MDP ».

Sinon, calculer az1ay 2 +az a3+ azzaz;3.
Siaziai2+asz1a13+ as 2023 # 0, afficher « A n’est pas MDP ».
Sinon, afficher « A est MDP ».

(b) Avec une calculatrice, on trouve

Aq, Az, Ag, As, Ag et Ag sont MDP et A, et A7 ne sont pas MDP. I
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(c) Parmi les matrices a diagonales propres A1, A3, A4, As, Ag et Ag, les matrices inversibles sont A1, Az, Aq, As et Ag.

-1 0 312 0 —1/2 1 1/4 —1/4 0
On trouve alors A;' = | —3/2 1/2 3/2 |, Aj' = 1T 32 -1 |,A]'= o 12 0 |,
0 0 1/2 12 12 =12 /4 1/4 12
/2 =12 0 3/4 —1/4 —1)2
As'=1| 2/3 4/3 —1/3 JetA'=| 1/2 0o —1/2
—1/6 —5/6 1/3 —1/4 1/4 1,2

Les matrices A1_1 et AZl réussissent le test de la question 5. et sont donc & diagonales propres. De plus, dans chacun de
ces deux cas, les trois produits aj 2az 1, ay z3as,1 et az 3as, > sont nuls.

Les matrices As_l, A5_1 et A6_1 ne réussissent pas le test de la question 5. et ne sont donc pas a diagonales propres. De
plus, dans chacun de ces trois cas, I'un des trois produits aj 2a,1, ay,zas,1 et az 3as > n’est pas nul.
On peut conjecturer que A~ est & diagonale propre si et seulement si les trois produits sont nuls.

p ] q g prop b

IIT. EXEMPLES DE MATRICES PAR BLOCS

7. Fixons momentanément B et C et faisons varier A.

A B
0 C)estune

forme r-linéaire alternée sur M, 1(R) qui est de dimension r. On sait que I'espace des formes r-linéaires alternées sur
M 1(R) est de dimension 1 et donc qu'il existe k € R telle que ¢ = k det ou encore

Notons Cj,..., C; les colonnes de la matrice A de format r. L’application ¢ : (Cj,...,C;) — det (

Ik € R/ VA € M, (R), det< f)\ (B: > — K det(A).

Puisque k ne dépend pas de A (mais dépend de B et C), en évaluant en A = I, on obtient

_ _ I. B
k—kdetIr—det< 0 C)'

. A B\ I, B
Par suite, det < 0 C > = (det(A) x det ( 0 C >

R . , .. I, B .
De méme, en notant Ly,..., L les lignes de C, l'application P : (L;,...,Ls) — det 0 C est une forme s-linéaire

alternée sur M7 ¢(R). On en déduit qu'il existe k’ € R indépendant de C tel que P(C) = k’det(C) avec

R _ I. B
k'=k detIS—det<0 L )

A B
0 C

acquis la valeur d’un déterminant triangulaire).

Ainsi, pour toutes matrices A, B et C, det ( ) =det(A) xdet(C) xdet ( L B ) = det(A) x det(C) (en supposant

0 I

det( ’3 E ) — det(A) x det(C).

8. La question précédente fournit encore

A —XI B
XM:det( o CXIS):det(A—XIT)xdet(C—XIs):XAxXC.

(a) La question 6. fournit une matrice de format 3 a diagonale propre n’ayant aucun coefficient nul a savoir la matrice
As. Il suffit alors de border convenablement cette matrice :

. 0 .
la. matrice convient.
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(b) La question 3. montre qu’il ne faut pas choisir A et C a diagonale propre car les matrices A et C contiendrait un
coefficient nul. On choisit alors de se débrouiller pour que les valeurs propres de A soient les coefficients diagonaux de C
et vice-versa. On rappelle que xa = X? — (TrA)X + detA et de méme pour C. En imposant de plus TrA = TrC = 0, on
obtient par exemple

la matrice convient.

IV. QUELQUES PROPRIETES

9. Soit A =(aij)i<ij<n € En. On a donc SpA = (ai,i)1<i<n-
Maintenant, pour (a,b) € R?, aA 4+ bl,, = P(A) ot P = aX + b et on sait que

Sp(aA +bln) =Sp(P(A)) = (P(ai,i))i<i<n = (aaii + bli<i<n.

Mais pour chaque i € [1,n], aai i + b est le coefficient ligne i, colonne i de la matrice aA + bl,, et on a montré que la
matrice aA + bl;,, est a diagonale propre.

En appliquant ce résultat & YA et en tenant compte du fait que A et "A ont & la fois méme diagonale principale et méme
polynéme caractéristique, on a montré également que atA + bl est a diagonale propre.

10. Soit A = (aij)i<ij<n € En. Pour x € R\{ai i, 1 <1i < nj, la matrice A —xI,, est inversible car x n’est pas valeur
propre de A.

. . . . . . 1
Soit m = Min{lai il, 1 <1< n, ai;i # 0}. Pour p entier naturel non nul strictement supérieur —, on a 0 < — < m et
m P

1
donc la matrice A — —I;; est inversible et de plus dans £, d’aprés la question 9..

1 1
Comme lirf (A — —In> = A, la suite (A — —In) est une suite d’éléments de £, N GL, (R) convergeant vers A.
P+ 1Y p>-L

Ainsi, tout élément de &, est limite d’une suite d’éléments de £, N GLA(R) et donc

EnNGLL(R) est dense dans &n,.

11. Matrices trigonalisables

. 0 1
(a)SmtA—(] 0

R car xa est scindé sur R. Donc

une matrice trigonalisable n’est pas nécessairement & diagonale propre. I

(b) Par définition, le polynoéme caractéristique d’une matrice & diagonale propre est scindé sur R. Donc, une matrice a
diagonale propre est trigonalisable.

.Onaxa =(X—1)(X+1) et donc A n’est pas & diagonale propre. Mais A est trigonalisable dans

(c) Soit A € My (R). Si A est semblable & une matrice a diagonale propre, A est & valeurs propres réelles et son polyndme
caractéristique est donc scindé sur R. Réciproquement, si le polynoéme caractéristique de A est scindé sur R, A est semblable
4 une matrice triangulaire qui est une matrice a diagonale propre. Donc,

une matrice est semblable & une matrice MDP si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur R.

12. Soit A = (ai,j)1<ij<n € Mn(R).

ail ... ... Qin a0 ... 0 0 a2 ... ain
A: p— +
0 : v Qn-1n
anl .- ... GOnn an,1 .-+ «.. GOnn o ... ... 0
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Ainsi, toute matrice est somme de deux matrices triangulaires et donc

toute matrice est somme de deux matrices a diagonale propre. I

1 0 ... 0 -1 1 ... 1 o 1 ... 1
. T 0o .o 1T . .o
Les matrices ' et . sont dans £. Leur somme A = . n’est
: .0 DV o o
1T ... ... 1 o ... 0 -1 1T ... 1 0

pas dans &,. En effet, la matrice A + I, est de rang 1 et n’est donc pas inversible (car n > 2). On en déduit que —1 est
valeur propre de A et n’est pas sur la diagonale principale de A. Donc (pour n > 2)

&n n’est pas un sous-espace vectoriel de My, (R).

V. MATRICES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES

13. Question préliminaire Soit A = (ai;)1<i,j<n € Mn(R).

n

n n n
Tr(tAA) = Z Z aij X aij = Z Z aiz,j-
j=1

i=1 i=1j=1

coef ligne j, colonne j de tAA

n o n
VA = (ai‘jhgi‘jgn, Tr(tAA) = Z Z (1%‘ .
i=1j=1

<.

14. Matrices symétriques a diagonale propre
(a) A est symétrique réelle et donc A est orthogonalement semblable a la matrice diagonale D = diag(Ai)1<i<n. Dong, il
existe P € On(R) telle que A = PDP~! = PD'P. D’aprés 13., on a déja
n
Tr(*AA) =) Y af

i=1j=1

je

Mais tAA = A? est semblable & D? et puisque deux matrices semblables ont méme trace, on a aussi

On en déduit que Z aiz‘j =0 et donc que Y(1,j) € [1,n]?, (1 #j = ai; = 0). Ainsi, si une matrice A est symétrique
i#j
réelle a diagonale propre, alors A est diagonale. La réciproque étant immédiate, on a montré que

VA € Si(R), A est MDP si et seulement si A € Dy (R).
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15. Matrices antisymétriques a diagonale propre

(a) Soit A une matrice antisymétrique réelle a diagonale propre. Les coefficients diagonaux de A sont nuls et donc A
admet 0 pour valeur propre d’ordre n ou encore xao = (—X)™.
D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a XA (A) =0 et donc A™ = 0. Mais alors,

(FAA)™ = (—A2)" = (1) (A™)2 =0,

VA € A, (R), si A est MDP alors (*AA)™ = 0.

(b) Y(tAA) = *At(*A) = YAA. Ainsi, *AA est symétrique réelle et par suite diagonalisable. Donc, *AA est semblable a
une matrice diagonale réelle D vérifiant D™ = 0. On en déduit que D = 0 puis que *AA = 0.

n n

(c) Mais alors Tr(*AA) = 0 ou encore Z a?,

5= 0 et donc V(i,j) € [[1.Tl]]27 ai; =0.

i=1j=1

VA € A (R), A MDP si et seulement si A = 0.

VI. DIMENSION MAXIMALE D’UN ESPACE VECTORIEL INCLUS DANS &,

16. Question préliminaire

nn-—1)

dim(An(R)) = —

17. D’aprés la question 15.(c),

dim(F + An (R)) = dim(F) + dim(An (R)) — dim(F N An (R)) = dim(F) + @ —0=dim(F) + n(nzf 2,
et donc
dim(F) = dim(F + A, (R)) — M < dim(Mn(R)) — Q —n2_ n(nz— 1) _ n(n2+ 1).

D’autre part, Ty, s(R) I'espace des matrices triangulaires supérieures fournit un exemple de sous-espace de My (R) de

nm+1)

5 et contenu dans &,. Donc

dimension

nmn+1)
—

la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel F de M, (R) vérifiant F C &, est

ai i 0 0
az 1 az 2 az‘n N
18. Soit A = : o . : . Alors xao = H(ai‘i — X) et donc A est MDP.
. . . i=1
an,1 0 e 0 Anon

L’ensemble F des matrices du type ci-dessus est donc contenu dans . De plus, F = Vect ((Ei,1)1<i<n U (Eij)2<i<j<n)-

—1 1
Donc F est un sous-espace de My, (R) de dimension n + n(nz ) = n(n2+ ) . Enfin F n’est pas constitué uniquement de

matrices triangulaires.
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