SESSION 2006
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

QUELQUES APPLICATIONS DES MATRICES DE GRAM A LA GEOMETRIE

I. GENERALITES

1. Résultat préliminaire
a. Soit Y = (yi)i<i<n € #n1(R).

n
tW:O(:)Zy%:O(:)\ﬁe[ﬂ,n]], yi=0&Y=0.

i=1

b. Soit X € .#n 1(R).

X € Ker(*AA) = TAAX = 0 = 'X*AAX =0 = Y(AX)AX =0 = AX = 0 (d’aprés a.)
= X € KerA.

Ainsi, Ker(*AA) C KerA. On en déduit que rg(*tAA) > rg(A). Comme d’autre part, rg(*tAA) < max{rg(*A),rg(A)} =
rg(A), on a finalement

rg(*AA) =rg(A).

2. Pour (i,j) € [1,n] x [1,p], notons a; ; le coefficient ligne 1, colonne j de la matrice A.
Soit (i,j) € [[1,n]]2. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice tAA vaut

n
E ak,ilk j-
k=1

Puisque ay1 est la k éme coordonnée de x; dans la base # et que la base % est orthonormée, ce nombre est aussi
xi|xj, ¢’est-a-dire le coefficient ligne 1, colonne j de la matrice G(x1,...,xp). Finalement,

G(x1,...,%p) ="AA.

Mais alors, le rang de G(x1,...,%,) est le rang de "AA et donc est le rang de A d’aprés 1.b., ou encore le rang de
G(x1,...,xp) est le rang de la famille (x1,...,%p).
3. a.

(X1,...,xn) lite & rg(x1,...,xn) <N S 1rgG(x1,...,%0) <N E G(x1,...,%Xn) € YZn(R)
<:>F(x1,...,xn):()

b. D’aprés a., la famille (x1,...,xn) est libre si et seulement si I'(x1,...,%n) est non nul. Mais d’autre part, dans tous les
cas, on a

F(x1,...,%n) =det(tAA) = det(tA)det(A) = (det(A))? > 0.

En cumulant ces deux résultats, on obtient

(X, ...,%xn) libre & T'(x1,...,xn) > 0.
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4. Application .
Calculons le déterminant de GRAM de la famille (OA, O—B), O? ). En développant suivant la premiére colonne, on obtient :

1 COSX COSY
F(FA},@,(Y?) = cosx 1 cosB | = (1 —cos? B) — cos &(cos ot — cos B cosy) + cosy(cos x cos p — cosy)
cosy cosf3 1

=1+ 2cosxcos P cosy — (cos? a + cos? p + cos® y).

—
Puisque T'(OA, (ﬁ, (Y) >0, on a donc T+ 2cosocos B cosy > cos® « + cos® B + cos? y.

(Ici, il y a une erreur d’énoncé : il faut lire « Que se passe-t-il dans le cas ou les points A, B et C sont sur un méme grand
cercle 7 »)

—
Si les points A, B et C sont sur un méme grand cercle, les points O, A, B et C sont coplanaires et la famille (OA, O—B), O?)
est donc liée. Dans ce cas, d’aprés 3.a., on a 14 2cos xcos p cosy = cos? & + cos? B + cos? y.

5. Interprétation géométrique de la matrice de GRAM
a. Soient a, b et y trois vecteurs de E3 tels que le vecteur a soit orthogonal & la fois au vecteur b et au vecteur y.

= [lall*[lyll* + (ol [lyll* = (bly)?)

2 2 2
o+ b= | Jo P8I (e by || lelPe el by

(a+Db)hy lyll? B bly yll?
=T(a,y) +T(b,y).

b. Le vecteur a = x —z = x — pr(x) est orthogonal & la fois au vecteur b = z et au vecteur y. D’aprés a., on a alors
Fx,y) =T((x—2z)+z,y) =T(x—2z,y) +T(z,y) =T(x — z,y) (puisque la famille (z,y) est liée et d’aprés 3.a.).

c. Soit H le projeté orthogonal de B sur la droite (AC). Le vecteur ﬁ est alors le projeté orthogonal du vecteur /ﬁ sur
F= Vect(A?) et donc

%\/r(/ﬁ,/ﬁf):%\/r(/ﬁ—ﬁ,/ﬁf):%\/r(}ﬁ,/ﬁ)z%,/‘H(E;z A0c2 :%BH.AC:airedeABC

—
6. a. Les vecteurs ﬁ, A—(>f et AD sont deux & deux orthogonaux et donc

ABZ 0 0

VT(AB,AC,AD) = 0 AC? 0 |=AB.ACAD,
0 0

qui est bien le volume du parallélépipéde rectangle.

b. Un « bon » algorithme en francais semble étre :
1) stocker les coordonnées de A, B, C etE; .
2) calculer les coordonnées des vecteurs AB, A? et AD,

—
3) calculer le déterminant de la famille (ﬁ, AT? ,AD) et stocker sa valeur absolue dans une mémoire V,
4) si V =0, faire afficher « les points A, B, C et D sont coplanaires et si V #£ 0, faire afficher « le volume est V ».

c.V:abs([A—B),A?,/ﬁ]).
0o -2 2

Pour i, V=abs| =3 —4 -3 |=|3.(6+ 8)| =42.

3 0 0
2 -1 -1 o -1 o0
Pourii., V=abs| 5 4 3 |=abs| 13 4 —1 | =0. Les points sont coplanaires.
-9 =2 -1 —13 -2 1
-8 -17/2 -5 1 43
Pour iii., V = abs 1 2 3 = zabs(—8(3) —1(21/2) —5(-31/2)) = 5

~5/2 —3/2 —3)2
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II. POINTS EQUIDISTANTS SUR UNE SPHERE EUCLIDIENNE

7. Résultats préliminaires
a. Soit (1,j) € [1,m] tel que i #j. ||xi —x;]|* = ||xi||* — 2(xilx;) + ||xj]|> = 2 — 2t et donc, si t > 1 le probléme n’a pas de
solution et

sit<T, [|xi — x| = /2(1 = t).

b. J est symétrique réelle et est donc diagonalisable (dans R). On en déduit que les valeurs propres de ] sont réelles et que
Pordre de multiplicité de chaque valeur propre de | est exactement la dimension du sous-espace propre correspondant.

] est de rang 1 < m. Donc, 0 est valeur propre de | et la dimension du sous-espace propre correspondant est m — 1. ]
admet donc 0 pour valeur propre d’ordre m — 1. La valeur propre manquante A est fournie par la trace de J :

m=Tr(]) =(m—1).0+A=A,
et m — 1 est valeur propre simple de J.

Le polynome caractéristique de J est donc le polynéome de degré m, de coefficient dominant (—1)™, dont les racines sont
0 (d’ordre m — 1) et m (d’ordre 1).

xj = (=1)mX™ (X —m).

c. Si (x1,...,%Xm) est solution du probléme,
1T t t
t 1 :
Flx1,.cooxm) =1+ o o0 e =det(t]+ (1 —t)I).
: S
t oo ot 1]

Sit=0,T(x1,...,xm)=1=(1—=t)™ (1 +(m—1)t) et si t#0,

1 1 1 1
Nx1,...,xm) =det(t] + (1 —t)I) = t™det(] — (1 — ¥)I) =t"x(1— ¥) =t™(-1)™(1 — ¥)m*] (1— T —m)
=(=)"t-D" Tt —=T—mt)=(1T—-t)™ " (m—-1)t+1)
Finalement,
vt e R\{1}, T'(x1,...,%Xm)

8. Conditions nécessaires
a. Puisque (x1,...,%m) est libre, on a déja m = card(x1,...,xm) < dimE =n. 7.a. montre que t < 1.

-1
3.b. impose (1 —t)™ 1 ((m —1)t+1) =T(x1,...,Xm) >0 et donc (m — 1)t +1 > 0 ou enfin t > —
Ainsi, si (x7,...,%Xm) est libre, alors m < n et t €] m_f p 1[.
b. Si la famille (x1,...,xm) est liée, alors d’aprés 3.a., I'(x1,...,%Xm) = 0 et donc t = T;—L (car t # 1). Mais alors, la
famille (x1,...,Xm_1) étant solution du probléme P(m —1,t), on a I'(x1,...,xm_1) = (1 =)™ 2((m —2)t +1) # 0 (car
t= T;—L) et la famille (x1,...,xm_1) est libre. On en déduit que m —1 < n et donc que m < n+ 1.
c. Supposons que la famille (y1,...,ys) soit une famille de E3 de vecteurs tous non nuls formant deux & deux un méme

angle obtus 8 €]5,7t[. Alors, la famille (yi/[|yi||)1<i<s est solution du probléme P(5,cos@). D’aprés a. et b., on devrait
alors avoir 5 < 4 ce qui n’est pas.
Dong, il n’existe pas 5 vecteurs en dimension 3 formant deux a deux un méme angle obtus.
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9. Exemple du casn =2

. . A P~ . . 2 . -1 1
Puisque m > 3 et que n = 2, la famille (OAy,...,0A,) est nécessairement liée. 8.b. impose alors t = 35— = —5 et
m <2+ 1 = 3. Ceci impose donc (m,t) = (3,—%).

Réciproquement, si (m,t) = (3, f%), on prend trois points A7, A, et Az formant un triangle équilatéral inscrit dans
un cercle de centre O et de rayon 1. Les points Aq, A, et A3 sont alors solution du probléme P(m,t).

10. Exemple du casn =3
a. D’aprés 9., il existe trois points By, By, Bz du plan H tels que la famille (y1,y2,y3) = (OBy,OB3, 0B3) soit solution
du probléme P(3,—1/2).

b. Soit (A1,A2,A3) € R3 tel que A1x7 + Az2x2 + As3xz = 0. Alors,
a(Myr +A2y2 +A3y3) +b(A + A2 +Az)u =0.

On calcule le produit scalaire du vecteur précédent avec les vecteurs y1, Yz, y3 et u. En tenant compte du fait que a et
b sont non nuls, on obtient le systéme

M-I —Ia=0 (D)
—IA +A— A3 =0 (II)
—im —JA2+A3 =0 (III)
AMAA+A=0 (IV)

(I) et (IV) fournissent Ay — %(77\1) = 0 et donc A7 = 0. De méme, (II) et (IV) fournissent A, = 0 et (III) et (IV)
fournissent Az = 0. Ainsi, la famille (x1,x2,x3) est libre.

Ensuite, [[x1]? = [lays + bu|? = a?[ly1[|* + 2ab(yilu) + b2|ul|? = a? + b2 = 252 4 2L — 1. Don, |x1]| =1, et de
méme ||xz2|| = ||x3] = 1.

Enfin, (x1]x2) = a?(y1ly2) + ab(yi/u) + ab(yz/u) + b2 |ju|? = f%az +b? = f%% + % =1t. Donc, (x7,x2) =t et de
méme, (x1[x3) = (x2[x3) = t.

Finalement, (x1,x2,%3) est une famille libre de solution de P(3,t).

c. (Erreur d’énoncé : il faut probablement lire « condition nécessaire et suffisante ») S’il existe trois points Aq, A; et
A3 solution du probléme, la question 8. fournit une condition nécessaire sur « :

ou bien la famille (OA7, OA;, OA3) est libre et dans ce cas, nécessairement f% <t=-cosa <1, ouencore 0 < x < 2?“,

— — ——
ou bien la famille (OA7, OA,, OA3) est liée et nécessairement t = —% ou encore & = 27”

Finalement, nécessairement o €]0, 27”].

La question 10.b. montre que si « €]0, 2?“[, il existe effectivement trois points solutions et si o« = 2?”, la question 10.a.

montre qu’il existe aussi trois points solutions. La condition « €]0, 2?“] est donc suffisante.

(Remarque. La question 4. imposait 1+2 cos® & > 3 cos? o et donc (cos a—1)2(2 cos o+-1) > 0 et finalement cos oc > —1.)

N
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III. THEOREMES D’APOLLONIUS

11. Soit # = (ei)1<i<n une base orthonormale pour le produit scalaire ( | ). Soient A et B les matrices des familles (a;)
et (bi) respectivement dans la base %. La relation de CHASLES pour les matrices de passage s’écrit B = AP. Puisque, les
bases (ai) et (bi) sont orthonormales pour un méme produit scalaire, la matrice P est orthogonale, et donc P = P~1.
Mais alors,

G(by,...,bn) = 'BB = Y{(AP)AP = 'P*AAP = P 'G(a1,...,an)P.

Ainsi, les matrices G(ai,...,an) et G(by,...,by) sont semblables. Ces deux matrices ont en particulier méme trace
ce qui fournit

>t (ailay) = Y1 (bilby).

12. a. <, > est clairement une forme bilinéaire, symétrique définie positive et donc un produit scalaire sur E;.

b. Les rayons Uy = (a,0) et Vo = (0,b) fournissent un couple de diamétres conjugués.

2
c. Dans le repére (O, e, e_z)), orthonormé pour ( | ), C admet pour équation cartésienne f(x,y) = 0 ou f(x,y) = z—z +Zz 1.
Puisque f est de classe C! sur R?, on sait que la tangente en un point Mg(xo,Yo) de C qui n’est pas un point critique

—
de f admet pour vecteur normal grad f(My). Puisque (O, e1,e3) est orthonorms, les coordonnées de grad (M) sont les
dérivées partielles de f en My, ou encore

2%
gradf(Mo) ( £ ) +* 0 car O ¢ C et donc Mg # O.
52

2 2
Une équation de la tangente en My a C est donc zaiz"(x—xo) + ZQJ—Z"(y —Yo) =1, ou encore 2  2¥0 — % + g—", ou enfin,

La droite D admet alors pour équation cartésienne dans (O, 6_1), e_z)) D XX 4 B0 — 0. Ceci se lit :

3
M(x,y) € (D) &< OMo, OM >= 0.
—_
Si M§(x4,u4) est un point de (D) N C, alors les vecteurs OMgo et OM; sont orthogonaux pour <, > d’aprés ce qui

! ! —)
Y = X9 + 29 =1, ce qui signifiec que les vecteurs OMo

OMs, OM/)

précede. D’autre part, puisque Mo et Mg sont sur C, on a 3% +

et OM,, sont unitaires pour <, >. Finalement la famille ( est orthonormée pour <, > ou encore les rayons

— =
OM,y et OM,, sont des diamétres conjugués.
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d.
. Soient M et M’ deux points de C tels que les rayons O)V{ et OM' sment des diamétres conjugués et soient A et

B les points de coordonnées respectives (a,0) e Om OM’) et OA (ﬁ sont deux couples de diamétres
—; —
conjugués, ou encore (oiVi, OM’) et (OA, O—PZ) sont deux bases orthonormées pour <, >. D’aprés 11., on a

OM? + OM'? = OA? + OB? = a” + b2,

.s . R . W e —_— - . .
ii. Toujours d’aprés 11., les matrices G(OM, OM') et G(OA, OB) sont semblables. Elles ont donc méme déterminant.
D’aprés 5.c., laire du parallélogramme « formé par O, M et M’ » vaut

\/F(W,W) - \/r(o—/\, OB) = Va2b? = ab.

IV. RECHERCHE D’UNE ISOMETRIE AFFINE

13. a. Pour (i,j) € [1,p]?, uwlxi)lu(x;) = yily; = xilxj car G(x1,...,%Xn) = G(Y1,...,Yn)-
Pour (1,j) € [1,p] x [p + 1,n], ulxi)u(e;) = yile; = 0 = xile;.
Pour (1,7) € [Ip + 1,n]12, w(eyules) = elle! =0 = eile;.

Soit alors (x,x) € Ex. Posons x = Y 7 Aixi + 3 1" g Aderet x =3V Axi+ YL Aei. Ona:

= Z)\luxl + Z Au(e)) Z?\ux1 + Z Au(ei))

i=p+1 i=p+1
- Z A u(x)ul(x;) + Z AMuledulx) + > ANulallule)+ Y AMuled)lule;)
1<i,j<p p+1<i<n 1<i<p p+1<i,j<n
1<5<p p+1<G<n
= Z )\i)\jlxi|xj+ Z ?\i?\j'ei\ijr Z ?\i)\jxi\e,-Jr Z ?\J\j'ei\e,-
1<i,j<p p+1<i<n 1<i<p p+1<i,j<n
1<5<p p+1<ji<n

=x|x’.

Finalement, u conserve le produit scalaire et donc u est un automorphisme orthogonal.

b. Tout d’abord, u(V) =u(Vect(x1,...,xp)) = Vect(u(x1),...,u(xp)) = Vect(y1,...,yp) = W.
Soit i € [p + 1,n]. x; est dans V et donc u(xi) est dans W de méme que y;. Donc, yi — u(xi) est dans W.

Soit j € [1,p]-

Yil(yi —ulxi)) = yjlyi — yjlulxi) = yjlys — ulxg)lulxi) = yjlyi — ulxg)ulxi) = yjlyi —xjlxi =0,
car G(x1,...,xn) = G(y1,...,yn). Ainsi, y; —u(xi) € {y1,,_,,yp}l = w-+i.
c. Pour i € [1,p], on a déja u(xi) =yi et sii€ [p+1,n], yi —u(xi) € WN W= ={0} et encore une fois, u(xi) = yi.

Ainsi, si (x1,...,%n) et (y1,...,yn) sont deux familles de vecteurs telles que G(x1,...,%n) = G(y1,...,Yn), alors il existe
un automorphisme orthogonal u tel que, pour i € [[1,n]], u(xi) = y;.

14. a. Soit (1,j) € [1,n].

—— 1
xilx = ATAJATA; = S([AAL? + [ ATA]2 = [A1A] = A A7)
1 1
= 3 (MAY + AIAT — AA]) = 5(B1B? + B1B} — BiB7)
= vily;
—
b. D’aprés 13., il existe un automorphisme orthogonal u tel que, pour tout i € [1,n], u A1 A;) = B Bj. Soit f 'application
affine de partle linéaire u telle que f(A1) = By. Puisque u est orthogonal, f est une isométrie. D’autre part, pour i € [1,n],

— —
f(Ay) =f(A7) +u(A1Ay) =By + BBy = B;.

On a donc trouvé une isométrie f telle que, pour tout i € [1,n], f(A;) = B;.
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