Oraux CCP. Probabilités

Exercice n° 96.
1) a) Q est ensemble des tirages successifs avec remises de 5 parmi les 10 boules. X(Q) ={0,1,2,3,4,5}.

5 expériences identiques et indépendantes sont effectuées a savoir tirer une boule de I'urne. Chaque expérience a deux issues

1
« obtenir une boule blanche » avec une probabilité p = 5 et « ne pas obtenir une boule blanche » avec une probabilité

4 1
1—p= 5 X sui donc une loi binomiale de paramétresn =5et p = —.

aeetosnmocm= (%) (1) (4

De plus, E(x) =np =5 x % =let V(X)=np(1—p) = g
b) Y =2X—-3(5—X) =5X—15. Donc E(Y) = E(5X —15) =5E(X) —15=—10 et V(Y) = V(5X —15) = 25V(X) = 20.

2) a) Puisque les tirages se font successivement et sans remise, on ne change pas la loi de X et de Y en supposant les tirages

10). X(Q) ={0,1,2}.

simultanés. Q est ’ensemble des tirages simultanés de 5 parmi les 10 boules. Donc card(Q) = ( 5

2
Soit k € [0, 2]. L’événement {X = k} est ’événement « on tire k boules blanches et 5—k boules noires ». Il y a <k> tirages

possibles de k boules blanches et pour chacun de ces tirages, il y a < > tirages possibles de 5 — k boules noires.

5—k
() (s°4)
k) \5-x
vk € [0,2], P(X=k) = EEEvE T u—
(5)
Plus précisément,

8
5) 8x7x6x5x4 5x4 2
TI0x9x8x7x6 10x9 9

2x8x7x6x5/4 2x5x5 5
10) S 10x9x8x7x6/5 10x9 9

5
8)
3 8 x7 x6/3! 5x4 2

*PX=2) <1o> T0x9x8x7x63 10x9 9| PX=0-PX=1)
5

b) On a toujours Y = 5X — 15. Donc, Y(Q) = {—15,—10,—5} puis

1515) (10 15
X

vk € {~15,—10, -5}, P(Y_k)—P<X_kJ;15)_<(k+]5)/5 e
(5)

Plus précisément,

oP(Y:—15):P(X:O):§,
oP(Y:—10):P(X:1):g,
.P(Y:—S):P(le):é
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Exercice n° 97.

1) X(Q) = [r,+ool. Soit n > r. L’événement {X = n} est réalisé si et seulement si la bactérie a été touchée exactement
r — 1 fois au cours des 1 — 1 premiers tirs et est touchée au n-éme tir.
La probabilité de I’événement « la bactérie a été touchée exactement r — 1 fois au cours des n — 1 premiers tirs » est

n—1
obtenue a partir d’un schéma de BERNOULLI de paramétres n — 1 et p : elle est égale a (r : )pr_] (1—p)m=D=0r=1)

et donc

n—1 — n—1)—(r— n—1 T n—r
s, Poc=m) = (T e 1= = (T P

! n!
EX_ PX_ _ T]_ Tl—T: T]_ n—r
(X) =2 nPX=m) =) nx g P (=P T =" ) xom—mp (1)
n=r n=r =r
+oo n 1
N | ~ (-I_ )nf‘r_n
= <r) P P
T
= - <400
P
Donc, X admet une espérance et E(X) = %
Exercice n° 98.
1) Soit j € N.
j+k
PX=j)=) P(X=j, Y= k:Z Sk
k=0 k=0
(]>k 1\ K
j TZ\2 1“""(2) i (1Y T /1) 1
! _J (! 2, ot ! 1/2
e]'( ) g W e (2) l;(k—n! el (2) P (2) 7%
oy ol 2j+1
_ /2
“ai(a) e -
En éch les roles de X et Y, Wk EN, P(Y = k) = =t ]
n échangeant les roles de X et Y, on a aussi e N, P( )= Zk”k'\/_

1\ 1
P(XzO,YzO):OetP(XzO)XP(YzO):(m) :@#O.Donc,ilexiste(j,k)GNZ/P(ij,Y:k);AP(X:
j) x P(Y = k). Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

2)
+o0o
E[2X7Y] =) 2'P(X+Y=1 = ZZLZP =i, Y =k)
1=0 j+k=1
1 ;+k
+00 (+%) (z) foo | L 1 oo L T 400 1
= 2t —_—— e, = - T — — — = 7(1—5-”1
; H;l ejlk! éej_zo]!(l—])! 1_]el!j_Zo]!(l—))! ;e(l—ﬂl
+oo 2Jroo 21_]
:: 1—1 =3 ](1_”'*Ze<+oo
Donc, la variable 2X™Y admet une espérance et E [2X7Y] = 2e.
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Exercice n° 99.

1) n expériences identiques et indépendantes sont effectuées a savoir tirer une boule de I'urne. Chaque expérience a deux
issues « le correspondant est joint » avec une probabilité p et « le correspondant n’est pas joint » avec une probabilité
1 —p. X sui donc une loi binomiale de paramétres n et p. On en déduit que X(Q) = [0,n] puis que

vk € [0,n], P(X = k) = <E)pk(1—p)“k.

2) a) Soit i € [O,n]. On sait que X =i c’est-a-dire que la secrétaire a contacté et obtenu i correspondants. La secrétaire
effectue alors n — i appels vers les correspondants restants. On a toujours a faire & un schéma de BERNOULLI :

n—1i\ noik . .
(1—p) sike [O,n—1 _ _
Ve [0,n], Vk € N, Px_i(Y =k) = ( k )p P [[ H :(“ 1)pk(1_p)n—1—k.

k
Osik>n—1i+1
b) Z(Q) = [0,n] et pour k € [0,n],
k K
=) PX=inY=k—1) =) P(X=1)Px=i(Y=k—1)
= i=0

i

k . k .
Z ( ) )n—i (E:i>pk—1“ _p)n—i—(k—i) _ Z (?) (E:z)pk(] _p)Zn—k—i.
i=0

Ensuit n\ /Mm-—1i\ n! (n—1i)! B n! B n! k! I AAYA ¢ d
nsuise, (1) (k—i) TUm—1)  k=0lm—%)!  Uk—0lm—K)! Km—1k)! iUk=—1 (k) <1> et done
k _ " LI _

Z ( > < > p)ankfl — <k)pk(] _p)anzkz <1>(] _p)kfl

— i=0

i=0
> Zn Zk(z_p)k = (E) (p(Z—P))k ((] _p)Z)nfk_

(

Ensuite, p(2—p) = —p? +2p=1— (1 —p)? et donc p(2 —p) € [0,1] puis (1 —p)> =1 —p(2—p).

o

[}

~ 3

Ceci montre que Z suit la loi binomiale de paramétres n et p’ =p(2 —p).
¢) E(Z) =np’ =np(2—p) et V(Z) =np’(1 —p’) =np(2—p)(1 —p)%.
Exercice n° 100.

1) Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Alors,

V(X
Va >0, X~ E(X)| > ) < 30
. Sn e ) 1 & 1
2) Soit X = o Par linéarité de l'espérance, E(X) = Z E(Yy) = o x nE (Y1) = E(Y7). D’autre part, Y7, ..., Yy, sont
k=1
mutuellement indépendantes et donc
n
V(S ZV(Yk) V(Y V(Y
Voo 2V S wvin)_vin),
n n n n
En particulier, X admet un moment d’ordre 2 et d’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,
S V(Y
Va > 0, P(—“—E(Yﬂ >a) < ( 2’).
n na

3) Soient n le nombre de tirages puis, pour 1 < i < n, Y; la variable aléatoire égale a 1 si la i-éme boule tirée est rouge et
n

S : : . : S
0 si la i-eme boule tirée est noire. Alors, S = E Y; est le nombre de boules rouges tirées au cours des n tirages et —
n
i=1
est la proportion de boules rouges obtenues au cours de ces n tirages.
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2
Chaque Y; suit une loi de BERNOULLI de paramétre p = 5= 0,4. Donc Vi € [1,n], E(Yi) = E(Y1) =0,4 et V(V;) =
V(Y1) =0,4 x 0,6 = 0,24. Ensuite,

Sn

0,35 < ——04 —E(Yq)] <0,05.
Puisque les Y; sont mutuellement indépendantes, la question 2) fournit
S S S 0,24 2400 26
P 5< <045 =1-P ° ,05) >1—P - ,05 -2 =1 =1-=
<0’3 n 0 > < n > 0,0 > < n 0,0 > n(0,05)2 25n n
Par suite,
P 0,35<S—“<0,45 095@1—% 20,95 &n v = 1920.
n n 0 05

A partir de 1920 tirages, on a plus de 95% de chances d’obtenir une proportion de rouges comprises entre 0,35 et 0,45.

Exercice n° 101.

1 b
1) 1l existe trois réels a, b et ¢ tels que Vx € R\ {0,—1,—2}, R(x) = O By ) = % + 1 + XL—I—Z

e a = lim xR(x) ! ]

50 “0+n0+2) 2
eb= lim (x+1)R(x) = ] =-—1.
x——1

(—1+ 0)](—1 +2)

. 1
¢ c= tm k2R = gz T T

1 1 1 1
N+ )x+2)  2x x+1 k¥

Vx € R\ {0, —1,-2},

B

N
2) Pour N € N*, on pose Hn Z

N L N
Znn+1 (n+2) ZZE Zn

NI
\_/ﬁMz

n=1 n=1 n=1 +
1 1 1 1
_ZHN_<HN+N <N_]_§+N+1+N+2)

1 1 1

- ez ——jo()= = —+o(1

N—+o00 2 4 to ( ) N—+oo 4 * 0( )
P 1= E P(X = 7\5 _A bti A=4
u1sque = TL = m = Z, on obtient = 4.

3)

+oo +oo 4 +oo 1 1
X =) X == g YL (77 -+52)

n=1 n=1
1
=4 x 5 (série télescopique)

=2.

4) X admet une espérance. Donc, X admet une variance V(X) = E (XZ) —(E(X))? si et seulement si X? admet une espérance.

In
Orn*PX=n) = 0T nee

X n’admet pas de variance.

> 0 et donc la série de terme général n?P(X =n), n € N*, diverge. La variable

Exercice n° 102.

1) a) et b) Soit n € N. D’apres la formule des probabilités totales et puisque (An, By, Cy) est un systéme complet
d’événements,
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An41 = P (An+1) =P (An) X PA“ (An+1) +P (Bn) X PBn (An—H) +P (Cn) X PCn (An—H)

1 1 1 1
:anxo+bnz+CnX§:§bn+zcn,
R 1 1
De méme, b1 = =an + =Cn et Cny1 = =an + =bn.

2 2 2 2

2) a) A est symétrique réelle et donc A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale d’aprés le théoréme
spectral.

1T 11

1 1
b) rg (A + 213) =185 1T 11 =1 < 3. Dongc, 3 est valeur propre de A. De plus, puisque A est diagonalisable,
1T 11
1 . 1 1
3 est valeur propre d’ordre dim | Ker | A + 7 =3—rg| A+ 213 =2.

E1(A) est immédiatement le plan d’équation x +y +z = 0.

1
z
c¢) La derniére valeur propre A de A est fournie par la trace de A :
O*T(A)*—] ] +A
I

1L
et donc A = 1. D’aprés le théoréme spectral, E1(A) = (E%(A)) est la droite d’équations x = y = z. Finalement,
1
1
1

1 1
1 1
A:PDP_] OﬂD:dlag __)__)] , P= -1 0
2’ 2
0 -1
an
3) Si pour n € N, on pose U, = | byn |, alors d’aprés 1), pour tout n € N, U1 = AUy puis U,, = A™Up avec Uy =
Cn

1 an n n

1 1
0 |.Levecteur | b, | estdonclapremiére colonne de la matrice A™ = PD"P~! = Pdiag <<_§) , (—z) , 1) P
0 Cn

Exercice n° 103.

1) Soit i € [1,N]. Soit n € N*.

n n ]_ n
PXi<n) =) PXi=K =) pg* =pﬁ“_) (car q £ 1)
k=1 k=1 p
1

puis P(Xl >T1.) :1—P(Xi gn) :qn.
2) a) Soit n € N*. Y >n & Vi € [1,N], Xi > n. Donc, I'événement {Y > n} est événement {X; >n}N...N{Xn > 1k

Puisque les variables X1, ..., Xy sont mutuellement indépendantes,
N
PY>n)=P((X;>n)n...nXn>n)) = [P(Xi >n)
k=1
_ qu .

On en déduit que P(Y < N) =1—q™N
Ensuite, sin > 2, P(Y=n)=P(Y>n—1)—P(Y>n)=q"""N—¢q"N = g("=DN (1 — qN) ce qui reste vrai pour n =1
car P(Y = 1)—P(Y<1) 1T—gN

yne N P(Y=n)=qm" "N (1-¢gV).

+oo

+o0o
b) E(Y) = Z nP(Y=n)=(1-q") Z n (qN)nq avec g™ €0, 1[.

n=1
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+oo
On sait que pour tout réel x de ]0, 1], T Z x" puis par dérivation terme a terme, licite dans 'intervalle ouvert de
—X
=0
convergence "

1
(1—=x)2"

+oo
Vx €] —1,1], Z AL g
n=1

Donc,

Y admet une espérance a savoir E(Y) =

Exercice n° 104.

1) a) X;(Q) =N=X;3(Q) puis (X1 +Xz2) (Q) =N.
Soit n € N.

k=0
n
= Z P(X; =k)P (X2 =n—k) (X7 et X3 sont indépendantes)
k=0
= ! (n —k)!
—(A1+Az2) ™ |
_ ¢ mn kyn—k
Tl > k!(n—k)!h)\z
k=0
_ W +?\z)“e_(>\]+>\2)
n! ’

Donce, X7 + X, suit la loi de POISSON de paramétre A1 + A.
b) E(X1 +X2) =A1 + Az et V(X3 +X2) =A1 + Az,

+o00 too
2)Soitn e N.P(X=n)= ) P(X=n)n(Y=m))= > P(Y=m)xPy_n(X=n)
m=0

m=0

m pr(1—p)™ Msin<m m
Or, Py (X=n) = n S = ( )p“ﬂ —p)™ ™. Donc,
Osin>m n
+oo e} _
— AT A (MY n m—n pn —A ?\m“ _P)m "
P(X—n)—m:nme ( )P (1—p) =7 Z:n o
_ ), *Z‘” AN —p)m Tt (Ap)t _A*Z“ A0 =p)* _ D)™ A a1p)
n! = (m—mn)! n! = k! n!
_ )" )
n!

Donc, X suit la loi de POISSON de paramétre Ap.
Exercice n° 105.
1) X prend les valeurs 0, 1 ou 2.

2) a) X = 2 est I'événement « toutes les boules vont dans le méme compartiment ». Il y a 3™ répartitions possibles
des n boules dans les 3 compartiments (pour chacune des n boules, il y a 3 possibilités de compartiment). Parmi ces
répartitions, il y en a une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n°1, une et une seule
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pour laquelle toutes les boules sont dans le compartiment n° 2 et une et une seule pour laquelle toutes les boules sont dans
le compartiment n° 3. Donc

3 1

:2 = — =
P(X=2) =5 = 355

b) Soit E I’événement : « le troisiéme compartiment est vide et les deux premiers ne le sont pas ». On a alors

p(X=1)=3xp(E).
Soit k € [[T,n — 1]. Soit Ex I'événement « k boules sont dans le compartiment n°1 et n — k sont dans le compartiment

n°2x». E= U Ex et les Ex, 1 <k <n—1, sont deux & deux disjoints. Donc,
1<k<n—1

pX=1)=3p(E)=3) p(E).

Soit k € [T, — 1]. Le nombre de répartitions des n boules telles que k d’entre elles soient dans le compartiment n°1 et

n
n — k soient dans le compartiment n° 2 est encore le nombre de tirages simultanés de k boules parmi les n & savoir < k) .

(+)

Donc p (Ex) = FTa Par suite,
n—1
(+)
k am_ 9
k=1
p (E) =3 3n = 3n—1
Enfin,
2n -2 1 3=l _2n 4
PX=0)=1-p(X=1)—p(X=2)=1- = .
3nt—2m -3 2m—2 1 n 2\"
3)a)E(X):0>< 3n_1 +]X3n_] +2X3n——1_3n——]:3 g .
n
b) lim E(X)= lim 3 (—) = 0. Ainsi, §’il y a un grand nombre de boules, il y a peu de chances qu’un compartiment
n—+o0 n—-+oo 3
reste vide.

Exercice n° 106.
1) Formule de BAYES.

Soit (Q,.7,P) un espace probabilisé.
Soit (Ai); <<, un systéme complet d’événements de cet espace tel que pour tout i € [1,n], P(A;) #0.
Soit B un événement tel que P(B) # 0. Alors,

P(Ai) X Pa,(B)
> P(A;) x Pa,(B)

j=1

Vie [[],Tlﬂ, PB (Al) =

Démonstration. Soit i € [[1,n]. Puisque P(B) # 0,

P (AL n B) . P (Al) X PAi (B)
P(B) P(B) '

P (Ai) =

Puisque (Ai)lgjgn un systéme complet d’événements de cet espace tel que pour tout j € [1,n], P(Aj) #0, on a

n n
=) P(A;jNB) =) P(A;) x P (B).
j=1 j=1

Donc,
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P (Al) X PAi (B)

Pg (Ai) = .
P (A;j) x Pa;(B)

j=1

2) a) Notons A Iévénement « le dé est pipé » et B 1’événement « on obtient le chiffre 6 ». La probabilité demandée est

Pp(A).

25 1

= . i 1 — 3 . 1
(A, A) esz un systéme complet d’événements. On a P(A) = 100 = 7 #0et P (A) =1- iR Ensuite Pa(B) = 7 et
Px(B) = G Donc,

P(B) =P(A) x PA(B) + P (A) xP—(B)zlx l—&—é xl:l;«éo.
A 4 2 4 6 4
D’aprés la formule de BAYES,
1 1
P(A) x PA(B) 1753 1

X
Pe(A) = P(A) x PA(B)+P(A) x Px(B) 1 2
4

1
La probabilité que ce dé soit pipé est 7

b) Notons A l'événement « le dé est pipé » et B I’événement « on obtient n fois le chiffre 6 ». La probabilité demandée
est Pg(A).

(A,K) est un systéme complet d’événements. On a toujours P(A) = % #0etP (K) = % Ensuite Pa(B) = ;—n et
1
Px(B) = o Donc,
P(B) = P(A) x Pa(B) + P (A) xP—(B)*lxl—l—éxl;&O
- A A 47 2n 47 en
D’aprés la formule de BAYES,
1 1
P(A) x Pa(B) 75 om 1
Pelh) = 5= PAB)+P(A) xPx(B) T _1 3 17 1
ZXZ_n+ZX6—n ]—"_31171
La probabilité que ce dé soit pipé est %
1+ T

c) lim =0 et donc lim p, = 1. Ceci signifie que si au bout d’'un grand nombre de lancers, on a obtenu a
nS4oo 3N n—+oo

chaque fois le 6, il est quasiment siir que le dé est pipé.

Exercice n° 107.

1) (U, V)(Q) ={(n,m) € N/ n > m}. Soit (n,m) € N? tel que n > m.

eSin=m,P((U,V)=n,m))=P((X=n)Nn(Y=n)) =P(X=n) x P(Y =n) car les variables X et Y sont
indépendantes. Donc,

P((W,V) = (n,n) =pq™pq™ = p*q*".
e Sin>m,

PLV)=Mmm))=P{((X=n)Nn(V=m))U(X=m)N(V=n]))
=PX=n)xPY=n)+PX=m)xP(Y=m)
=2pqpq™ = 2p*q™t™.

Finalement

2p%q™ M sin > m

pour tout (n,m) € N? tel quen > m, P((U,V) = (n,m)) = { P2 sin =m
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2) ¢ U(Q) = N. Soit nn € N.

PU=n)= ) P((U,V)= =) P(u n,m))
m=0 m=0

p2q?™ + Z 2p2q™*™ (méme sin = 0 (somme vide))

=p*q’" + szqn% (méme sin = 0)
=p*q*" +2pq™ (1 —q™).

e V(Q)=N. Soit m € N.

+o0 +oo
PV=m)=> P((U,V)=(nm))= ) P(UV)=nm)
n=0 n=m

1
2 2m+ Z 2p2 n+m:p2q2m+2p2q2m+11_
n=m+1 q
2 2m

=p q + zpq2m+1 .
) P(U=0)N(V=1)=0etPU=0)N(V=1)) =p?x (pzq2 +2pq3) # 0. Donc, les variables U et V ne sont pas
indépendantes.

Exercice n° 108.

Pour n € N*, notons A,, 1'événement « au n-éme tirage, la boule provient de l'urne U; » (I'événement A, est donc
Pévénement « au n-éme tirage, la boule provient de I'urne U, »).

_ — 1
1) (A1 , A1) est un systéme complet d’événements et P (A7) = P (A1) =5 = 0. D’aprés la formule des probabilités totales,
2.1 4 17

p1 =P (B1) =P(A1) x Pa, (B1) + P (A1) x P (B1) = 5t3%X37= 3

N —

17
La probabilité p; que la premiére boule tirée soit blanche est 35

2) Soit n € N*, (Bn,ﬁ) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales,

P(Bn+1) :P(Bn) X PB“ (Bn+1)+P(E) X P?“(Bn+1)
= ><2+(1— )><4*—6 +4
P X3 Pn) X7 =735 "7

3) La suite (pn) est arithmético-géométrique.

neN*
La fonction affine x — —3—5x + - admet un point fixe et un seul :
IR DI I DI
35 7 35 7 41
. . 20 6 20 ) )
On sait alors que pour tout entier naturel non nul n, pny1 — -5 Pn — 1 puis que pour tout entier naturel non
nul n,

L0 (6" 20N (6N 17 20\ 3 [ 6\"
P =\ 735 PP )= \73s 35 41/ 1435 35 )

20 3 ([ 6\
T I VE 35 :

, 20 3 6\""
Pour tout entier naturel non nuln, pn = — — —= x | —5= .

et donc

41 1435 35
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Exercice n° 109.

1) X(Q) =N=Y(Q). Soit i € N.

+00 oo i
) ) . 1 1 1
P(X:I):ZP((X:I)Q(Y:))):Z621+1)| :ezi+1 Z)_l
j=0 j=0 ’ j=0 ’
1
= it
Soit j € N.
N~ , R 1 &1
i=0 j=0 i=0

n—I1
2) a) Z(Q)_N*.SoitneN*.P(Z_n)_P(X_n—l)_zln_%(1—]> :
1

=2et que V(Z) =

1
Donc, Z suit une loi géométrique de paramétre p = 7 On sait que E(Z) =

3) Soit (i,j) € N2.

Donc le variables X et Y sont indépendantes.

3)

+oo +oo +oo i
P(X:Y):ZP((X:im(Y:iJ):Z—] ] ZW.Z) = Lo
i=0 ’

i= i=

1
NG

Exercice n° 110.

Q est I’ensemble des tirages successifs sans remise des 1+ 2 boules ou encore ’ensemble des permutations des n+2 boules.
Le nombre de tirages successifs et sans remise des n + 2 boules est (n 4 2)! ou encore card (Q) = (n 4 2)!.

1) L’urne contient n + 2 boules. La premiére boule blanche peut apparaitre au premier, deuxiéme ou troisiéme tirage ou
encore X (Q) = [T, 3].

e X =1 est I’événement : « la premiére boule tirée est blanche ». On a n possibilités de tirer la premiére boule parmi les
n blanches puis pour chacune de ces n possibilités, on a (n + 1)! possibilités de tirer les n + 1 boules restantes. Donc

nx(n+1)j! n
pX=1) = =
(n+2)! n+2
e X = 3 est I’événement : « les deux premiéres boules tirées sont noires ». On a 2! = 2 possibilités de tirer les deux

premiéres boules puis pour chacune de ces deux possibilités, on a n! possibilités de tirer les 1 boules restantes. Donc,

2 xn! 2
PX =3 = o T et
e Enfin
) e (X = 1) (X —3) =1 ™ 2 M4+ +2)—nn+1)-2
pX == TmpX =l e =3 =1 n+2 Mm+1)n+2) Mm+1)(n+2)

B n
T n+1(n+2)
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P 2
X(Q) = [1,3] et pIX = 1) = =2, PX =2) = gyiy et pIX =3) = gy

2) La premiére boule numérotée 1 peut sortir au premier, deuxiéme, ..., (n+ 1)-éme tirage ou encore Y (Q) = [1,n+1].
Soit k € [2,n+1]. L’événement Y = k est ’événement « les k — 1 premiéres boules ne portent pas le numéro 1 et la k-éme

porte le numéro 1 ». Pour les k— 1 premiéres boules, onan(n—1)x...x (n—k+2) = ' tirages possibles puis

n!
m—k+1)
n!
m—k+1)!
premiéres boules. Pour chacun de ces tirages, on a (n+2—k)! tirages possibles des n+ 2 —k boules restantes. Finalement,

pour chacun des ces tirages on a 2 possibilités pour la k-éme boule et donc 2 x tirages possibles pour les k

n!
———— x2x(n+2—-k)!
- kT M+2=k mi2ox
P == (n+2)! T mENm+2)”
L’événement Y = 1 est ’événement « la premiére boule porte le numéro 1 ». Il y a 2 tirages possibles pour la premiére
boule puis pour chacun de ces deux tirages, il y a (n + 1)! tirages possibles des n 4 1 boules restantes. Donc

(Yi])izx(n—ﬂ)!i 2(n+1) _ 2Mm+2-1)
P === T hmen+2  m+n+2)
Finalement

2(n+2—X%)

Y(Q)=[l,n+1]et Vk € [1l,n+1], p(Y=k) =

Mm+1(n+2)

Exercice n°111.

1) a) Pour n € N, posons a,, = P(X =n). Pour tout n € N, |a,| < by ot pour tout n € N, b,, = 1. Donc, Rq = Rp = 1.
On a montré que R > 1.

+oo +oo

Puisque R > 1,]—1,1[C Dgy. De plus, Z an, converge (Z an = Z PX=n)=1)et Z(—H“an converge absolument
n=0 n=0

(car Vn € N, [(—=1)™an| = an) et donc converge. Finalement, [—1,1] C Dg,,.

+oo
Immeédiatement, Vt €] — R, R[, Gx(t) = Z t"P(X =n) =E (t¥).
n=0

b) On sait que Gx est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence et en particulier Gx est de classe C* sur
] —1,1[. On sait de plus que

(k)
Gy (0
VkeN, P(X=k)=ayx = Xk'().
AT (At)™
2) a) Pour tout n € N, a,, = P(X =n) = —e . Pour tout réel t, la série de terme général a,t™ = e~ converge
n! n!

et

Vi € R, Gx(t) = eMte ™ = M1,
En particulier, R = 400 puis Dg, =R.

b) Puisque X et Y sont indépendantes, on sait que tX et t¥ sont indépendantes. Pour tout réel t € [—1,1],

Gx.v(t)=E (tX+Y) =E (tXtY) =E (tX) E (tY) (car t* et tY sont indépendantes)

= Gx(t)Gy(t) = M (=1 A2 (t=1) _ oA +A2)(t—T)

+o0o
= Z tnwefmwm.
n!
n=0
N . (7\1 +7\2)n —(A14+A2) s . N
D’aprés la question 1)b), Vn € N, P(X4+Y =n) =a, = Te 11A2) X +Y suit une loi de POISSON de paramétre

A+ A
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Exercice n° 112.

1) e V(k,n) € N2, P(X =k) N (Y =n)) > 0.

e Soit n € N.
“+oo n n n n
S P(X=l)N(Y=n)=Y @ G) p(1—p)" = @ p(1—pm Y @ (1= p)" < oo
puis k=0 k=0 k=0
+oo /+oo P
2 (k_op((x k)N ) Z‘p (=P =gy =1 < oo

Donc, la famille (P((X =k)N (Y = n)))(k,n)eNz est sommable et Z P(X=k)Nn(Y=n))=1.
(k,m)eEN2

On a donc bien défini une loi de probabilité.

2) a) Soit n € N.

too n n
P(Y=n)= 3 P(X=K)n(Y= “”—ZCZ) G) p(1—p)™ = p(1 —p)™
k=0

b) Posons Z=14Y. Z(Q) = N*. Pour n € N*,

PI+Y=n)=PY=n—-1)=p(1—p)™".
Donc, 14 Y suit une loi géométrique de parameétre p.
1 1—p

¢) On sait alors que E(Y) =E(Z—1) =E(Z)—1= 1_3 —1= T

3) X(Q) = N. Soit k € N.

. t= N 1y Top) A m) (1-p\ "
PX=K =Y P(X=KN(Y=n) =Y <k) (5) p(l—p)"=p (T) <k> <T>

n=0 n=k

1—p\* 1 1— 1
p( > ) ( 5 (carO<T<§<U

- 1-p k ) k+17 Zp 1-p k
Pl T+p T 14+p\U+p)

Exercice n° 113.

1) lére solution. Soit k € [0,n]. Soit A une partie fixée a k éléments. Le nombre de couples (A, B) tels que A C B est
encore le nombre de parties B telles que A C B. Une partie B contenant A est la réunion de A et d’une partie de A.
Le nombre de parties B contenant A est donc encore le nombre de parties de A. Il y en a

card (’P ( )

Ensuite, il y a <E> parties a k éléments et donc < 2"k couples (A, B) tels que card(A) = k et A C B. En faisant
varier k, on obtient

a:Z (E)zn—k: (2+])n — 3",

k=0
2éme solution. Notons F I’ensemble des couples (A, B) tels que A C B.

Pour (A,B) € F, définissons @ap) : E — {0,1,2} . @(A,B) est une application de E dans {0, 1, 2}.
Osixe A
X = 1sixe B\A
2six ¢ B
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Soit alors @ : F — {0,1,2}F . @ est bien stir une bijection. Démontrons-le.
(A,B) —  @a,B)
- @ est une application de F vers {0, 1, 2}F.
- Soit ((A,B),(A’,B’)) € F? tel que PAB) = P(A",B/)-
Soitx eE.x€EAE @ap)(X) =05 @arpy(x) =0& x € A’ Done, A =A".
Soit x e E.x € B\A S @ap)(x) =18 @ap)(x)=1&xeB'\A". Donc, B\ A =B"\A’puis B=B’
car AC B, A’ Cc B’ et A =A’. Finalement, (A,B) = (A’,B’).
On a montré que @ est injective.

- Soit f € {0,1,2}F. Soient A l’ensemble des x de E tels que f(x) = 0 puis B la réunion de A et de I'ensemble des x
de E tels que f(x) = 1. Alors A C B puis @((A,B)) = f. On a montré que @ est surjective et finalement que ¢
est bijective.

Puisque ¢ est une bijection, card(F) = card ({0, 1,2}E) =3m

2) Le nombre de couples (A, B) tels que AN B = & est encore le nombre de couples (A, A U B) tels que ANB = &. Clest
aussi le nombre de couples (A,B’) tels que A C B’. Il y en a

b=a=3m

3) Pour chaque couple (A,B) tels que ANB = &, il y a exactement un triplet (A,B,C) € (P(E))3 tels que A, B et C
soient deux a deux disjoints et vérifient AUBUC = E a savoir le triplet (A, B, Ce(A U B)). Réciproquement, chaque triplet
(A,B,C) € (’P(E))3 tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et vérifient A UB U C = E fournit un et un seul couple
(A,B) € (P(E))? tel que ANB = @. Donc,
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