Planche n° 15. Normes matricielles. Corrigé

Exercice n° 1

+00
P(0
1) e Soit P € E. Si on pose P = Z ar X¥, il existe n € N tel que Vk > n, ax = 0. Donc ||P||s = Sup {‘ k'( )

,keN}:

k=0
Max{|ax|, 0 < k < n} existe dans R.
e VP EE, ||P|lso = 0.
e Soit PEE. [Plco=0=VkeN, l[ax| <O=>VkeN, ax=0=P=0.
e Soient P € E et A € R. [|]AP|lc = Max{[Aax/|, 0 < k < n} = |A| Max{|ak|, 0 < k < n} = A|[|P]|co-

e Soient P = Z aXF et Q = Zkak deux polynomes. Pour k € N, |ax + by| < ax| + [bk| < [|Ploo + [|Qlco et done
k>0 k=0
P+ Qlloo < [IPlloo + 1Qlco-

|| [|oo €st une norme sur E. I

2) VP € E, |[f(P)]looc = ||Pllco et en particulier VP € E, |[f(P)]|cc < ||P|lco- Puisque f est un endomorphisme de E, ceci

montre que f est continue sur (E, || ||oo)-
feZe(E || l|oo)- I

Exercice n° 2
e La linéarité de A est claire et de plus A est un endomorphisme de E car si u est une suite bornée, A(u) 'est encore. Plus
précisément,

Vue E, vn e N, [A(wn| < [un] + uni1] < 2)Juf|eo et done Vi € B, AW ]|oo < 2| 1t|0o-

Puisque A est un endomorphisme de E, ceci montre que A est continu sur E.

e La linéarité de C est claire et de plus C est un endomorphisme de E car si u est bornée, C(u) 'est encore. Plus
précisément,

VuEE, ¥neN, |(Cu))n] < —

n
<7 Y oo = oo et done Yau € E, [ €)oo < [

k=0
Puisque C est un endomorphisme de E, ceci montre que C est continu sur E.

Exercice n° 3

1) Soit f € E.

o 1
ITf||; = | [Tf(x)] dx:J
0

JX £(t) dt‘ dx

J 0 0
rl X
< <J [f(t)] dt> dx
JO 0
~1 1 1
< j ()] dt dx:j 1€ dx = ]
JO 0 0

Ainsi, Vf € E, || Tf||1 < ||f||1. Puisque que T est un endomorphisme de E, ceci montre que T est continu sur (E, || |[1).

| T[4
(Rl

2) Posons A = { , feE \{0}}. A est une partie non vide R.

(REIE

[F[]
Sup(A) existe dans R. De plus, 1 est un majorant de A et donc Sup(A) < 1.

D’aprés ce qui précede, VI € E N\ {0},

< 1. Donc, A est une partie non vide et majorée de R. On en déduit que

Pour n € N et x € [0,1], posons f,,(x) = (1 —x)™. Pour n € N,
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1

1 o \n+1
”an] :J “ _X)n dx = [_(] X) :| _ 1 ,
0 n+1 o N+l

puis pour x € [0, 1], Tf(x) =J (1T—t)™dt = L(1 — (1 —=x)™*") et donc
0 n+1

1 1
ITfnll = J;) [Tfo(x)| dx = #J (1—(1— )n—H) dx — 1 (] _ 1 ) _ 1

1o n+1 n+2) n+2
Tf 1
On en déduit que Vn € N, Sup(A) > ITfnlls _n+1
[[fnl n+2

1
En résumé, vn € N, 2—::__2 < Sup(A) < 1. Quand n tend vers +oo, on obtient Sup(A) = 1.

Supposons qu’il existe f € E\{0} tel que || Tf||1 = ||f||1. On en déduit que chaque inégalité écrite au début de la question 1) est
1
une égalité et en particulier J (

X 1 1 1 1 x
. L If(t)] dt) dx = Jo (Jo If(t)] dt) dx ou encore Jo (Jo [f(t)| dt — Jo [f(t)] dt) dx = 0.

1 x

Par suite, Vx € [0,1], If(t)] dt —J [f(t)] dt = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle) puis en dérivant la

0 0
derniére inégalité, Vx € [0, 1], [f(x)| = 0 et finalement f = 0. Ceci est une contradiction et donc la borne supérieure n’est
pas atteinte.

Exercice n° 4

f
1) e Soit f € % (E,F). On sait qu’il existe C € R tel que Vx € E, ||[f(x)]|r < ||x||e. Par suite, {| Ol xeE \{0}} est

lIx[[e
[1£0x) |

une partie non vide et majorée (par C) de R. On en déduit que Sup { I L xeE\ {0}} existe dans R ou encore ||f]|
x||e

existe.
e Pour tout f € Z.(E,F), ||f| >

I£()IF
[Ixl[e

e Soit T € % (E,F) tel que ||f|| = 0. Alors, pour tout x € E\ {0}, < ||If|l = 0 puis ||[f(x)||r = 0 puis f(x) =0 ce qui
reste vrai pour x = 0. Donc, f = 0.
e Soient f € Z.(E,F) et A € K. Pour tout x € E\ {0},

Af(x
MO _ ) IFCle < I
Ix[[e Ix[[e

Af
Done, [Al||f|| est un majorant de { | (X)HF, X € E\{O}}. Puisque [|Af]| est le plus petit de ces majorants, on en déduit

Ix[[e
que [[AF[} < [A[f]].
Inversement, si A = 0, on a [A|||f|| = 0 = ||Af]| et si A # 0,

1
I = H AfH A,

Al
et donc [A[[[f]| < [[Af]| puis [Af]| = [A[f]].

e Soit (f,g) € (Z(E,F))*. Pour x € E\ {0},

[+ 90 _ [0l , lgtx)ls

e S Bl e STl
Dong, ||f|| + |lg]| est un majorant de %, X € E\{O}}. Puisque ||f + g|| est le plus petit de ces majorants, on
en deduit que [ + gl < 1] + gl )
On a montré que || || est une norme sur .Z.(E, F).
2) Posons A = { "['EZ"R!F x€E \{0}}, B = {IIfx)llF, Ix]le = 1)

f
On a B C A. Inversement, pour x € E\{0}, IFG e = Hf < x > € B et donc A C B. Par suite, A = B et en particulier,

lIx[le lIx[le
Sup(A) = Sup(B).
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f
7H ”(X”)”F < ||| et donc ||[f(x)||r < |If]]|x]|e ce qui reste vrai pour x = 0.
X||E

Donc, pour tout x € E, [|fo g(x)[[le < [[f[l[lgGc)lle < [If[l < lIgll x [Ix[le puis pour x € E\{0},

3) Pour tout x € E\ {0}, on a

[fog(X)lle
—— <l xlgll-

Ceci montre que ||fog| < ||f|| % [Ig]]-

4) Supposons de plus que dim(E) < +oo. Soit f € Z(E). On sait que f est continue sur (E,| ||g]]) et donc que
Sup{||f(x)||e, [|x]le =1} existe dans R.

{x € E/ |Ix|le = 1} est une partie fermée (image réciproque du fermé {1} de R par lapplication continue x — ||f(x)||g) et
bornée de V'espace (E, || ||e||). D’aprés le théoréme de BOREL-LEBESGUE, {x € E/ ||x|[e = 1} est un compact de (E, || ||l
L’application x — |[f(x)||e est continue sur ce compact a valeurs dans R. On sait alors que application x — |[f(x)|e
admet un maximum sur {x € E/ ||x|[e = 1} et donc ||f|| = Max{||f(x)| e, [|x|][e =1}

Exercice n° 5

1) VA = (11,1)]<1,J<n € Ml ||A||oo = Max{|a; ]|, <1i,) < n}l.
n
Soient A = (ai‘j)]gi‘jgn et B= (bi,j)lgi,jgn- Posons AB = (Ci,j)lgi,jgn ou V(l,)) (S [[],Tl]]z, Ci‘j = Z ai‘kbk,j.
k=1
Pour (i,j) € [[]’nﬂz,
mn mn
el < D lauilbisl < D IIAlollBlloo = 1 Allsol[Blloos
k=1 k=1
o > lAB[les
et done, [|AB||co < NJ|A]lcol|Blloo- Ainsi, V(A,B) € (4 (C) \ {0}, TAT=IBl= <
R — _ oy _ _ [AoBolloo
De plus, pour Ag = Bo = (1)1<i,j<n # 0, [[Aollcc = [|Bolloc = 1 puis [[AoBo||oc = |[NA0|lcc = 1 et donc W =n.

Ceci montre que

Sup {%, (A,B) € (M (C) \{0})2} =

[ AlloolIBlloo
En particulier, || | s n’est pas une norme sous-multiplicative.
2) VA = (ai,jlicij<n € An(R), |Al1 = Z lai,;|. Avec les notations précédentes,
1<i,j<n
n
IABlv = D> leisl= Y |D_ aixbi;
1<i,j<n 1<i,jgn k=1
< ) (Z lai kbk,]> D> ailibegl
1<1,]<n k=1 1<i,j,k<n

< Z laijllbx 1l = [[A]1]Bl]1.

1<i,j,k,1<n

AB
Done (A, B) € (#n(®)\{op2, J2BD_ < q.
[A11B]4
B _ [AoBoll1 .
De plus, pour Ag = Bo =Eq,1, ona AgBg = Eq 1 et donc -—————— = 1. Ceci montre que
[Aoll1]/Bollx

|AB], 2}
Sup § > (AB A (C)\{0 =1
p{|A|1||B||1 VB E LN )

En particulier, || |1 est une norme sous-multiplicative.

o VA = (aij)icij<n € Zn(R), ||Al2 = Z aij. Avec les notations précédentes,
\ 1<ti<n
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2
n
IAB[3 =) ;= > ai,kbk,;’>

1<i,j<n 1<i,j<n \k=1

mn mn
< ) <Z aik> (Zbﬁ]> (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<ij<n \k=1 k=1
mn n
- zaik) (z) Soawh=[ X @ X e =iane:
1<hj<n \k=1 =1 1<i,j,k,l<n 1<, k<n 1<j,1<n
2 AB||2
Done V(A, B) € (.4 (R) \ {0))7, % <
[AoBol|2

De plus, pour Ag =Bo =Eq,1, on a AgBg = Eq 1 et donc = 1. Ceci montre que

[Aoll21IBoll2

IAB]l2

Sup{ (A,B) € (M (C)\{0}? s =1
IA]2Bll2" 7 "

En particulier, || |2 est une norme sous-multiplicative.

Exercice n° 6

Soit N une norme sur .#;, (R). D’aprés I'exercice n°5, || ||; est une norme sous-multiplicative.
Puisque .#»(R) est un espace vectoriel de dimension finie sur R, N et || |1 sont des normes équivalentes. Par suite, il
existe deux réels strictement positifs « et B tels que o [[1 < N < B ||1-

Pour (A, B) € (///n(R))za

N(AB) < BIAB]1 < BIAIL B < SN(AN)

et le réel k = % est un réel strictement positif tel que V(A,B) € (#.(R))%, N(AB) < kN(A)N(B).

1
Remarque. Le résultat précédent signifie que N/ = EN est une norme sous-multiplicative car pour (A,B) € (//ln(]R))z,

N’(AB) = %N(AB) <L !

Exercice n° 7
Non, car si A =Eq 1 #0 et B=E,, # 0 alors AB =0 puis N(AB) < N(A)N(B).
Exercice n° 8

e Pour || H] Soient A = (Cli,jhgi,jgn S ./%n(R) puiS X = (Xi)1<i<n € jfn,] (R)

n n
[AX]y = Z DAy
j=1

<

n n
al,]HX] Z ‘X]| <Z ai,j)

j=1

n
Z\Xj| MaX{Z|ai,j|, 1< <T1} = Max{||Cj[}1, T <j <n}x [X]1,
im1

,ﬂ.
Il
-

Ms T
EIVI=

en notant Cyq,..., Cy les colonnes de la matrice A. Donc,

AX
VA € M (R), Sup { '”X|'1" L X € Mon(R) \{0}} < Max{|G;, 1 <j <n}.

Soit alors jo € [1,n] tel que ||Cj, || = Max{||Cj|[1, T <j < n}. On note Xo le vecteur colonne dont toutes les composantes
sont nulles sauf la jo-éme qui est égale a 1 de sorte que AXg = Cj,. Xo est un vecteur non nul tel que
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n
IAXollv = D laijel = Max{||Cj|l1, T <j < nbx [Xolh-
i=1
En résumé,

AX :
(1) VX € An 1 (R)\ {0}, H||X||11 < Max{||Cj|l1, 1 <j<n},
AX :
(2) IXo € Mn 1 (R)\ {0}, ””Xo‘ﬂ']'] = Max{||Cj|l1, 1 <j <n)

On en déduit que

VA € 4 (R), Sup { IAX

X[ X € Mn(R) \{0}} = Max{||Cj1, 1 <j <n}

e Pour || [|oo. Soient A = (ai,j)i<ij<n € #n(R) puis X = (Xi)1<i<n € #n,1(R). Pour i € [1,n],

n n
(AX)il =Y aig| <D lagsll < [ D lail ] [IX]oo
j=1 j=1 j=1
n
<Max ¢ Y lagsl, T<i<n g [X[loo =Max{|[Lifli, 1< i<} [|X]oo
j=1

en notant Ly,..., Ly les lignes de la matrice A. Donc,

AX]|oo .
VA € Mn(R), Su { ””X|| , X € Mni(R) \{0}} < Max{||Li[|1, 1 <i<n).

Soit alors ip € [1,n] tel que [|Liy |1 = Max{[|Li[1, T <1< n}. On pose Xo = (€i)1¢icp, 00 Vj € [1,1], ¢ est un élément
iy,
de {—1,1} tel que ai, ; = €jlai, ;| (par exemple, ¢; =

= si aio‘j;«éOet £j=] si aio‘j:U.
|ai—0>j|

n
HAX()HOO = Max Zai,jsj s 1 glgn
j=1

mn mn
> > aiig| =) laiil = [Li |l = Max{|[Lil|1, T <1< n}x [Xo]co-
j=1 j=1

En résumé,

(1) VX € A1 (R)\ {0, ”@(’T'“’ < Max{[Lifl, 1< i< n),

(2) 3Xo € An 1 (R)\ {0}, [1AX0]loe

On en déduit que

AX|oo
VA € 4+ (R), Sup { ||X||||

X € 1 (RI\OF) = Max{[Li]h, 1 <8 <)

Exercice n° 9

Soit D = diag(?\ihgign € .@n(R). Pour X = (Xihgign S '/[n,l( ),

n

n
IDX|l2 = | Y AE < | (p(D)2 D xF = p(D)[IX]2,
i=1 i=1

De plus, si A est une valeur propre de D telle que |A| = p(D) et Xo est un vecteur propre associé, alors

IDXoll2 = IAXol[2 = INl[[Xoll2 = p(D)][Xol|2-
© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 5
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En résumé

(1) VX € M1 (R)\ {0}, ””%(!2 <p(D),
(2) TXo € A (®)\ 0}, IPX0l2 _ oy
Xoll2

IDX]l2
X112

Soit alors A € ., (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R) et D = diag(Ai)1<i<n € Zn(R) tel que A = PD'P.
De plus p(A) = p(D). Pour X € .#,1(R),

On en déduit que VD € 2, (R), Sup{ y X € M (R) \{0}} =p(D).

|AX]2 = [PD'PX|
= ID(*PX)]|2 (car P € On(R) = VY € Mo (R), [[PY]2 = [|Y]2)
= |IDX’||2 ot1 on a posé X" = *PX.

Maintenant P'application X — *PX = X’ est une permutation de .#;,1(R) car la matrice 'P est inversible et donc X décrit
Mn,1(R) si et seulement si X’ décrit .#y,1(R). De plus, pour tout vecteur colonne X, || X'|l2 = [|*PX]||2 = [ X]|2. On en

D /
déduit que { ”|?><>|(|2, X e An1(R) \{0}} = { ”||X>f||”2’ X' € Mni(R) \{0}} et en particulier,
2 2

IDX]|2
)
X112

Sup { IAXI2 "y e 1 () \{0}} - Sup{

X € My (R) \{0}} — o(D) = p(A).
E

[AX]2
[1X[]2

VA € Zn(R), SUP{ y X € Mni(R) \{0}} = p(A).

2)e p: Sw(R) — RT est bien une application de ., (R) dans R*.
A —  p(A)

e Soit A € Y1 (R) telle que p(A) = 0. Toutes les valeurs propres de A sont nulles. Puisque A est diagonalisable, A est
semblable & la matrice nulle et donc égale a la matrice nulle.

e Soient A € #(R) et A € R. Si Sp(A) = (A1,y...,An), alors Sp(AA) = (AAq,...,AA) et en particulier, p(AA) = [A|p(A).
e Soit (A, B) € (. (R))?. Pour tout X € .# 1(R) \ {0},

A+ B)X AX BX
T < e s <A )
(A +B)X
IXT-
AX

[1X]|2
sous-multiplicative d’aprés l’exercice n°4, 3)).

et domc p(A 4+ B) — sup{ X € Mr(R) \{0}} < p(A) + p(B).

L’application A — p(A) = Sup{ , X € Mn(R) \{0}} est donc une norme sur ., (R) (et de plus cette norme est
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