Planche n° 6. Séries numériques. Corrigé

Exercice n° 1
nZ4+n+1

n2+n—1)'vn> 1, u,, existe

1) Pour n > 1, on pose uy :ln<

1lére solution.

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: 1 . .
Comme la série de terme général —, n > 1, converge (série de RIEMANN d’exposant o > 1), la série de terme général u,
n
converge.

2
. . n-+n+1
2éme solution. Puisque —————— tend vers 1 quand n tend vers +oo,
ns+n-—1
n?+n+1 2 2
Un  ~ —1= ~ — >0
notoo n? +n—1 n?+n—1n-+o0 n?

: 1 . .
Comme la série de terme général —, n > 1, converge (série de RIEMANN d’exposant o > 1), la série de terme général u,
n
converge.

1 1
2) Pourn > 2 on pose u, = —— . Vn > 2, u, existe et de plus u ~ —. Comme la série de terme général
) P p n Tl—‘r(—])“\/ﬁ =z n 1% nn~>+oon g
1

o n > 2, diverge et est positive, la série de terme général w,, diverge.

n+3 Inn
3) Pour n > 1, on pose u,, = | —— .Pourn>1,u, >0et

n+1

n+3 1 3 1
In(un) =In(n)ln (2n—|— 1) =In(n) (ln (E) +1In (1 + E) —1In (1 + E))
1
= In(n) <—ln2+0 <—>) = —In2ln(n)+o(1).
n—-+oo n n—-+oo
In(un) —In2lnn 1 P P 1 . Lo
Donc w,, = e™'4n ~ e = ——- Comme la série de terme général ——, n > 1, diverge (série de RIEMANN
n—+o00 n'n n'n

d’exposant « < 1) et est positive, la série de terme général u,, diverge.

‘I n
4) Pour n > 2, on pose up = m u, existe pour n > 2. In(chn) T In (7> =n—In2 ~ net
1

notoo T In(n)

> 0.

Un

Vérifions alors que la série de terme général , n > 2, diverge. La fonction x — xInx est continue, croissante et

n
strictement positive sur |1,4o00[ (produit de deux fonctions strictement positives et croissantes sur |1, 4o0[). Donc, la

est continue et décroissante sur |1, +o00[ et pour tout entier k supérieur ou égal & 2,

1 . J~k+] 1

klnk = J,  xlnx

fonction x —

Par suite, pour n > 2,

n n 1 n+1
Z ! >Zr+ ! dx:J ! dx =In(ln(n+1)) —In(In(2)) — +oo.

r  xlnx > xInx n—+oo

Donc, la série de terme général est divergente. Ainsi, u, est positif et équivalent au terme général d’une série

n
divergente. La série de terme général u,, diverge.
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/ 1
5) Pour n > 1, on pose u,, = Arccos {/1— —5 . Un existe pour n > 1. De plus un ~ — 0. On en déduit que
n n—-+oo

'()—'Ai/11—11]2/3—112+]
Un n—>+0051n Un ) = Sin ICcos _F = — _F e — —&—3? o F

2 1
La série de terme général \/; X o est divergente. Donc, la série de terme général u,, diverge.

2
n
6)Pourn}1,onposeun:ﬁ.unexisteetun;AOpourn}L
n—1)!
lére solution.
u n+1)? n—1)! n+1)? 1
‘M]:( UG | G B
Un n n! n3 n—+oo M N—+00

D’aprés la régle de d’ALEMBERT, la série de terme général u, converge.
2éme solution. Pour n > 3,
n  (mn-1)n-2)-3n-1)-5 1 3 5
n—1! (n—1)! m—-3)! n—-2) -1
est le terme général d’une série numérique convergente.

1
N

1

n
7r
7) Pour n > 1, on pose u, = (cos ) — 7 U, est défini pour n > 1 car pour n > 1, — }O’E[ et donc
e

B

cos — > 0. Ensuite

N

ln(cosi) = ln<1—l+L+0(l>> = —l—I-L—L-&-O(l)
V) no+too 2n 24n? n?) ) notoo 2n 24n?  8n2 n?
1 1 1
n—>:+oo _E B 12n2 o (F) '
Puis nln (cos L) = L +o0 <l) et donc
\/H n—o+oo 2 12n n

= ennteosti/ym _ T ](e*ﬁ“(%)q) 1

- ~ @ ——<0.
Ve no+oo /e no+oo  12n4/e

La série de terme général —

8)

est divergente et donc la série de terme général u,, diverge.

1
12n./e

2
In EArctan n 1 =1In 1—3Arctan L
T n T n?+1
2 n 2

~ ——Arctan S ~ =~ —— < 0.
n—+oo T n¢+1) n=o+0 mN¢4+1n-+c0 nm

Donc, la série de terme général u,, diverge.

/2 2
Cos~ X
9) Pour n > 1, on pose u, = ——— dx.
) - P " J o M2 +cos?x
. cos? x ) s . . .
Pour n > 1, la fonction x — ————— dx est continue sur [O, —] et positive et donc, u, existe et est positif. De plus,
n4 + cos* x 2
pour n > 1

)
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La série de terme général Iz converge et donc la série de terme général u,, converge.
n

10) —/2sin (7—T + l> = —sgin (l) — cos (l) = —-14+0 <l) puis
4 n n n/ n-+oo n

1 1
- Zsin(E—&-—)lnn = —Inn )+O(nn) = —In(n)+o(1).
4 n n—-+oo n n—-+o00
Par suite,
_ sin( =41 _ 1
O<'LLTL:€ me(4+n)lnn - e lnn:_.
n—-+oo n

1
La série de terme général o diverge et la série de terme général u,, diverge.

11)n1n<1+l> = 1—i+0<1> et donc
n/ n—o+oo n n

1 1
u, = e—e "woE) = e(1-14—+0f= £ so
n—-+o0o n—+oo n n n~>+oo n

e
La série de terme général I diverge et la série de terme général u,, diverge.

12)
n+1 1 1
1—n1n(2n_]>—1—n(ln(1+ﬂ)—ln(1—ﬂ>)

A R IR I AN A R I R A )

n—+o00 2n  8n? 24n3 n3 2n  8n?  24n3 n3

(1 (] (]

n—+oo n a0\ nogoo 122 2\ m2 )"
Ainsi 1 0. Pui la séri . do t ,,1_1 1 ¢ de mome de la séri
insi, U~ =5 < 0. Puisque la série numérique de terme généra. 15,7 converge, il en est de méme de la série

numérique de terme général 1, .
Exercice n° 2

1) Si P n’est pas unitaire de degré 3, u,, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge grossiérement.
Soit P un polynéme unitaire de degré 3. Posons P = X3 + aX? 4+ bX +c.

2\ I T
Unp =N (1"‘?) _<]+H+¥+$>
1 1 a b a? 1
n;w“((‘ zz+0( ))_<1+3_n+3?_ﬁ+0<§)>)
— _E_|_ l_E+a_2 1+O 1
n~>_+oo 3 2 3 9 le

e Sia#0,u ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, diverge grossiérement.

1 Db\ 1
eSia=0 et = —= ;é 0, u ~ = — = | —. u, est donc de signe constant pour n grand et est équivalent au terme
nHJroo 2 3/ n
général d’une série dlvergente. Donc la série de terme général u,, diverge.
b
eSia=0et-—==0,uy, = O/ — |.Dans ce cas, la série de terme général u,, converge (absolument).
2 3 n—-+4oo nZ

3
En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement sia =0et b = 5 Ou encore la série de terme général un,

3
converge si et seulement si P est de la forme X3 + ZX +c,ceR

1
2) Pour n > 2, posons u,, = —S(n). Pour n > 2,

nO(
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T 1 o1&
0<S+M=) —x—<35) —=55n)
v B 4 =P
et donc Vn > 2, S(n) < 5(2) Par suite,

m—2°

< 1 .S(2) 1
Un S nx2n—2 n i © n? )’
Pour tout réel «, la série numérique de terme général u,, converge.
1
3) Vup € R, ¥n € N*, u, > 0. Par suite, V. > 2, 0 < un < -

1
On en déduit que lim w, =0 et par suite u,, ~ — > 0. La série de terme général u,, diverge.
n—-+oo n—+oo T
4) On sait qu’il existe une infinité de nombres premiers.
Notons (pn)nen- la suite croissante des nombres premiers. La suite (pn)nen+ est une suite strictement croissante d’entiers

. . 1
et donc lim pn =+oo ou encore lim — =0.
n—+oo n—+00 Pn

1 1\ 1 1\
Par suite, 0 < — ~ In <<1 — —) ) et les séries de termes généraux — et In ((1 — —) ) sont de méme

Pn n—too Pn Pn Pn
nature. :
I\
Il reste donc a étudier la nature de la série de terme général In ((1 — p_> )
n
+o00 1 —1 N 1
Montrons que VN € N*, In 1—— >1In — 1.
! Z ( Pn) Z k
n=1 k=1
Soit n > 1. Alors P_ < 1 et la série de terme général —, k € N, est une série géométrique convergente de somme :
n n
+oo 1 1 —1
Sle(- )
Pn Pn

k=0
Soit alors N un entier naturel supérieur ou égal & 2 et p1 < pz... < pn la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a

N.

In(N
Tout entier entre 1 et N s’écrit de maniére unique p?‘ .. .pEk onvVie[ln],0<Pi<a=E ( (N)

In(pi)

) et deux entiers

distincts ont des décompositions distinctes. Donc

+o0 1 —1 n : 1 * ] y
;1n<<1—p—k> >>;m<<1—p—k> )(carVkEN,<1_p_k> - 1)

() in(E)

i—o Pk

n Xk .I ]
=1n<H <Zp—i>>=m > BT B
k=1 i=0 k OKPB1 <X yeny - O Pr<atn p] e pﬂ

N “+oo —1
. 1 1
Or Nl_lffooln <1; E) = +o00 et donc Z In ((1 — P_k) ) = +00.

k=1

—1
La série de terme général In (1 — p_> diverge et il en est de méme de la série de terme général P_
k n
(Ceci montre qu’il y a beaucoup de nombres premiers et en tout cas beaucoup plus de nombres premiers que de carrés

parfaits par exemple).

5) Soit n € N*. Posons n =ap, x 10P +...+a; x 10+ ap o Vi € [0,p], a; € {0,1,...,9} et ap # 0. Alors c(n) =p + 1.
Déterminons p est en fonction de n. On a 10P < n < 10P*! et donc p = E (log(n)). Donc
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1

VNG Un = T ogn) £ 1)

In*(10)
n—+oco nIn%*(n)
Redémontrons ce résultat qui n’est pas un résultat de cours.

Par suite, un et la série de terme général u, converge si et seulement si « > 1 (séries de BERTRAND).

1
est divergente (voir n°1, 4)). Par suite, si o« < 1, la série de terme général Py est
n
1 1
>

"nln%mn) ~ nlan’

1
La série de terme général
ninn

divergente car vYn > 2

Soit « > 1. Puisque la fonction x — est continue et strictement décroissante sur |1, 4oo[, pour k > 3,

—] < Jk —] dx
kIn®k = J_ 7 xIn%x

xIn%x

puis, pour n > 3, en sommant pour k € [3,n]

i 1 <ir 1 dX_J“ . 1 1 _ ] 1
k:3k1n°‘k\k:3 e xIn®x )y xIn®x T a—=T\In*2) W% '(n)/) T a—1m®'(2)

Ainsi, la suite des sommes partielles de la série & termes positifs, de terme général est majorée et donc la série de

1
kln®*k’

converge.

1
kIn®k

terme général
6) Soit n > 2.

In“(n+1
_— (m+1) — 0 <1 (d’aprés un théoréme de croissances comparées)
M+1P notoeo

Un41
Un

et d’apreés la régle de d’ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

. Tt 7T
7) HEI—lr—looun =17 1° 0. Donc

Par suite, la série de terme général u, converge si et seulement si a = 0.

k k+1
8) La fonction x — x3/2 est continue et croissante sur R*. Donc pour k > 1, J X3/ dx < k3% < J x3/2 dx puis
k—1 k
pour n € N* :
n n ook n nooktl n+1
J x3/2dx:ZJ x3/2dx<Zk3/2<ZJ x3/2dx:J x3/% dx
0 1 Jk—1 k=1 Kk=17k !

ce qui fournit

2 = 2 = n5/2

£15/2 < 3/2 £ £ 5/2 _ 3/2 _

=n \];k \5((n+1) 1)etd0nc];k ne B

5
2nz—«
Donc u, ~
n—-+oo 5

9) Pour n > 1,

. . .5
> 0. La série de terme général u,, converge si et seulement si 5« < —1 ou encore o« > =.

1 2 n 1 2 n nn+1)
= — — ... —)=1>— 4+ — 4.+ —=—"">0.
Un (1 +na) (1 +n“) (1 +n(x) 12 S+ o= >0
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nm+1)

T S a2 six<3,onax—2<1 et la série de terme général u,, diverge.
n n—+oo ZNY

Comme

Sio >3,

0 < Up < (1 + l)nﬂ —enin(+==r)

1 1
e nln <1 + e ) (car nln <1 + e > e 0)

~ —— terme général d’une série de RIEMANN convergente,
n—+oo N2

et, puisque o — 2 > 1, la série de terme général u, converge. Finalement, la série de terme général wu,, converge si et
seulement si o« > 3.

Exercice n° 3

1) Pour n € N,
2 2 _ 1 1
Uy = sin <§: ]> = sin (%) = sin (n—:] +(n— 1)7t> = (=1)" Tsin <nL—|—1>
La suite <(—1)n] sin (n—i])> est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La série de
neN

terme général u,, converge donc en vertu du critére spécial aux séries alternées.

1
n+ (=11

=" 1 _ o (=nm 1 _ o (=nm 1
e S (o) a0 ()

2) (Attention, la suite ( ) n’est pas décroisante & partir d’un certain rang).
neN

n

n

La série de terme général converge en vertu du critére spécial aux séries alternées et la série de terme général

1
O <—> est absolument convergente. On en déduit que la série de terme général u,, converge.

n2
(=1 ) (=1) ! +0 (#) Les séries de termes généraux respectifs - et 0 ( : )

V) notee n 2n Vvn ns/2
sont convergentes et la série de terme général ™ est divergente. Si la série de terme général u, convergeait alors la

1 —n" 1
série de terme général oy = Uy — =D -0 ( ) convergerait ce qui n’est pas. Donc la série de terme général u,

vn h3/2

3)un:1n<1+

diverge.

Remarque. La série de terme général u,, diverge bien que u, soit équivalent au terme général d’une série convergente.

Inx 1—Inx
4) Pour x €]0, +oo[, posons f(x) = 2% f est dérivable sur 10, +ool et Vx > e, f'(x) = o
X X
Inn
Donc, la fonction f est décroissante sur [e, +oo[. On en déduit que la suite (—) est une suite décroissante et converge
n=3

. L. L 2nn . . L. )
vers 0. Mais alors la série de terme général (—1)™ —— converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
n

5) o Si degP > degQ, u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u,, est grossiérement divergente.

1
e Si degP < degQ — 2, u,, = (@) (—) et la série de terme général u, est absolument convergente.
n—-+4oo

n2
domP 1 L L
— + — |. up est alors somme de deux termes généraux de séries
n domQ

. _ B _ _1n
e Si degP = degQ — 1, uy T (=1) )
convergentes et la série de terme général u,, converge.

En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement si degP < degQ.

+o00 1 n—2 nl +o00 n!

— _ 3 le — _ _

7)e—Zk!pulspourn>2,n.e—1+n+zk!+ Z ok
k=0 k=0 k=n+1
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n!
Pour 0 < k <n—2, — est un entier divisible par n(n — 1) et est donc un entier pair que 'on note 2K;,. Pour n > 2, on

" k!
obtient

400 | oo |
sin(n!7me) = sin <2Kn7t+ Mm+1)mr+m Z %) = (—])n+1 sin <7‘[ Z %)

k=n+1 k=n+1
+oo n
Déterminons un développement limité & 'ordre 2 de Z —' quand n tend vers +oo.
k=n-+1
+oo “+oo
n! 1 1 n!
y == - + > =
St k' n+1 n+1)(n+2) s k!
Maintenant, pour k > n + 3 n 1 < 1 et donc
intenan ur k > , = < n
P K kk=1)...n+1) ~(m+nen
+oo +oo
n! 1 1 1 1 1
ey T e
k— 3 2 3
k:n+3k! Bt Mm4+1)kn  (n4+1) 1 1 nmn+1) n
n+1
0 . < nl 1
n en déduit que Z W oo o (F) Il reste
k=n+3
R R — Sy (1 B T CPPLA U R G O
=K notoon4+1  (m4+1)(n+2) n2 ) notoo n n n2 n2 ) notoo n n2 )’
1 -1 n+1 1
Finalement , sin(nlme) = (—1)"*'sin (E +o (—2)> = N + <—2>
n—-+oo n n n—-+oo n n

sin(n!7e) est somme de deux termes généraux de séries convergentes et la série de terme général sin(n!7e) converge.

. . 7P - o :
Sip =2, |sinP(nlme)] ~ - et la série de terme général sinP (nlme) converge absolument.
n—+oo M

Exercice n° 4

1
1) D’aprés un théoréme de croissances comparées, n+l = o0 (—2) Par suite, la série de terme général nt
3" notoo n 3n
converge.
+o0o
1
ler calcul. Soit S = Z nSLn Alors
n=0
1S:+c>on_"_] :+oo£:+fn+]_+ool
3 3n+1 3n 3n 3n
n=0 n=1 n=1 n=1
1 1 3
= —_ 1 _——_—— = —_ =
S-1-37 =53
3

On en déduit que S = Z

n
2éme calcul. Pour x € R et n € N, on pose f,,(x) = Z x¥.

k=0
Soit n € N*. f,, est dérivable sur R et pour x € R,

n—I1

fl(x) = i kx*1 = Z(k+ 1)xk.

k=1 k=0
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Par suite, pour n € N* et x € R\ {1}

E(k_’_])xk:f/ (X) _ (Xnﬂi_])/(x) _ (Tl-i-”Xn(X—])—(XnJr] —]) nxn ] _(n+])xn+1

n _ _1)2 - _1)2
= x—1 (x—1) (x—1)
L_n+1+]
Pour x = % on obtient Z k + 1 — 3 " 3n 3 et quand n tend vers l'infini, on obtient de nouveau S = Z
——1
1)
2k —1 3 1 5
> = — — —~— Pui
) Pourk >3 (3 8k —2) Tk skt
iquisi 1 +1i1_5i 1 73“i21+1i1_5““1
k3 —4k 84=k—2 44—k 84=k+2 84—k 44—k 84k
k=3 k=3 k=3 k=3 k=1 k=3 k=5
3 T =1 Te1 5/ 1 1 <1
nIoog<1+E+ZE>+ZZE_§<_§_Z+ZE +o(1)
k=3 k=3 k=3
3 3 5 7 89
n—>_oo§X§+§Xﬁ+o(1)n—>+oo9_6+o(1)

3) Pour k € N, on a 13k +j3k + (j2)3k =3 puis ]3k+1 +j3k+] =+ (j2)3k+1 =1 +j +j2 =0 et ]3k+2 +j3k+2 =+ (j2)3k+2 —
1+3j2+j* = 0. Par suite,
e+ej+ej2:+zoow— I 1
n=0 n n=0

et donc

4) Soit n > 2.

F (a3l ) ()
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n—-+oo n

5) In (1 + =D ) = (=1 +0 (lz) Donc la série de terme général In (1 + (=1) ) converge.
n n n

+oo
—1k k
Posons S = Z In (1 + ( k) ) puis pour n > 2, S, = Zl ( mll ) Puisque la série converge S = lirf Sn =
n—-+0oo
k=2
lim Szp11 avec
p—+oo

32p+1:2§11 < )k)—i(ln(“z;ﬁ)ﬂwwiw

k=1

P
=Y (In(2k) —In(2k + 1) + In(2k + 1) — In(2k)) = 0
k=1

et quand p tend vers +oo, on obtient S = 0.

. T . a U a
6) Siace ]O, 5 [ alors, pour tout entier naturel n, 7 € ]O 5 [ et donc cos (2 ) > 0.

3 a _— —_— ] P> QAT a} 3
Ensuite, In (cos (2_“)) nH—Jroo (1 +0 <22n )) T @] <22—n> et la série converge. Ensuite,

n a n a n sin ink n sin %
éln(cos(z—k))—ln <Hcos(2—k)> =In ]H(az)) =In 211]“ !—[O bm(zzi))

2thx

7) Vérifions que pour tout réel x on a th(2x) = ————. Soit x € R.
1 1+ %h X 1
ch?x + sh?x = 4—1((6X +e X))+ (e¥ —eX)?) = z(eZX + e 2¥) = ch(2x) et 2shxchx = z(eX —e X)(eX +eX) =
1
E(eZX — e %) =sh(2x) puis
2thx 2shxchx sh(2x)

= = = th(2x).
T+th?x ch?x+sh?x ch(2x) (2x)

Par suite, pour x € R*, thx = . Mais alors, pour a e R* et n € N

th(2x) thx

n

ilth(i):il 2 :Z 1 1
PARNRVA Z\n-2 ) S\t zkci Zkthz—k

= — o (somme télescopique)

ce qui reste vrai quand a = 0.
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Exercice n° 5

n
Il faut vérifier que nu, — 0. Pour n € N, posons S,, = Z ui. Pour n € N, on a

n—-+oo
k=0
2n
0< (2n)uzn =2(ugn +...+upn) <2 Z uy (car la suite u est décroissante)
—/_/
n k=n+1

= Z(SZn - Sn)

Puisque la série de terme général u, converge, lim 2(S;n —Sn) =0et donc lim (2n)uz, =0.
n—-+oo n—-+oo

Ensuite, 0 < 2n+Duzn1 < 2n+ 1uyn = (2n)uzn +uzn —4>_ 0. Donc les suites des termes de rangs pairs et impairs
n—-+oo
extraites de la suite (nuy, )nen convergent et ont méme limite & savoir 0. On en déduit que liI_'I_l nu, = 0 ou encore que
n—-+oo
1
Yn = o (_)
n—-+oo n
0sin=0
1
Contre exemple avec u non monotone. Pour n € N, on pose u,, = — sim est un carré parfait non nul . La suite u est
n
0 sinon
+oo +oo
o . _ - 2 _ . . .
positive et Zoun = Z1 5 < +o0. Pourtant, p Up2 = 1 p—>_—>|—oo 1 et la suite (nu,,) admet une suite extraite convergeant
n= p=
vers 1. On a donc pas lim nu, =0.
n—-+oo
Exercice n° 6
= o(k)
Soit 0 une permutation de [1,n]. Pour n € N*, on pose S;, = Z 2
k=1
2n 2n
o(k) 1
S=Sn= ) Sa 2z gy 2 ol
k=n-+1 k=n-+1

WV

4—2(1 + 2+ ...+ n) (car les n entiers o(k), 1 < k < n, sont strictement positifs et deux a deux distincts)
n

nmn+1) n
$n2 7 8n2 §’

Si la suite (S ) converge, on doit avoir hIJIrl (San —S1) = 0 ce qui contredit I'inégalité précédente. Donc la série de terme
n—-+0oo

2 1

o(n
n2

général ), n > 1, diverge.

Exercice n° 7

Un Unodx

Pour n € N, posons v, = In(1 4+ upn), wn = et tn, = )

T+uy, o 1+xe
eSiu, — O,alors0O<uy, ~ vn ~ wyn. Dans ce cas, les séries de termes généraux w,, v, et wy sont de

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
meéme nature. :
u . t L. L
D’autre part, pour n € N, T <th < up puis <= <Tletdonety, ~ Un.Les séries de termes généraux
1+ug T+ug ~ un =400

un et t, sont aussi de méme nature.

e Si u, ne tend pas vers 0, la série de terme général u,, est grossiérement divergente. Puisque u, = e"™ — 1, v ne tend
pas vers O et la série de terme général v,, est grossiérement divergente. Dans ce cas aussi, les séries de termes généraux
sont de méme nature.

De méme, puisque wy,, = " _<l,onau, = et Wy, ne peut tendre vers 0.
T+u, — Wn
Enfin, puisque u,, ne tend pas vers 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout entier naturel N, il existe n = n(N) > N tel que

&
dx . . " .
U, = €. Pour cet € et cesm, on at, > J > 0 (fonction continue, positive et non nulle) et la suite t, ne tend pas

e
0 1+x
vers 0. Dans le cas ol 1, ne tend pas vers 0, les quatre séries sont grossiérement divergentes.
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Exercice n° 8

n
1
Pour n € N, posons u, = (n+1)! < Z '>.Soitn€N.

k=0
—+o00
(n+1)!
un= )
k=n+1

1 1 1 1 s 1
I G T e om s T i Imd M dmi3miamas) > m+t2)m+3)...k

k=n+6
+o0 too
1 1 1 1 1 1

On a0 < E = E = = T §—5.Onen

k:n+6(n+2)(n+3)...k k:nH(nJFZ) (n+1) (m+2)° 1 1 MmM+2*(n+1) n

n+2

“+oo 1 1
déduit = —].D
edut quek:;ré MmM+2)(n+3)...k nﬂ+oo0(n4) one

1 ]
U e TR 2 T mt s Tt 3)(n+4 (n+2)(n+3)(n+4)(n+5) o (F)

1 2\ 2\ 3 1 2 3 -1 N\ 1
- I4+—(1+2) +=(1+= 1+2) +—=(1+=2 = T+-) +—+o0(—
n—+oo n n n? n n3 n n n4 n4
IR A ST B A I 3L +L 1_3 L3V (y_4
n—too n n n? nd n? n n? n3 n n n

n
B 1+1 1_2_}_4_8 +1 1_5_}_19 +1 ]_9 +1+0 1
n—+o00 n n n?z nd n2 n  n? n3 n n4 n

2
SN—

Finalement

Exercice n°9

Pour n € N, posons u,, = sin (7t (2 + \/g)n) D’aprés la formule du bindéme de NEWTON, (2 + \/g)n = A, + BnV3 ou
Aq et By, sont des entiers naturels. Un calcul conjugué fournit aussi (2 — \/g)n = A, — BhV3. Par suite, (2 + \/g)n +
(2 — \/g)n = 2A,, est un entier pair. Donc, pour n € N,

wn =sin (2Apm—m (2-3) ") = —sin (z (2 3)").

n n
Mais 0 < 2—+/3 < 1 et donc (2 — \/§) — 0. On en déduit que |[u,| - T (2 — \/§) terme général d’une série
n—-+4oo n—-+oo
géométrique convergente. Donc la série de terme général u,, converge.

Exercice n° 10

1\* Vi 1 1 1
Pour n € N*, on a (./u — E) >0et donc 0 < X2 < = (un + F) Comme la série terme général 7 (un + F)

n 2
converge, la série de terme général ‘Tli'n converge.
Exercice n° 11
u, +1—1 1 1 1
Pourn>2,v, = = — et d’autre part vi = 1— .
o T Fw) O OFw)e-(O+u ) (O+w)... (1 +uy) e DA T+

Donc, pour n > 2
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n
1 ) .
]; v =1-— ST AT (somme télescopique).

Si la série de terme général w, converge alors lim up =0 et donc 0 < uy ~ In(1 4 uy,). Donc la série de terme

n—-+oo n—-+oo
n
général In(1 4 uy ) converge ou encore la suite <1n <H 1+ uk)>> converge vers un certain réel {. Mais alors la suite
k=1 n>1
n n ]
(Hﬂ + uk)> converge vers le réel strictement positif P = e’. Dans ce cas, la suite (Z vk> converge vers 1— P
k=1 n>1 k=1 n>1
Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général In(1 + u, ) diverge vers +o0o et il en est de méme
n n
que la suite <H(1 + uk)> . Dans ce cas, la suite <Z vk> converge vers 1.
k=1 n>1 k=1 n>1

Exercice n° 12
u
Etudions tout d’abord la convergence de la série de terme général S—n
n

u
Si == tend vers 0 alors

n
o<t o (1o Mn) g (3} s, — In(Se o).
S no+oo Sh Sn
n
Par hypotheése, lirf S = +00. On en déduit que la série de terme général In(S, )—In(S,_1) est divergente car Z In(Sy)—
n—+oo

k=1

u u
In(Sx_1) = In(Sn) — In(Sp) = +o00. Dans ce cas, la série de terme général S—“ diverge ce qui est aussi le cas si — ne
n—-+oo n n

tend pas vers 0.

. L, u .
Donc, dans tous les cas, la série de terme général S—“ diverge.
n
. . N . . u . L.
Si o < 1, puisque Sy, tend vers +o0, a partir d’'un certain rang on a S§ < Sy, et donc S—Z > S_n Donc, si « < 1, la série
n n

u
de terme général S—z diverge.

n
Si « > 1, puisque la suite (Sy,) est croissante,

e ) L S . |
Sx Sx 5., S% Sooy X a—T 8% 1 sx

tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Dans ce

qui est le terme général d’une série télescopique convergente puisque o
n

- . Un
cas, la série de terme général S« converge.

n
- . Un . .
La série de terme général S converge si et seulement si o« > 1.
n

Exercice n° 13

Sia<0, un - n 2% etsix=0,up, =14 (=)™ Donc si & < 0, 1y, ne tend pas vers 0. La série de terme général
n—-+oo

u, diverge grossiérement dans ce cas.
) . 1 - .
On suppose dorénavant que « > 0. Pour tout entier naturel non nul n, [u,| ~ — ¢t donc la série de terme général
n—+oo M

U, converge absolument si et seulement si o« > 1.
="

n«

1
Il reste & étudier lecason 0 < x < 1. On a u, = + e La suite (—‘X> tend vers 0 en décroissant et donc la

n>l
n

converge en vertu du critére spécial aux séries alternées. On en déduit que la série de terme

1

général un converge si et seulement si la série de terme général —— converge ou encore si et seulement si o > 5
n

série de terme général
n(X

En résumé
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1+ (—=1)"n*

n20c

14 (=1)"ne
nZoc

Si a0 < 0, la série de terme général diverge grossiérement,

1
si0 < < =, la série de terme général

7 diverge,

14+ (=1)"n«

nZoc
1+ (—1)"n*
nZoc

1 . .
st 5 < « < 1, la série de terme général est semi convergente,

si > 1, la série de terme général converge absolument.

Exercice n° 14

n

Pour n € N*, on note Sy, la somme des n premiers termes de la série considérée et on pose Hy,, = E —. Il est connu que

k=1
H, = Inn+vy+o(1).
Soit m € N*.
S =(1+5+ ] AL I - ] ] LYy
mipa) 3 2p—1 2 4 2q 2p +1 4p —1 2q+2 4q
1 1 1 1
2m—T)p+1 2mp — 1 2(m—1)q+2 2mq
mp 1 mq 1 Zmp] mp 1 mq 1
_Equ - ﬁ_gi_];ﬁ_gzk Hamp = 5 (Himp & Hina)
e I(2mp) +y) — 5 (In(mp) +v +In(mq) +v) +o(1) =ln2+ S In (%) +0(1)
Ainsi, la suite extraite (S, (pyq))men- converge vers In2 + %ln (%)

Montrons alors que la suite (Sy)nen+ converge. Soit n € N*. Il existe un unique entier naturel non nul m,, tel que

n
mn(p+q)<n<(mn+1)(p+q)asavoirmn:E(—).
P+q
ISn — S |<;+ + 1 + 1 + 1
mIM AN o o T T 2+ Dp =1 2maq+2 | 2(mn +1)q
P q 1 1 1

< X + - -
2my,p+1 2ma,q+2 " 2m, 2m, m,

Soit alors € > 0.

. . o . 1 € .
Puisque lim m, = +o0, il existe ng € N* tel que pour n > ng, — < = et aussi
n—-+oo Mn 2

Pour n > ng, on a alors

1 P 1 P 1 P
Sn —In2— Eln (a)‘ < |Sn _Smn(p+q)| + ‘Smn(erq) —In2— Eln (a)’ < — + ’Smn(erq) —In2— zln (a

Mn
BN
22
1
On a montré que Ve > 0, Ing € N*/Vn € N; (n > ng = |Sn — <1n2—|— zln (E))‘ < ¢) et dong, la série proposée
1
converge et a pour somme In2 + 5 In <%)

Exercice n° 15
1
La série proposée est le produit de CAUCHY de la série de terme général ol n > 1, par elle méme.

e Si > 1, on sait que la série de terme général — converge absolument et donc que la série proposée converge.
n
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2
eSi0<a<l,porO<k<nona0O<kn-—%k)< %(n—z) = nT (la fonction x — x(n —x) admet sur [0,n] un

2
—1 —1 4%
n S avec i ~ ———. Comme 2 — 1 < 1, la série proposée diverge.
n
(%)

T2\ & nortoo n2a—1
4

et donc u,, ne tend pas vers 0. Dans ce cas, la série proposée diverge grossiérement.

) n
maximum en — ). Donc u, >

2

e Sia<0,u, >

(n—1)«
Exercice n° 16

1) Soit n € N.

M 3?4+ 1=2n+3)n+2)n+1)=15" =22n— 11 =2(n+3)+2)n+1) =15 +3)(n+2)+53n+79
=2M+3)n+2)(n+1)—15n+3)(n+2) +53(n+3)—80

—

Donc

—+o00 —+o00
M3 —3n2 41 2 15 53 80 5
T; (n+3)! _TE)(E_ m+n Tty (n+3)!) =2e—15(e—1)+53(e—2) -8 (e_§>
— _40e +111.

= —40e + 109.

1
2) Por n € N, on a up 1 = aii:_’_]un. Par suite (n+a+ 1un1 =+ 1Du, = (M + a)un + (1 — a)u, puis
mn n n
(1—a) Z Z K+ a+ D —Z(k+ aAug=Mm+a+Nun —(a+Du =m+a+ Dupeq — 1.
k=1 k=1 k=1

1
Sia=1,¥n e N u, = ——. Dans ce cas, la série diverge.
n+1
e 1 1
Sla#],VTIEN*, E Uk:m((n+a+])un+]—]):

a—1 a—1

(a+n+Tunsr.

Si a > 1, la suite u est strictement positive et la suite des sommes partielles (Sy,) est majorée par T Donc la série de

terme général u, converge. Il en est de méme de la suite ((a + 1+ 1)un 7). Soit £ = 11111 (a4+n+Tunyg.
n——+oo

Sil#0,uny1 ~ ————— contredisant la convergence de la série de terme général u,,. Donc { =0 et
no+oo N+ a+ 1
+oo 1
sia>T, Zun— —
n=1
ITx2x...xn 1

: 1 tout * P - ’
S10<a<1, pour tout n € N*, un 2x3...xn+1) n+1

Exercice n° 17

3

Pour tout entier naturel non nul n, 0 <
2Pnp 2rmp—1

général u,, converge si et seulement si p > 2.

n
1 1 1
E —— < E — = et la série de terme
1
k=1 k=1 (n+kJp ne ne

~
Il

Exercice n° 18

(On applique la régle de RAABE-DUHAMEL qui n’est pas un résultat de cours.)
n!

(a+1)(a+2)...(a+n)’

1 1 ! 1 1 1 1
Unt1 _ n+ 1+ 1+a+ _ 141 1_a+ oL _ 1—E+O ),
Un a+mn-+ 1 n n—+oo n n n2 n—-+o0o n n2

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 14 http ://www.maths-france.fr

Pour n € N, posons u, =




K

et « on sait » qu’il existe un réel strictement positif K tel que wu, ~ —.
n—+oco N4

Exercice n° 19

& (=nnT I T 1 11
Z =l—sstg—gt=(I+atatagt)-2{ztat-

_(1-2 1+l+]+l+ _
- 22 22732427 ) Ty

et

+o0
] =1+
2
= 2n+1)
Exercice n° 20
+oo 1 1
Pour n € N*, posons R, = Z Wz Puisque la série de terme général 2 k > 1, converge, la suite (R, ) est définie et
k=n+1
tend vers 0 quand n tend vers +oo.
1 1 1 1
0< e k=1 =11 % et puisque la série de terme général 2 converge, la régle de ’équivalence des restes

de séries a termes positifs convergentes permet d’affirmer que

_— +oo 1 +oo 1 1
n= ) ﬁn:ﬂokzzw (m‘ﬁ

k=n-+1
N

= lim Z L — l (surtout ne pas décomposer en deux sommes)

N oo K—1 k P P

=n+1
. 1 1 , .

= lim (—— — | (somme télescopique)

N—+oo \M N
1
T n

1 1
ouencore Ry, = —+4o0 <—>
n—+oco M n

+oo
Plus précisément, pournEN*,Rn—%: Z Z k _] Z kz _]
k:n+1
Or — ] + ] = uis
k-1  kk—1)(k—2) kk-Nk-2)"
2 2 6

et donc

Kk-1k—-2) kk—Dk-2)(k—3)  kK(k—1)(k—2)(k—3)

“n Zk2—1 n Zk—1k2+zk2—1k2)

k=n+1 k=n+1

2 i 6
Z (K —1 k=2 " Z Kk Nk—2k=3) > k=1 (k—2)(k—3)

k=n+1 k=n+1

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 15 http ://www.maths-france.fr



+o0o .I +o0o ] +o0o 6

. 1
Ensuite )_ K2(k—1)(k—2)(k —3) ntoo 2 iE mtee dmA CUCBCOre = ) K2(k —1)(k —2)(k —3) n-too

k=n-+1 k=n+1

1 1 1 1 1
2 Kk — 1)(k —2) :NLITooz Z ( k 2) (k—1)>_N5TooZ< n —1)_N(N—1))_2n(n—1)

k=n+1

711_1*‘71+1+1+1
- 2n? n noieo 202 T 2m3 | 2md O\ nd
et

+oo

2 1 1
2 k(k—1)(k —2)(k —3) Nﬂ+oo3 Z < 2)(k—3)_k(k—1)(k—2))

k=n+1

et finalement

1

k2 n—too n 2n?
k=n-+1

Exercice n° 21
E n"™ est une série & termes positifs grossiérement divergente.

1 ére solution.

" (n—1)n! 1 " 1 1
oO<n™ ~ n”—(n—])“ﬂcarn n—1) =1- (1——) = 1——+0<—> — 1
n—+oo nn n—1 n/ notoo ne n /) n—o+oo
D’aprés la régle de I'équivalence des sommes partielles de séries & termes positifs divergentes,
n n n
P P P _ L Y ~ n
Zp n~>+ooZp n~>+ooZp )—Tl ]n~>+oon'
p=1 p=2 p=2
(La somme est équivalente a son dernier terme.)
, _ont T %
p — n— = — B — P =
2 éme solution. Pour n > n“ Z P n—2)(n—2) < o = Donc o Z o= o(1) . On
1 n ( _ ] n—1
en déduit que — § pP =1+ 7n — pr = _1+o()+o()=1+0(1).
p=1
Exercice n° 22
Soit p € N* PournEN*\{}é—l L—L Donc pour N >
p . p7n2_p2_zp p n+p . p p7
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1 1

1 1
Z n2 —p2 2p k X
1<n<N, n#p 1<n<N n#p T—p<k<N—p, k#0 P+I1<k<N+p, k#2p

1/ %71 "1 o1 &g 1 (3 DL

HI\/I

k k k=1 p\2p k=N—p+1
REL. 1 1
Maintenant, Z = m + oo+ Ntp est une somme de 2p — 1 termes tendant vers 0 quand N tend vers
k=N—-p+1
N+p
—+00. Puisque 2p — 1 est constant quand N varie, Nli)I}rlOO Z X 0 et donc
k=N—p+1
1 13 1 < 3w
e TF ST Wl (N W B Wt
2 _ 2 4p2 2 _ 2 2
neN*, n#p " P o 4 peEN* \neN*, n#p " P p=1 4p 8
« ) . 1 1 3
Pour n S N donne, on a aussi Z sz = — Z m = —m et donc
peEN*, p#n peEN*, p#n

S| Y o)

neN* \ peN*, p#n

1
On en déduit que la suite double <ﬁ> n’est pas sommable.
-Pp €(N*)2, n#p

Exercice n° 23
1
n+1

La suite ((—1 ™ ) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Donc la série de terme
neN

général (—1)™ n > 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

3n+ 1’
Soit n € N.
n n 1 1 3yn+1 1 T ¢3n+3
(=¥ kJ 3k J 1—(—t°) J 1 J t
= —1 t7° dt = ———— dt = — dt -n" dt.
Z3k+1 Z( ) 0 o 1—(—t3) o 1+13 (=1 o 1+13
k=0 k=0
1 t3n+3 t3ﬂ+3 1 ‘I 1 t3n+3
: 3n+3 4 : n
Mais (—1)“J = J dt < J t dt = ——. On en déduit que (—1) J —— dt tend vers 0
o T+1t3 o 1+ 13 0 n+4 o 1+13
quand n tend vers o0 et donc que
+oo  1yn 1
=) :J Ly
n+1 o 1+13

Calculons cette derniére intégrale.

1 1 _11+)+)2_11+—x+z
X34+1 (X+D(X+)X+52)  3\X+1 " X+j5  X+j2) 3\ X+1  X2—X+1

R 1 1T 2X—1 +3 1
T3 X+1 2X2—X+1 "2 2 2
(9

Donc,

+oo 1
- 1 1 2t—1\] 1 n T\ _ 3m2+m/3
Z T3 [ln(t—l—])—Eln(tz—t—l—])—&-\/gArctan (—)]0_5(1n2+\f3(g—(—g))) =
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Exercice n° 24

Pour tout entier n > 2, on a nv, — (N — 1)v,_1 = U, ce qui reste vrai pour n = 1 si on pose de plus vo = 0. Par suite,
pour n € N*

vﬁ —2un v, = vfl —2(vn — (M —1)vp_1)vhn = —(2n — 1)\)121 +2(n—1)vy_qvy
<—(@n =Ty + (= D7y +v3) = (=T — vy,

Mais alors, pour N € N*,

Par suite,

N N N VZ /N 1/2
> VE<) 2upva <2 <Z uﬁ) <Z vﬁ) (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
n=1

n=1

N 1/2 N 1/2
Si ( vﬁ) > 0, on obtient aprés simplification par <Z vi) puis élévation au carré
1

n=

1/2
N
PSR T . . 2 - .
cette inégalité restant claire si < g vn> = 0. Finalement,

n=1

N N +oo
Sicay iy
n=1 n=1 n=1

La suite des sommes partielles de la série de terme général v2 (> 0) est majorée. Donc la série de terme général v converge
et de plus, quand N tend vers l'infini, on obtient

“+oo +oo
Sty
n=1 n=1

Exercice n° 25

Soit n € N.

T n (_])k 1 1 y 1 - 1 1 1 1— (_tZ)n+1
n = - = — dt — —1 t t = - dt— - t
Un =7 3 L1+t2d g( )J d J1+t2d J T ¢

k=0 k=0 0 0 0
. 1 t2n+2
=(-N" dt.
(=1 o 1+ 1t2
Par suite, pour N € N,
N 1 N 2\yn+1 1 2 \N+1 1 2 1T (2N+2
(—t) J 2, 1T —(—t7) J t N]J t
= ——— dt = —t)—————————— dt = — —— dt —NN* —— dt.
=] Y ST R (AT o v W e
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1 t2N+2
(_UNH J — 4d

T g2N+2 1
o (T+12)2 *J

1
——— dt < 2N+2 gt = . Comme ——— tend vers 0 quand N tend vers
(1+1t2)?

1
Or 5 2N +3 2N +3

0
T {2N+2
dt. On en déduit que la série de terme général u,, n € N, converge et de

+00, il en est de méme de (—1)N*! L 1072

plus
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