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I - Etude de quelques normes sur ., ,(K)

Pour étre capable d’étudier la convergence et la limite éventuelle d’une suite de matrices (ou d’endomorphismes) ou d’une
série de matrices (ou d’endomorphismes), nous avons besoin d’une norme. Dans la pratique, de nombreuses normes sont
utilisées.

Commencons par rappeler le fait que, puisque .#;, , (K) est de dimension finie sur K, les normes sur .#x , (K) sont deux a

deux équivalentes. De méme, si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, les normes sur .Z(E, F) sont deux
a deux équivalentes.

Les trois premiers exemples que nous allons rappeler sont || [|1, || [[2 et || ||oo :

° VA = (ai»i)lgign, 1<i<p € M (K), [|All = Z |aijl-
1<i<n, 1<5<p

VA =(aij)1cicn, 1555p € np(K), [A]2

Si A € Mn(R), |Al2 = T (FAA].
° VA = (ai»j)lgign, 1<i<p € A p (K), [Alloe = Max{lai;l, (1,j) € [1,n] x [T, p]}
On suppose de plus que n = p. Etudions le comportement de ces trois normes avec le produit matriciel.

e Soit (A,B) € (.#n(K))?. Comparons IAB]|, et ||Allsol|Blloo. Posons A = (ay;) et B = (byj)

n

Z \ai,jlz (si K=, on peut enlever | |).

1<i<n, 1<j<p

Pour

1<i,j<n 1<ijsn

(1,3) € [1,n], le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice AB est Z aik by j. Pour (i,j) € [1,n], on a

k=1
n n n
D ik | < ) laiil bl < D [ AlloolBlloo = nl|AloolBllo-
k=1

k=1 k=1

On en déduit que

V(A,B) € (Mn(K))*, [ABlco < |A] ool|Blloo-

On ne peut pas améliorer cette inégalité car si A = B = (1)1<i,j<n, alors AB = A2 = nA et donc ||AB||o = n. D’autre
part, n||A]|co||Bllec =M x 1 x 1 =mn.

e Soit (A, B) € (#y(K))*. Comparons [IAB]; et [|Al[1]B]l1-

IAB][x

mn n
Z Zai‘kbk,j < Z Z\ai,k||bk,j|

1<hj<n k=1 1<hj<n k=1

< Z Z lai il byl = Z lai il [by;| = Z i, k] Z byl
1<hj<n 1<k, l<n 1<i,),kl<n 1<i,k<n 1<, 1<n

= [|A[l11IB][1.

On en déduit que
V(A,B) € (4 (K))*, |AB|l1 < [|A[1]B]]1.

e Soit (A, B) € (#y(K))*. Comparons [|AB]|, et ||Al]2]|B]|2-
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2
n
IABl2= | D> |> aikb,
1<i,jgn [k=1
n n
< Z < |ai,k2> <Z bl,j|2> (d’apres 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
1<i,j<n \k=1 1=1
2 2 2 2
= Z lag,kl” [br;l” = Z lag, Kl Z byl
1<i,i k1< 1<i, k<n 1<, 1<n
= [[All21IB][2.
On en déduit que
2
V(A,B) € (#n(K))", [|ABll2 < [|A]2]|B]2.
Alnsi, || |1 et || [|2 vérifient une propriété que ne vérifie pas [|||co :

V(A,B) € (#n(K))*, N(AB) < N(A)N(B).

Cette propriété se révélera étre trés intéressante pour étudier la convergence de « séries entiéres de matrices » (ou d’endo-
morphismes) car on aura N (Ak) < N(A)¥. Ceci nous invite a poser la définition suivante :

DEFINITION 1. Soit (&7, +, ., x) une algébre. Soit || || une norme sur <.

| || est appelée norme sous-multiplicative (ou aussi norme d’algébre) si et seulement si, pour tout (x,y) € /2,
[ <yl < fIxI > [lyll-

[AB|loo

TAoBle B € (KN DY

Commentaire. Sin > 2, || ||« n’est pas une norme sous-multiplicative car Sup {

| AB|| o 2}
Max { ———>> (A, B) € (#n(K)\ {0 _ .
: {|A|OO|B|OO (A,B) € (n(K)\{0}) n>

Théoréme 1.
1) 11 existe au moins une norme sous-multiplicative sur 'algebre (4 (K), 4+, ., X).

2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Il existe au moins une norme sous-multiplicative sur lalgébre

(Z(E),+,.,0).

Démonstration. || |1 convient.

‘ Exercice 1. Soit N une norme sur ., (K). Montrer qu’il existe k > 0 tel que kN soit une norme sous-multiplicative. ‘

Solution 1. Soit N une norme sur ./, (K). Pour tout k > 0, il est immédiat que kN est une norme sur .#, (K).

N et || |1 sont équivalentes. Donc, il existe deux réels strictement positifs o et $ tels que || [[1 < N < B [1. Soit
2
(A,B) € (An(K))".

P N(AIN(B),

N(AB) < B||ABJ[1 < BJIA[1]|B][1 < 2

puis

Le réel k = % > 0 convient.
x
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1l existe un procédé permettant de construire une norme sous-multiplicative sur ., (K) & partir d’'une norme donnée sur
M1 (K). Cest ce qu’étudie lexercice suivant :

Exercice 2. Soit N une norme sur .#4 1(K). Pour A € .#,,(K), on pose
B N(AX)
121 =sup { [ X € )\ 01}

1) Justifier, pour tout A € #y (K), l'existence de [|A].
2) a) Montrer que, pour tout A € #n(K), |A]| = Sup{N(AX), X € #n1(K), N(X) =1}

b) Montrer que, pour tout A € .#,(K), ||A]| = Max{N(AX), X € #,1(K), N(X) =1}
3) Montrer que || || est une norme sur .#, (K).
4) a) Montrer que, pour tout A € 4, (K) et tout X € A ,1(K), N(AX) < [|A[N(X)

b) En déduire que, pour tout (A, B) € (.Zn(K))?, |AB|| < ||A]l[IB].

Solution 2.

1) Soit A € 4 (K). L’application X — AX est continue sur 'espace de dimension finie .4, 1 (K) car linéaire. On sait alors
N(AX

qu’il existe C € RT tel que VX € #,,1(K), N(AX) < CN(X). Par suite, { (AX) X € Mnq(K) \{O}} est une partie non

N(X)
NI\E?X?’ X € Mn 1 (K) \{0}} existe dans R ou encore ||A|| existe.

vide et majorée (par C) de R. On en déduit que Sup {

N(AX)
N(X)

2) a) Posons & = { y X € Mn(K) \{O}} et # ={N(AX), X € Mn1(K), N(X) =1}

N(AX) 1

On a # C o/ Inversement, pour X € ./ 1(K)\ {0}, N =N (A X WX> € A et donc & C A. Par suite, o = A

et en particulier, Sup(</) = Sup(4%).

b) Posons S ={X € #,1(K)/ N(X) = 1}. S est la sphére unité de I'espace vectoriel normé de dimension finie (.#; 1 (K), N).
On sait que S est fermée et bornée. D’apres le théoréme de BOREL-LEBESGUE, S est un compact de (.#n,1(K), N) (car
encore une fois, .4y 1(K) est de dimension finie).

Puisque la fonction X — N(AX) est continue sur .#n,1(K) (par continuité de N entre autre) & valeurs dans R, la fonction
X = N(AX) admet un maximum sur le compact S. Donc, [|A| = Max{N(AX), X € #n,1(K), N(X) =1}

3) e Pour tout A € #»(K), |A| € RT.
N(AX)
N(X)

e Soit A € 4, (K) tel que [|[A]| = 0. Alors, pour tout X € #n 1 (K) \ {0}, < ||A]| = 0 puis N(AX) =0 puis AX =0
ce qui reste vrai pour X = 0. Donc, A = 0.

o Soient A € #,(K) et A € K. Pour tout X € #x,1(K) \ {0},

N(AAX) N(AX)
= [Al < IM[IA].
N NG Al
: N(AAX) . : .
Done, [A|||A|| est un majorant de N X € Mn,1(K)\ {0} . Puisque |AA|| est le plus petit de ces majorants, on en

déduit que [[AA[ < [AJ||A]].
Inversement, si A = 0, on a [A[||A]| =0 = ||AA]| et si A # 0,

1
Al = H MH 1AL

Al
et donc [A[|A[[ < [[AA]| puis [[AA[] = [A[[|A]].
e Soit (A, B) € (#n(K))%. Pour X € .y 1(K) \ {0},
N(A+B)X) _ N(AX) N(BX)
NX) O NX) T NX)

N((A +B)X)
N(X)
majorants, on en déduit que |A + B|| < ||A|| +||B]l-

< AL+ 11B]I-

Donc, ||A| + ||B|| est un majorant de , X € 1K) \{O}}. Puisque ||A 4 BJ| est le plus petit de ces
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On a montré que || || est une norme sur .#, (K).

N
4) a) Soit A € 4 (K). Puisqu'une borne supérieure est un majorant, pour tout X € .#;, 1(K) \ {0}, on a
ou encore N(AX) < [|A|IN(X), cette derniére inégalité restant vraie quand X = 0.
b) Soit (A, B) € (M (K))*. Pour X € .y 1(K) \{0},

N(ABX) _ [AIN(BX) _ [A[I[BIN(X)
NX) S NX) S N(X)

= [IAIBIl,

N(ABX)

et dOnC, ||AB|| = Sup {T}()

X € Mnr () \{0}} < JAJB].

II - Suites de matrices ou d’endomorphismes

Dans cette section, on énonce (trés briévement) dans le cadre particulier des matrices (ou des endomorphismes d’un espace
de dimension finie), les résultats généraux sur les suites énoncés dans le chapitre « topologie ». Il est clair que tout résultat
sur les matrices trouve son analogue dans les résultats sur les endomorphismes d’un espace de dimension finie. Dans ce
qui suit, nous énoncerons explicitement les définitions ou théorémes concernant les deux situations mais s’il y a lieu de
faire une démonstration, nous ne le ferons que pour les matrices.

DEFINITION 2.

1) Soit (Ap)peN € (///n‘m(K))N. Soit A € M, m(K). La suite (Ap)pEN converge vers A si et seulement si la suite

numérique ([|Ap — Al|), oy converge vers O (ou || || est une norme donnée sur .#n, m(K)). On écrit dans ce cas A =

lim A,.
p—+o0

2) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie puis (fp)peN € (Z(E, F))N. Soit f € Z(E,F). La suite

(fp),en converge vers f si et seulement si la suite numérique (||fp —f[]), oy converge vers 0 (ot || || est une norme
donnée sur Z(E,F)). On écrit dans ce cas f = lim f,.
p—+o0

Commentaire. On rappelle que les normes sur 4, m(K) (ou Z(E,F) si dim(E) < +00) sont deux & deux équivalentes
et donc que la notion de convergence et de limite ne dépend pas du choix d’une norme. On peut donc toujours choisir une
norme adaptée a la situation. l:l

On sait qu’une suite d’un espace vectoriel normé de dimension finie converge si et seulement si les « suites coordonnées
dans une base » convergent. Pour une suite de matrices, cela donne :

Théoréme 2.
Soit (Ap)pGN €
A =(ai;)

. Posons de méme

(///n,m(K))N. Soit A € Mn m(N). Pour p € N, posons A, = (a§P1

b) )1<i<n, 1<<m
1<ign, 1<m”

La suite (Ap)pEN converge vers A si et seulement si pour chaque (i,j) € [1,n] x [1, m], la suite (ay’j)) converge
>/ peN

vers ai,j. En cas de convergence, lim A, = ( lim a-(p.))
ptoo eN

p—+oo L)
Inn ) 1
— nsm | —
n n

Exemple. lim = (
n—-+oo ] n
0 (1 + —)
n

Exercice 3. Soit a un réel. Pour n € N*, on pose A, =

Sle =
Sle

Déterminer lim Al
n—-+oo
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Solution 3.

Pour n € N*, posons 6,, = Arcsin an € [—7—;, E] Alors, (puisque cos (6,,) > 0),
/ a
1+ 3
1
cos () = = .

2

1+

n2

Pour n € N*, on a

a
! _ n
1 a B : a? . a? >
Ay = B YO e TR | 1@ ((os(0n) —sin(8n)
" 2 n? a ] nZ \ sin(0,)  cos(0y)
n n
o2 o2
fom g
puis
AN — ]+a_2 2 cos (nB,) —sin(mOy)
n n2 sin (mO,) cos(nOy) ’
2\ 7 N 2 2\ 2
o (1+% ) e e Done, lim (14 1) =1.
nZ n—+oo n—-+oo n—-+oo nZ
. a/n a 1 )
e N0, = nArcsin | ——— = n Arcsin nl=—+o(— _ a+ 0(” Par suite,
az n—-+oo n~)+oo n n n—+oo
B
lim cos (n6,) —sin(M6y) _ cos(a) —sin( et finalement,
nStoo \ sin(nb,)  cos (nby)

sin(a) cos(

_n _ < cos(a) —sin(a) >

fim 1 sin(a) cos(a)

n—-+oo

Sle =

Sinon, rappelons pour finir :

Théoréme 3.

1) Soit (Ap)peN € (///n(K))N. Si la suite (Ap)peN est convergente, alors la suite (Ap)pEN est bornée.

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis (fp)peN € (.Z(E))N. Si la suite (fp)peN est convergente, alors

la suite (fp)pGN est bornée.

III - Séries de matrices ou d’endomorphismes

1) Séries d’un espace vectoriel normé

DEFINITION 3. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit (), une suite d’éléments de E. Pour n € N, on pose

n
Sn = Z Uk (Sn est la somme partielle de rang n).
k=0
On dit que la série de terme général u, converge si et seulement si la suite (Sn), oy des sommes partielles converge.
+o0o
En cas de convergence, la limite de la suite (Sn), oy se note Z Uy . Sinon, la série est dite divergente.
k=0
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Commentaire. La notion de convergence d’une série est associée a une norme. Une série peut converger pour une norme
et diverger pour une autre mais si N et N’ sont deux normes équivalentes, une série converge pour N si et seulement si
elle converge pour N’. Si E est de dimension finie, ce qui est le cas de .#;, (K), on peut choisir la norme car les normes
sont deux & deux équivalentes. d

Quand E est de dimension finie, comme pour les suites, une série converge si et seulement si toutes les « séries coordon-
nées » convergent :

Théoréme 4. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle puis # = (ek)lgkgn une base donnée de E.
mn
Soit (up)‘pEN une suite d’éléments de E. Pour p € N, posons u,, = Z uék)ek.
k=1

La série de terme général u,, p € N, converge si et seulement si, pour chaque k € [1,n], la série de terme général

k
u1(, ), p € N, converge. De plus, en cas de convergence,

n “+oo

+oo

_ (k)
Sy (e
p=0 0

k=1 \p=

Pour une série de matrices, cela donne :

Théoréme 5.

Soit (Ap)pEN € (///n,m(K))N. Soit A € Mn m(N). Pour p € N, posons A, = (a§P1

i ) . Posons de méme
) /1gign, 1<G<m
A = (aij)

1<i<n, 1G<m

La série de terme général A, p € N, converge vers A si et seulement si pour chaque (i,j) € [1,n] x [1, m], la série de
+oo +oo

terme général affj), p € N, converge vers a; j. En cas de convergence, Z Ap = Z a?j)

p=0 p=0 1<i<n, 1<5<m

On définit maintenant la notion de convergence absolue :

DEFINITION 4. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit (un), oy une suite d’éléments de E.

On dit que la série de terme général u,,, n € N, converge absolument si et seulement si la série numérique de terme
général N (u, ), n € N, converge.

Commentaire. Quand la série de terme général N (w,,) converge, on dit que la série de terme général u, converge
absolument et non pas que la série de terme général u,, converge normalement. Pour une série de fonctions, la convergence
normale est la convergence absolue dans 'espace de ces fonctions muni de la norme de la convergence uniforme || ||oo. ™

Théoréme 6. Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie. Toute série absolument convergente est
convergente.

Démonstration. Soit % = (ei);;, une base de E. N est équivalente a || || (norme infinie associée a la base %) et il
suffit donc de faire la démonstration dans l’espace vectoriel normé (E, || ||co)-
n
Soit (up), ¢y une suite d’éléments de E. Pour p € N, posons u, = Zu]()k)ek. Pour tout k € [1,n], ‘u](gk)‘ < up ] o -
k=1
Puisque la série numérique de terme général |[u,||_, p € N, converge, il en est de méme de la série numérique de terme

, p €N, pour tout k € [1,n].

général ‘u](gk)

Ainsi, pour tout k € [1,n], la série numérique de terme général u](gk), p € N, est absolument convergente et donc
convergente. On sait alors qu’il en est de méme de la série de terme général u,, p € N.

Alnsi, toute série matricielle (ou toute série d’endomorphismes d’un espace de dimension finie) absolument convergente
est convergente.

Sinon, signalons pour finir :
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Si la série de terme général u,, n € N, converge, alors u,, tend vers 0.

Théoréme 7. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit (un), oy une suite d’éléments de E.

Démonstration. v, =S, —-S,.1 — S—-S=0.
n—-+oo

2) Un exemple de calcul de la somme d’une série matricielle

4 5
3 6 -
Soit A = . On veut calculer Z A™ aprés en avoir justifié I’existence.
§ _Z n=0
3 6

Premiére méthode. (utilisation d’une réduction)

e (4T () F(2)) L () o

XA est scindé sur R & racines simples et donc A est diagonalisable dans R.

4 1 5
0(3)€E%(A)<:> ———>x——y—0<:>x—y.Donc,E%( ) = Vect (e7) ot e1 =

3 2 6
*)eE L (A 4.1 2y =04y = 2x Done, E_1 (A) = Vect (
y et (A& §+§ Xy = &y = 2x. Donc, E_1 (A) = Vect (e2) ot €2

1 1 11 2 -1
_ 1 08 D — di L7 _ -1 _
e Donc, A = PDP ouD—d1ag<2, 3),P—<] 2>etP —< 17 >

e Puisque < 1, la série de terme général D™, n € N, converge et

l<1t—1
2 73

n=0

i)

Y

+oo . +o0o 1 n +oo 1 n i 1 1 i 5 3
T;) = dlag Zo z ; Z —g = dlag ]—.I, 1—] = dlag y 4_1 .
= n= — z

T3

e L’application f : M +— PMP~! est un endomorphisme de I'espace .#>(R) qui est de dimension finie sur R. Donc,
Papplication f est continue sur .#>(R). On en déduit que la série de terme général A™, n € N, converge et que

“+o00 N N
n— D = 1 D" | P! =
A= g (3 or ) - g e (300

N
= < lim Z D“) (par continuité de f)

et donc

3'\/]4»
g
>
E
I
N
N —
~_
VR
SN
Al WO
~—
N
I
- L
~__
Il
N
Nl W K| w

13 5
| T T3
| 5 1

2 2

Deuxiéme méthode. (utilisation d’un polynéme annulateur)
1

lim f
N—+oco

=)

1
On rappelle que xa = X% — EX ¢ Soit n € N. La division euclidienne de X™ par xa s’écrit X™ = Qn X XA + an X+ by

(%) ot Qn est un polynoéme et a, et by sont deux réels. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON,
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A = Q(A)XA(A) + anA+bnl = anA+ byl

an "
1 7 "=z
Calculons a, et by,. En évaluant en 5 et —3 les deux membres de I’égalité (x), on obtient le systéme a N
S = (-3)

et donc, d’aprés les fo les de CRAMER _¢ 1 “_ —1 A et b _e (11 “+1 —1 h
He A i =52 3 ~=s5l3\2) "273) )

Ainsi, pour N € N,

S[EE-E)E6E))

De nouveau, la série de terme général A™, n € N, converge et

N
6 1 1 1 1 1 1 3 5
ZA“:— — ——— |At+ | 53— t+ts5—— | ]| =5A+-11
- S B L AL 2o
L 2 3 2 3
4 5 13 5
_ 3] 3 6 n ST 0 4 4
205 7 4\ 0 1) | 5 1
3 6 2 2
Remarque. Pour tout N € N, (I; — (Z A“) =1, — AN*1. Puisque la série de terme général A™, n € N, converge,
en particulier A™*! N — 0. Quand N tend vers +o0, le membre de droite tend vers I,. D’autre part, par continuité sur
—+0o0
> (R) de 'endomorphisme f : M — (I —A2) M, le membre de gauche tend vers (I, — <Z A“). Donc,

e (E ) o

(L—A ZA“

Ainsi, la matrice I, — A est inversible et

IV - Exponentielle d’'une matrice ou d’'un endomorphisme

1) Définition

Théoréme 8.

1
1) Soit A € 41 (K). La série de terme général EAP, p € N, est absolument convergente et donc convergente.

1
2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f un endomorphisme de E. La série de terme général —'fp,
p!

p € N, est absolument convergente et donc convergente.

Démonstration. On munit .#;, (K) d’une norme sous-multiplicative || ||. Pour tout entier naturel p,

HAPH < IAIP

-
p!

©
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. . AllP . .
La série numérique de terme général u, p € N, est convergente (de somme e”A”) et donc la série numérique de terme

1
général , P € N, est convergente ou encore, la série de matrices de terme général —'Ap, p € N, est absolument
p!

lAp
p!

convergente et donc convergente.

DEFINITION 5.

1) Soit A € .#»(K). L’exponentielle de la matrice A est la matrice

1 2
exp(A):In+1A+ 1A Z Ap

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f un endomorphisme de E. L’exponentielle de ’endomorphisme
f est ’endomorphisme

PRI 1
exp(f) = lde + 73f + 57 + :Z—,fp.
—

Exemple 1. Soit n > 2. Soit A la matrice élémentaire Eq 5. On sait que A% =0 puis pour p > 2, AP = 0. Donc,

1 1 0 ... ... 0
0 1 0

exp(A) ZIn-FA:In-i-E],z:
: .0
0 ... .. 01

Exemple 2. Soit n > 1. Soit A la matrice élémentaire Eq 7. On sait que A? = A puis pour p > 1, AP = A. Donc,

“+o00
exp(A) = In + Zl, A =1+ (e—1)E;; = diag(e,1,...,1).
p=1""

Exemple 3. Soit s une symétrie d’un espace de dimension finie E. On sait que s> = Idg puis pour p € N, s?P = Idg et
s2P+1 = 5. Donc (toutes les séries ci-dessous étant convergentes),

+oo 400
exp(s) = Z(%p)! Idg + Zom s = ch(1)Idg +sh(1)s.
‘p:

p=0

2) Propriétés

Théoréme 9.
1) Soit (A, B) € (An(K))* tel que AB = BA. Alors exp(A + B) = exp(A) x exp(B).

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f et g deux endomorphismes de E tels que fo g = gof. Alors
exp(f + g) = exp(f) o exp(g).

Démonstration. On munit .#,(K) d’une norme sous-multiplicative || ||. Soit p € N. Puisque les matrices A et B
commutent, la formule du bindéme de NEWTON fournit :

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



2 ] k u ] k ] k
;HA ZEB —ZE(%H—B)

k=0

0<i,j<p

T T T
— _ ) AR || = — Al
N Z i!j!AB Z i!j!AB N Z ilj!
0<i,j<p 0<i,j<p 0<i,j<p
i+i<p i+i>p
1 . .
< ) @IIAII‘IIBIIJ
0<i,j<p
i+ji>p
LI . LA . P
= ZEHAH ZHHBH Z ||A||+HBH
k=0 k=0 k=0
P P
< |A|k> (Z?mk) Z? |A]| + ||B)¥ tend vers ellAI+IBI— gllAllelBl — 0 quand p tend vers +oco. Donc,
k=0 k=0

1
(Z o Ak> (Z f ) Z k' (A +B)* tend vers 0 quand p tend vers 4+-0o0. Quand p tend vers +oo, Z k' (A+B)*
k=0 k=0

tend vers exp(A + B). D’autre part, application (M, N) — MN est continue sur (//[n(K))z

P p
1 1
de dimension finie. Donc, ( E ﬁAk> < E gBk> tend vers exp(A) x exp(B) quand p tend vers +oo.
! =K

Quand p tend vers +oo, on obtient exp(A + B) = exp(A) x exp(B).

Z llAiBi — i 1
ilj! k!
k=0

Z EAiBi
ilj!

i+j=k

k=0

car bilinéaire sur un espace

Théoréme 10.

1) a) exp (0n) = I.

b) Soit A € #y(K). Alors exp(A) € GLn(K) et (exp(A))”' = exp(—A).

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie.
a) exp (0) = Idg.

b) Soit f € Z(E). Alors exp(f) € GL(E) et (exp(f))~' = exp(—f).

Démonstration. Les matrices A et —A commutent. Donc,

exp(A) X exp(—A) =exp(A + (—A)) =exp(0) =1, +0+0+... =1,.

On en déduit que exp(A) € GL,(K) et (exp(A))_] =exp(—A).

Théoréme 11. v(}‘ihgign € K™, exp (diag (7\1)1@@1) = diag (eki)

1<ign”

Démonstration. Soit p € N.
P L P
3 (tms0ran) =Y

P
1
Pour tout i € [1,n], Z E?\l‘ tend vers et quand p tend vers +oo et donc

k=0
quand p tend vers +oo.

P
. 1
1ag 7\k 1<i<n = diag <Z '7\1-f> .
k=0 1<ign

=~

xlx

Commentaire. En particulier, exp (Al,) = eI, ou exp (Aldg) = e Mde.

L k
Z (dlag 1<1<n) tend vers diag (e)“)1<i<TL

Théoréme 12.
1) VA € #(K), VP € GL,(K), P~
2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Vf € Z(E), Vg € GL(E),

Texp(A)P = exp (P'AP).

g 'oexp(flog=exp(g"

ofog).

© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 11
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Démonstration. Soit p € N.

e B A R N (R R
];)E(P AP) —];EP AkP =P ZHA P.

k=0

P
1
Z ] (P*]AP)k tend vers exp (P*]AP) quand p tend vers +oo. D’autre part, I'application M +— P~TMP est un endo-
k=0

morphisme de I’espace de dimension finie .#;, (K). On en déduit que 'application M — P~TMP est continue sur .#, (K).

P P
1 1
Puisque Z EAK tend vers exp(A) quand p tend vers +oo0, P! (Z gAk> P tend vers P~ Texp(A)P quand p tend vers

k=0 k=0
“+o00.

Quand p tend vers +o0, on obtient exp (F‘*1 AP) =P Texp(A)P.

AMOX ... X M x ... x
A . 0 A oo - . 0 et
Théoréme 13. Soit T = _ une matrice triangulaire. Alors exp(T) = _
: o : . . X
0 ... 0 A, 0 ... 0 eM
Ak x X
» . . k O Alzc
Démonstration. On sait que pour tout k € N, T = et donc pour tout p € N,
. .
0 0 Ak
U
Z g}\]f X . X
k=0
LI .
P J_TkAi 0 ZE: EEAZ
Z kK k=0
k=0
. %
0 0 > A%
k=0
M x X
0 eM
Quand p tend vers +oo0, on obtient exp(T) =
Cx
0 0 eMn
Théoréme 14.
1) Soit A € 41 (K). Si Sp(A) = (A1,...,An), alors Sp(exp(A)) = (e>“ yee .,e>‘“). En particulier,

det (exp(A)) = e™A),

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie puis f € Z(E). Si Sp(f) = (M,...,An), alors
Sp(exp(f)) = (e*',...,e ). En particulier,

det (exp(f)) = e™(),

Démonstration. On sait que A est triangulable dans C. Donc, il existe P € GL,(C) et T € Z5 5(C) telles que A = PTP~1.
On sait que Sp(T) = Sp(A) = (A1,...,An).

D’aprés les théorémes précédents, exp(A) = Pexp(T)P~! puis Sp(exp(A)) = Sp(exp(T)) = (e>“ yeees e}‘“). En particulier,

A A1+ HAn

det(exp(A)) =eM x ... x et =e Tr(A)

=€

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 12 http ://www.maths-france.fr



Commentaire. On retrouve ainsi le fait que VA € .Z,,(K), exp(A) € GL,,(K).
3) Quelques exemples de calculs d’exponentielles

On verra dans le chapitre « systémes différentiels linéaires et équations différentielles linéaires » que les systémes différentiels
linéaires & coeflicients constants peuvent étre résolus a partir du calcul de I'exponentielle d’'une matrice. Quand A est une
matrice donnée, les solutions d’un certain probléme s’exprimeront a 'aide de la fonction t — exp(tA). Dans les exemples
qui suivent, plutot que de calculer exp(A), nous calculerons exp(tA) pour t réel (pour préparer le terrain).

1
03
Exemple 1 (utilisation d’un polynéme annulateur). Soit A = 3 0 0 . Un calcul par blocs fournit
1
0 O )
X l 2
2 1 1 1\° 1
_ — 2_ — i
ol o DY
0 0 X+=

On en déduit que Sp(A) = (—%,—%, %) On note que rg (A + %13) = 2 et donc que dim (Ker (A + %I3)> =1<2

1 1
La matrice A ’est pas diagonalisable puis pa =xa = (X + E) (X — E)

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par xa s’écrit X™ = Q xxa +anX?+bpX+cn ot Qn € R[X] et (an, bn,cn) € R3.

1 1 1
En évaluant en —= et en = puis en dérivant et en réevaluant en ——, on obtient

2 2 2’

1 "\" n n
imgratren=(3) @ [e=—(3)+(3) w-w
o8 (N W N
nt3 n+cn—(§) (I & an—(Zn—U(—z) +(§) (I11)

o e (SN m _ o3 VT TN
Tan o =n{T3 (1 Ty \T2) a2

Le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON fournit xa(A) = 0 et donc A™ = a, A% + brA + ¢, I3. Par suite, pour t réel donné
(puisque toutes les séries ci-dessous convergent)

TN -
=) =)

+o0o
tT\.
exp(tA) Z P oan = Z (anA? + brA +cnl3)
n! — n!
<ch >13+<Zb —>A+<Zan )
+o00 +o00 +oo 400
° Z ani =2 n(—t/Z)n t/Z 5 (—t/2)~ e t/2 4 ot/2 _ _yet/2 _ o—t/2 4 Gt/2
n! n! m—1)!
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1
+o0 o +
o (—t/2)" (/2™ o a2
T e
n=0 n=0 n=0
+o0 o “+oo +oo
1 (—t/2)~ 3 (—t/2)" 1 /2"t ypn 3 i /2
D DI e ) I M P L L
n=0 n=0 n=0 n=0
On en déduit que exp(tA) = 411 (t+3)e V2 +e?) I3+ (—e V2 +eV2) A+ (—(t+ 1)e /2 + e'/2) A? avec
1 1 1
_ R ) _
o3 203 PO
Al=1] = Z = -
3 0 0] 3 0 O1 0 2 ]1
0 0 —3 0 0 ) 0 0 7
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Donc,

o 1
1 1 0 0 1 2
exp(tA)zZ((t+3)e_t/2+et/2) 010 +(—e‘t/2+et/2) - 0 0
0 0 1 2 1
0 0 )
l 0 1
SR
. —t/2 t/2 L
+( (t+1)e +e ) 0 1 ]1
0 0 1

1 2eV2H2eV? 0 —2emt2 4 2et2 At —T)e V2 —4et/?
=7 —2e Y24 2e%2 2e7Y2 4 2e2 4t +1)e V2 —4et/?

0 0 det/2
3 2 2
Exemple 2 (utilisation d’une réduction de la matrice). Soit A = 1 0 1 |. En développant suivant la
-1 1 0
premiére colonne, on obtient
X—-3 =2 =2
xa=| -1 X —=1|=(X=3)(X2=1)+(=2X—2)+ (2X+2)
1 -1 X
= (X+1)(X=1)(X-=3).
On en déduit que Sp(A) = (—1,1,3). Puisque xa est scindé sur R a racines simples, A est diagonalisable dans R.
X dx+2y+2z=0 =0 0
e |y |€E4(A)& ¢ x+y+2z=0 (:){ _ . Donc, E_j(A) = Vect (e7) ot ey = 1
z —x+y+z=0 n —1
X 2x+2y+2z=0 —0 1
el y |eEHA)& < x—y+2z=0 <:>{2:_X . Donc, E1(A) = Vect (ez) ou ez = 0
z —x+y—z=0 n —1
X 2y+2z=0 N
e |y | €EB3(A)e < x—3y+z=0 (z){ x:4y . Donc, E3(A) = Vect (e3) ou e3 = 1
z —x+y—3z=0 - -1
0 1 4
Donc, A = PDP~! ott D = diag(—1,1,3) et P = 1 0 1 . Calculons P~". Notons (i, j, k) la base canonique de
-1 -1 -1
A3,1(R).
1
k= 1 (—e1 —4ez +e3)
e1 =j—k j=e +k 1
e2=1—k & i=e+k & jzz(3e1—4ez+eg)
e3=4i+j—k e3=4(e2+k)+(e1+k)—k )

i= Z(_e] +e3)

-1 3 -1
Donc, P~! = le 0 —4 —4
1 1 1

Calculons alors exp(tA) pour t réel donné. Puisque tA = P x tD x P~', on sait que (par continuité de l'application
M — PMP~! entre autre)
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L0 1 4 et 0 0 ~1 3 -1
exp(tA) = Px exp(tD) x M= 2 ( 10 1 0 et 0 0 —4 —4
—1 =1 -1 0 0 et T 1 1

: 0 et 4edt -1 3 -1
=7 et o0 et 0 —4 —4
—et —et et T 1 1
: 4¢3t —4et +4e3t —4et + 4e3t
=7 —e b4 et e t+ et —e t4edt
e t—edt  _3etpdet—e3t et yget — 3t
4 1 1
Exemple 3 (cas ou A n’a qu’une valeur propre). Soit A = 6 4 2 . En développant suivant la premiére
-10 —4 =2
colonne, on obtient
X—4 -1 —1
XaA=| —6 X—4 =2 [=(X—4)(X*—=2X) +6(—X+2)+10(X—2)

10 4 X+2
2)(X(X—4) —6+10) = (X —2) (X* —4X + 4)
2)3.

— (X
— (X

Calculons alors exp(tA) pour t réel donné. On va profiter du fait que la matrice A — 213 est nilpotente (on est dans le cas
ol A n’a qu’'une valeur propre). D’aprés le théoréme de CAYLEY-Hamilton, on a (A — 213)3 =0 et donc

exp(tA) = exp (t (A — 2I3) + 2tI3)
=exp (t (A —2I3)) x exp (2tl3) (car t (A — 2I3) et 2tI3 commutent)
2

=e’t <13 +t(A-=2I3)+ % (A — 213)2) (car pourn >3, (A —2I3)" =0)
100 2 1 1 2 o o0 o0

=t 01 0 |+t 6 2 2 J+5| 4 2 2
0 0 1 -10 —4 -4 -4 -2 =2

2t+1)e” te?t te?t

= (2t2 +6t)e?t (2 +2t+1)e?t (t? +2t) et
(—2t2 —10t) et (—t? —4t)e?t (—t?—4t41)et
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