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I - Ensembles dénombrables
1) Définition

‘ DEFINITION 1. Soit E un ensemble. E est dénombrable si et seulement si il existe une bijection de N sur E.

Commentaire 1. Les éléments d’un ensemble dénombrable peuvent étre « égrenés » les uns aprés les autres : le premier,
le deuxiéme, le troisiéme ... Dit autrement, un ensemble dénombrable E peut étre décrit comme ’ensemble des valeurs
d’une suite : E ={x,, n € N}. a

Commentaire 2. Si @ est une bijection de E sur N, alors ¢! est une bijection de N sur E et si ¢ est une bijection de N

sur E, alors @ est une bijection de E sur N. Donc, on a aussi : E est dénombrable si et seulement si il existe une bijection

de E sur N. 4
Exemple 1. Soit ¢ : N — V/ est une bijection.
n si m est pair
noe n+1 . o
— Sl n est 1mpair
2
-6 -5 -4 -3 =2 - 0 1 2 3 4 5 6 Z
—_—— o > e
11 9 7 5 3 1 0 2 4 6 8 10 12 N

En effet, ¢ est bien une application.
Soit alors Y : Z — N . est une application de N dans Z.
S { 2nsin >0
—(2n+1)sin<0
2¢(n)si@(n) =0

_2eMm)+1)si@mn) <0 De plus, @(n) > 0 & n est pair et donc

Soit n € N. P(p(n)) = {

n . .
2 X — sim est pair

blpn) = . . =n
—(2 5 + 1) sin est impair
De méme, pour n € Z,
2
—nsin>O
e =9 “_onit1) 41 =
_f "n<0

Donc, P o @ = Idy et @ o1 = Idz. On sait alors que ¢ est une bijection et que P = @~ '. Puisqu’il existe une bijection
de N sur Z,

Z. est dénombrable.

N

Exemple 2. Soit ¢ : N — 2N . @ est une bijection de I’ensemble N des entiers naturels sur ’ensemble 2N des
n — 2n
entiers pairs. Donc,

2N est dénombrable.

a

Théoréme 1. Si E est un ensemble dénombrable et si F est un ensemble en bijection avec E, alors F est dénombrable.

Démonstration. Soit f une bijection de E sur N et soit g une bijection de F sur E. Alors, g o f est une bijection de F sur
N et donc F est dénombrable.
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2) Divers types d’ensembles dénombrables

On a vu précédemment que 2N est dénombrable. Plus généralement :

‘ Théoréme 2. Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration. Soit A une partie infinie de N. Construisons une bijection strictement croissante de N sur A.

e A est en particulier une partie non vide de N. Donc, A admet un plus petit élément que 1’on note @(0). Puisque A est
infinie, A\ [0, @(0)] est encore infinie et en particulier n’est pas vide. Donc, A\ [0, ¢ (0)] admet donc un plus petit élément
que l'on note @(1). Par construction, @(1) > @(0). De plus, ANJ@(0), o(1)] ={e(1)}.

e Soit n > 1. Supposons avoir construit @(0), ..., @(n) tels que ¢(0) < ... < @(n) et pour k € [1,n],

Anlo(k — 1), 0 ()] = {o(K).

Puisque A est infinie, A\ [0, @ (n)] est encore infinie et en particulier, A\[0, @ (n)] est une partie non vide de N. A\[0, ¢(n)]
admet un plus petit élément que ’on note @(n+1). Par construction, @(n+1) > @(n) et ANJo(n), e(n+1)] ={en+1)}

On vient de construire par récurrence une application ¢ de N dans A, strictement croissante et donc injective.

Soit alors y € A. Siy € [0, 9(0)], alors y € [0, @(0)] N A = {@(0)} et donc y = @(0) € @(N).
Sinon, puisque la suite (@(n)), y est une suite strictement croissante d’entiers naturels, il existe k € N* tel que @(k—1) <
y < @(k). On en déduit que y € ANJop(k —1), @(k)] ={¢@(k)} et donc que y = @(k) € @(N).

On a montré que @(N) = A et donc que @ est surjective. Finalement, ¢ est une bijection de N sur A ou encore A est
dénombrable.

Une conséquence du théoréme 1 est :

Théoréme 3. Un ensemble non vide est fini ou dénombrable si et seulement si il est en bijection avec une partie non
vide de N.

Démonstration. Soit E un ensemble non vide fini ou dénombrable. Si E est fini, on sait qu’il existe n € N* tel que E soit
en bijection avec [1,n] (n est alors le cardinal de E). Si E est infini dénombrable, E est en bijection avec N. Dans tous les
cas, E est en bijection avec une partie non vide de N.

Réciproquement, soit E est un ensemble non vide tel qu’il existe une bijection f de E sur une certaine partie non vide A
de N.

Si A est finie, il existe n € N* et g bijection de A sur [1,n] (ot n est le cardinal de A). Mais alors, g o f est une bijection
de E sur [1,n] et donc E est fini (de cardinal n).

Si A est infinie, d’aprés le théoréme 1, A est dénombrable et donc il existe une bijection g de A sur N. Dans ce cas, go f
est une bijection de E sur N et donc E est dénombrable.

‘Théoréme 4. N? est dénombrable.

Démonstration. Soit ¢ : N2 — N* . @ est une application de N? dans N*.

(m,p) — 2™(2p+1)
Soit (m,p) € N2, @(m,p) =1&2m2p+1)=1&2"=2p+1=1&m=p=0& (m,p) = (0,0). Donc, I'élément 1
de N* a un et seul antécédent par ¢ a savoir (0, 0).
Sinon, pour n > 2 donné, le théoréme fondamental de larithmétique montre qu’il existe un et un seul couple (m,p)
d’entiers naturels tel que n =2™(2p+1) (n est de maniére unique le produit d’une puissance de 2 et d’un nombre impair)
et que ce couple (m,p) n’est pas le couple (0,0). En résumé,

vn e N*, 3I(m,p) € N2/ o(m,p) =n.

@ est donc une bijection de N? sur N*. Puisque N* est une partie infinie de N, N* est dénombrable d’aprés le théoréme 2
et finalement N2 est dénombrable d’aprés le théoréme 1.

Commentaire. On peut citer une autre bijection de N? sur N (voir exercices maths sup, planche n° 3, exercice n° 14) :

Y(x,y) € N2, f(x,y) = (X+U)(x2+y 1) y
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0 1 2 3 4 5
0 |°(001H1) P.2) °9:3) [°04) | (05)
0 |21 0 2) M3 | a0 | a5
0 [2247 °(2,1) 42,2) | (2,3) | (2.4) | (2,5)
0 [7(3,0) [133,1) | (3,2) | (3,3) | (3,4) | (3,5)
0 | (40) | (4,1) | (42) | (4,3) | (4,4) | (4,5)
0] (50) | G152 | (53) ] (5.4) | (5,5)

Théoréme 5. Un produit cartésien (fini) d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. ¢ Commencons par vérifier le résultat pour un produit de deux ensembles dénombrables. Soient E; et

E> deux ensembles dénombrables.

Il existe une bijection f1 de E; sur N et une bijection f, de E, sur N.

Soit ¢ : EyxExy — N2 . Pour tout (n,m) € N?, il existe un et un seul (a,b) € E; x E, tel que
(a,b) = (fi(a),f2(b))

(f1(a), f2(b)) = (n,m). Ceci montre que @ est une bijection de E; x E, sur N2. Puisque N? est dénombrable d’aprés

le théoréme 4, E1 X Ez est dénombrable d’aprés le théoréme 1.

e Soit k > 2. Supposons qu’'un produit cartésien de k ensembles dénombrables soit dénombrable. Soient Eq, ..., Ex41,

k+1 k
k + 1 ensembles dénombrables. Alors H Ei = <H Ei> X Ex4+1 est dénombrable par hypothése de récurrence et d’aprés

i=1 i=1

le cas k = 2.

On a montré par récurrence qu'un produit cartésien (fini) d’ensembles dénombrables est dénombrable.

L’exemple 2 du paragraphe 1) permet d’énoncer

| Théoréme 6. Z est dénombrable. |

et en cumulant les résultats des théorémes 4, 5 et 6, on peut énoncer

‘ Théoréme 7. Yk € N*, N¥ est dénombrable et Vk € N*, Z* est dénombrable. ‘

| Théoréme 8. Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable. |

Démonstration. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soient (E;);.; une famille d’ensembles dénombrables indexée

par I puis E = U Ei. Pour chaque i € 1, il existe une bijection f; de N sur E;. Soit ¢ : IxN — E . @ est une
iel (iv Tl) = fi(n)

application surjective de I x N sur E. D’autre part, I est dénombrable et donc I x N est dénombrable d’aprés le théoréme

5. Il existe donc une bijection P de N sur I x N. L’application g =1 o ¢ est une surjection de N sur E.

Montrons alors qu’a partir de I’application g, on peut construire une application bijective de E sur une partie infinie de N.

Soit y € E. g7 '(y) = {n € N/ g(n) = y} est une partie non vide de N. Donc, g~ '(y) admet un plus petit élément que

I'on note ny. Considérons f: E — N . f est une application de E dans N. Soient alors y et y’ deux éléments de E.
y = Ty

Siny =ny, alorsy = g(ny) = g(ny/) =y’. Donc, f est une application injective de E dans N ou encore f induit une

bijection de E sur A = f(E) qui est une partie de N. On en déduit que E est fini ou dénombrable. Comme E contient au

moins un ensemble dénombrable, E est infini et finalement E est dénombrable.

En adaptant un peu la démonstration précédente, on obtient le théoréme suivant que nous admettrons :

Théoréme 9. Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est un ensemble fini ou dénom-
brable.

On en déduit en particulier que

‘ Théoréme 10. Q est dénombrable.
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Démonstration. Pour n € N*, posons E,, = {%, (a,b) € Z xN*| |[a]<n, b< n}. OnaQ= U E,. et chaque E, est
neN*

fini (de cardinal inférieur ou égal a n(2n + 1)). Donc, Q est fini ou dénombrable d’apreés le théoréme précédent puis Q est

dénombrable car Q est infini.

Plus généralement,

‘ Théoréme 11. Vk € N*, Q¥ est dénombrable. ‘

Citons enfin un premier exemple trés important d’ensemble non dénombrable :

‘ Théoréme 12. R n’est pas dénombrable. ‘

Démonstration. Contentons nous de montrer que l'intervalle [0, 1[ n’est pas dénombrable. Supposons le contraire par
I’absurde. On peut donc trouver une bijection n — x de N dans [0, 1] et en particulier [0, 1[ est ensemble des valeurs
d'une certaine suite (xn), ¢y :

[0) 1= {Xn) ne N}

On sait que chaque réel x, de [0, 1[ admet un développement décimal propre de la forme xy, = 0,dn,1dn,2dn,3... ol les
dn,k, k € N*, sont les décimales de x,, et donc des éléments de [0, 9] et les dn x, k € N*, ne sont pas toutes égales & 9 a
partir d’un certain rang. On va maintenant construire un réel de [0, 1[ qui ne peut étre I'un des x,, selon le principe de la
diagonale de CANTOR :

xo = 0, doy do2 doz doasa dos
x1 = 0, dig dip diz dig dis
x2 = 0, dz1 d22 d23 dz2a dzs
x3 = 0, d31 d32 d33 d3za dzs
x4 = 0, dan dao daz das das

On considére x = 0,cqc2¢3... 0l ¢1, €2, c3 sont des chiffres éléments de [0, 8] tels que ¢1 # do,1, c2 #di2,c3 #daz ...
Puisque ¥n € N*, ¢, # dn_1,n, on en déduit que ¥n € N, x # x,, par unicité d’'un développement décimal propre.
L’hypothése de dénombrabilité faite sur [0, 1] est donc absurde et on a montré que [0, 1] n’est pas dénombrable et donc
que R n’est pas dénombrable.

Commentaire. N, Z, Q et R sont des ensembles infinis. Il existe une bijection de N sur Z ou QQ mais il n’existe pas de
bijection de N sur R (il existe néanmoins une injection de N sur R a savoir n +— n). Dit autrement, « U'infini de R est
strictement plus grand que linfini de N, Z ou Q ». Les mathématiciens ont décidé de noter Ny (aleph 0 ou aleph est la
premiére lettre de I'alphabet hébreu) le cardinal de N, Z, Q et N; le cardinal de R. On a donc

N0<N].

CANTOR a mis en évidence le fait que chaque fois que 1'on se donne un ensemble E (fini ou pas), on peut en construire
un autre de cardinal strictement plus grand : si E est un ensemble alors card(E) < card (Z(E)) (on a bien str card(E) <
card (#(E)) car on dispose d’une injection de E dans Z?(E) a savoir I'injection x — {x}). La démonstration du fait qu’il
n’existe pas de bijection de E sur #2(E) ressemble & un tour de magie ou l'on doit découvrir le truc et pourtant il n’y a
aucun truc :

Soit f une application de E vers &(E). Soit A ={x € E/ x ¢ f(x)}. Montrons que A est un élément de Z(E) qui n’a pas
d’antécédent par f. Dans le cas contraire, il existe xo € E tel que f (xp) = A. Maisotest xo 7 Sixg € A ={x € E/ x ¢ f(x)},
alors xo & f(xo) = A ce qui est une contradiction et si xo ¢ A = {x € E/ x & f(x)}, alors xp € f(x0) = A ce qui est une
contradiction. Donc, xo n’existe pas ou encore A est un élément de Z(E) qui n’a pas d’antécédent dans E par f.

On a montré qu'une application de E vers Z(E) n’est jamais surjective. Notons que dans le cas ot E est fini de cardinal
1, ce qui précéde montre (de maniére assez sophistiquée) que n < 2™. Ainsi, par exemple, & (R) est un ensemble infini de
cardinal strictement plus grand que N; le cardinal de R, cardinal que les mathématiciens ont appelé X, et ainsi de suite.

No < N7 < Ny < N3...
l:l
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II - Familles dénombrables sommables
A - Familles réelles positives sommables
1) Définition

DEFINITION 2. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (u;);.; une famille de réels positifs indexée par I.

La famille (u;);.; est sommable si et seulement si Sup {Z u, JCL,J ﬁni} < +o0.
ic]
La famille (u;);.; est dite non sommable dans le cas contraire.
Si la famille (ui);; est sommable, la somme des éléments de cette famille ou encore, en plus condensé, la somme de
cette famille est

S(u) = Zui = Sup {Zui, JCI, ]ﬁni} .
iel i€]

Si la famille (ui);.; n’est pas sommable, on pose Z u; = +o0.
iel

Dans le cas d’une suite de réels positifs, on peut tout de suite faire le lien avec la convergence d’une série. Les notions de
suite sommable et de série convergente coincident :

Théoréme 13. Soit (un ), oy une suite de réels positifs.

La suite (un ),y est sommable si et seulement si la série de terme général w, converge et dans ce cas,

“+oo
E Uy = E Un.
n=0

neN

Démonstration.

e Supposons la suite (un ), sommable. Posons S(u) = Sup {Z u, JCN, J ﬁni}. Pour tout n € N, posons I, = [0, n].

keJ
Pour tout n € N, I, est une partie finie de N et donc

n
vn e N, Zuk = Z ur < S(u).
k=0 kEln
n
Ainsi, la suite des sommes partielles (Z uk> est majorée. Puisque la suite (uy ), oy est positive, on sait que la série
k=0 neN
de terme général uy, k € N, converge et que

e Supposons la la série de terme général un, n € N, converge. Soit ] une partie finie non vide de N. ] admet donc un plus
grand élément n. Puisque ] C [0,n] et que la suite (uy), oy est positive, on a

n “+oo
Zuk < Zuk < Zuk-
keJ k=0 k=0

+oo

Ainsi, {Z w, JCN,J ﬁni} est une partie non vide et majorée (par Z uy) de R. On en déduit que {Z w, JCN,J ﬁni}
keJ k=0 kej

admet une borne supérieure S(u) dans R ou encore que la suite (), o est sommable. De plus

+oo
S(u) < Z Uy.
k=0
En résumé, la suite (i), o est sommable si et seulement si la série de terme général u, converge et de plus, en cas de

+o0o +o0o
convergence, S(u) < Z ur < S(u) ou encore S(u) = Z Uy.
k=0 k=0

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 6 http ://www.maths-france.fr



2) Propriétés des familles sommables de réels positifs

Théoréme 14. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soient (ui);.; et (vi)
indexée par I telles que pour tout i € I, u; < vj.

ic1 deux familles de réels positifs

Si la famille (vi);.; est sommable, alors la famille (ui);; est sommable et Z u; < Zvi.
iel iel
Si la famille (ui);.; n’est pas sommable, alors la famille (vi);.; n’est pas sommable.

Démonstration. Supposons la famille (ui);c; sommable. Alors, pour toute partie finie ] de I,

Zui < Z\"i < Z\’i-

igJ 13 il
Donc, {Z ui, Jfiniy J C I} est une partie non vide de R majorée par Z vi. On en déduit que Sup {Z wq, J fini, J C I}
i€ i€l €]
existe dans R et que ce sup est inférieur ou égal a Zvi ou encore la famille (u;);.; est sommable et Z u; < Zvi.
i€l i€l i€l

Par contraposition, si la famille (u;);.; n’est pas sommable, alors la famille (vi);.; n’est pas sommable.

Théoréme 15. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soient (ui);.; et (vi)
indexée par I.

ic1 deux familles de réels positifs

Si les familles (ui);c; et (vi);c; sont sommables, alors pour tous réels positifs A et w, la famille (Aw; + pvi);c; est
sommable et

Z(?xuﬁ—uvi) :AZuH—uZVi.

iel iel iel

Démonstration. Supposons les familles (u;);c; et (vi);c; sommables. Soit (A, ) € R*.

Pour toute partie finie | de I, Z (Aug + pvy) = ?\Zui + HZW < AZui + HZW- Donc, la famille (Au; + pvi);c;
i€J i€J i€J iel i€l
est sommable et S (Au + pv) < AS(u) + uS(v).

Pour € > 0, il existe une partie finie J1 de I et une partie finie J, de I telles que Z u; > S(u) — ﬁ et Z Vi >
i€]q i)z
S(v) — zui T Soit ] =J1 U]J2. ] est une partie finie de I et
Ae €
S+ pwv) > Z (Mg + pvy) :)\.Zui + HZW > AZ u; + H_Z vi = AS(u) — AL + uS(v) — ZHH+]
ig] ig] ie] ie] ic]2
1 1
> A — — = —¢.
S(u) + uS(v) A G S(uw) +S(v) —¢

Ainsi, Ve > 0, AS(u) + uS(v) — e < S(Au+ pv) < AS(u) + uS(v) et done S(Au + pv) = AS(u) + uS(v).

La démonstration du théoréme suivant est hors programme.

Théoréme 16. (Théoréme de sommation par paquets)
Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (ui);.; une famille sommable de réels positifs indexée par I.

Soient | une partie non vide de N puis (I;,)

nej une partition de T indexée par J. Alors,
e pour chaque n € J, la famille (uy)

i1, est sommable;

e la famille (Z ui> est sommable et de plus
nej

S (Tu)-Tu

neJ \iel, iel
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B - Familles complexes sommables
1) Définition

DEFINITION 3. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (1;);.; une famille de complexes indexée par I.

La famille (ui);.; est sommable si et seulement si la famille (Juil);c; est sommable ou encore la famille (u;);; est

sommable si et seulement si Sup {Z wil, JC I, J ﬁni} < +o00.
i€]

in® 1 1
Exemple. Pour n € Z, posons u,, = oll O est un réel donné. Pour tout n de Z, |u,| = ——— avec — =
p p n n2+1 |n‘ n2+1 Vi %an_’_-l

in®

+oo
1
142 Z ——— < 4o0. Dong, la famille | —— est sommable. a
= n2+1)

On fait de nouveau le lien entre sommabilité et convergence d’une série dans le cas particulier ou I = N. Le théoréme 13
fournit immeédiatement

Théoréme 17. Soit (un ),y une suite de nombres complexes.

La suite (un ),y est sommable si et seulement si la série de terme général u, est absolument convergente.

2) Somme d’une famille sommable de réels

Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (ui);.; une famille de réels indexée par I. Pour i € I, on pose

u;” = Max (u;,0) = ‘ul‘%

Pour tout 1 € 1, ui+ et u; sont des réels positifs tels que

et U = —Min (u,0) = Max (—u;, 0) = ‘“‘%

u +up =wl et uf —up

i = Ui.

On a le résultat suivant :

Théoréme 18. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (u;);.; une famille de réels indexée par I.

La famille (u;);c; est sommable si et seulement si les familles (ui*)i cr et (U.{)i 1 sont sommables.

Démonstration. Si les familles (ui*)i cr et (U.{)i cp sont sommables, alors la famille (Juy|)

mable d’aprés le théoréme 15. Par définition, la famille (ui);c; est sommable.

— (1t -
iel = (ui +uy )iel est som-

Inversement, si la famille (u;);.; est sommable, par définition la famille (Jui]);.; est sommable. Puisque pour tout i € I,

0 <uf <lugl et 0 <up < uyl, le théoréme 14 permet d’affirmer que les familles (uf)iel et (u:)iel sont sommables.

DEFINITION 4. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (u;);c; une famille sommable de réels indexée par I.

La somme de la famille (ui);; est le réel

S(u) :Zui:Zuf—Zuf.

i€l iel iel

3) Somme d’une famille sommable de complexes

Théoréme 19. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (uk), oy une famille de complexes indexée par I.

La famille (uy), ., est sommable si et seulement si les familles (Re (wy)),c; et (Im (wy)), o, sont sommables.

Démonstration.

Supposons que les familles (Re (ux)), oy et (Im (uy)),c; sont sommables, alors la famille ([Re (wy)|+ [Im (w)[)y g est
sommable d’aprés le théoréme 15. Puisque pour tout k € I, 0 < |ux| < |Re(ux)| + [Im (uy)|, le théoréme 14 permet
d’affirmer que la famille (fugl), o, est sommable. Il en est de méme de la famille (uy), ;-

Si la famille (uy),o; est sommable, alors la famille (uyl), . est sommable. Puisque pour tout k € I, [Re (w)] < ux| et
Tm (wie )| < hul, le théoréme 14 permet d’affirmer que les familles (Re (ux)), oq et (Im (ux))y o, sont sommables.
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On peut alors adopter la définition suivante :

DEFINITION 5. Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (uy),; une famille sommable de complexes indexée
par L.

La somme de la famille (uy), . est le complexe

S(u) = Zuk = ZRe (ux) + iZIm (ug) = Z Re (u)" — ZRe (u) + iZIm ()™ — iZ Im (wy) .

kel kel kel kel kel kel kel

Dans le cas particulier des suites de complexes, on a immédiatement

Théoréme 20. Soit (un ),y une suite de nombres complexes.

La suite (un ),y est sommable si et seulement si la série de terme général u,, est absolument convergente et dans ce

cas,

“+o00
D _un=) un
neN n=0

4) Propriétés des familles sommables de complexes

Théoréme 21. (Linéarité)

Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soient (wi);; et (vi);c; deux familles de complexes indexée par I.

iel
Si les familles (wi);c; et (vi);cp sont sommables, alors pour tous complexes A et u, la famille (Au; + pvi);cq est
sommable et

Z(?\ui-i-uvi) :AZui+HZVi.

iel icl icl

Démonstration. Pour tout i € I, [Au; + pvi| < [Alfui|+[pl [vi| et donc la famille (Au; + puvi);; est sommable. Pour toute
partie finie | de I,

S+ pv) — (AS(w) + uS(v))| < [SAw+ ) = 3 (i o+ pve) [ +| > (N + i) — (AS(w) + uS(V))|
i€] ie]
<[SOu+pv) = > (Mg + pvi) [+ A [S(w) = D wif + 1 SV =D we
ie] ieJ ie]

Soit € > 0. Il résulte de la définition de la somme d’une famille sommable que 'on peut choisir | telle que

3 £
- - : - < — - < —
SOt ) = (i) < 3. S0 = )] < g e S0 =) < g

€ Ale |ufe €

£
A —(A <5 Sy Ty T

I3
< 3 . On a alors

Ainsi, Ve > 0, |S(Au+ wv) — Z (A + pvy)

i€]

< e et donc S(Au + wv) = AS(u) + uS(v).

La démonstration du théoréme suivant est hors programme.

Théoréme 22. (Théoréme de sommation par paquets)
Soit I un ensemble dénombrable d’indices. Soit (ui);.; une famille sommable de complexes indexée par I.

Soient | une partie non vide de N puis (I;,)

nej une partition de T indexée par J. Alors,
e pour chaque n € J, la famille (uy)

i1, est sommable;

e la famille (Z ui> est sommable et de plus
nej

> (Tu)-Tu

neJ \iel, iel
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Dans le cas particulier d’une suite complexe sommable, le théoréme 22 a pour conséquence le fait que si Zun est une

série absolument convergente, on peut permuter ou associer a volonté les termes de cette série. Ceci n’est pas du tout le
cas si on n’a plus 'hypothése d’absolue convergence. Analysons deux exemples.

Exemple 1. On sait que la série de terme général (—1)™, n € N, est divergente. Pourtant, la série de terme général

((—1 )2P 4 (—1 )ZT’“) = 0 est une série convergente, de somme 0. Dit autrement, 1 —1+1—1+4 ... n’existe pas alors que
(1—=1)+(1—=1)+... existe et vaut 0. On ne peut donc pas enlever les parenthéses ou encore, associer les termes d’une

série est un probléme (et n’en est plus un dans le cas d’une série absolument convergente). ]
| n—1
Exemple 2. On sait que la série de terme général (%, n € N*, est convergente sans étre absolument convergente et
+oo —
(=T B 1T 1 1 B
que T; —y = In(2) ou encore 1 5 + 373 +...=1n(2).
) . T 1 1 1 o -
Intéressons nous alors a la somme 1 + 373 + 5 + A + ... ou encore étudions la convergence de la série de terme
L N ” 1
général u, ou Vp € N*, uzp = _E et Vp € N, uzp 1 = m et uzpy2 = yry
n n
1
Pour n € N*, posons S, = Zuk et Hy = Z —. Classiquement, H,, = 1In(n)+vy + o(1) ou vy est la constante
= = k n—+oo
d’EULER.
Pour p € N*|
P 2p P 4p 2p P
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S3p = —_—t——— — — | = —_— = - = - — —— = — =Hyp — =H2zp — = Hyp.
3P Z(4k—3+4k—1 Zk) 2k —1 ZZk K 2k 24~k o272
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Donc,
S3p = _(inldp) v+ o(1)) — 3 (In(2p) + +0(1)) — 3 (n(p) +v +o(1)
3p‘p—>_+oo n p""Y"‘O z n p+Y+0 z n(p +v+o
1 3
. In(4) — 3 In(2) +o(1) b e 2 In(2) + o(1).
1 3 1 3

D’autre part, S3p1 = S3p + In(2) +o0(1) et S3p41 = Szp41 + =1In(2) 4+ o(1). Ainsi, les trois

4p+1potoo2 4p +3 potoo 2
suites (S3p)p€N*, (S3p+1 )pGN et (S3p+2)p€N convergent et ont méme limite. On en déduit que la suite (S ), cy. converge
et par pour limite In(2). Dit autrement,

T 1 1 1 1 3 1T 1 1

]+§—Z+g+?—1+ZEIH(Z)#IH(Z):]—E—‘v‘g—Z—‘F

Dans le cas d’une série absolument convergente, on peut permuter les termes a volonté ou encore

Théoréme 23. Soit (un),y une suite complexe. On suppose que la série de terme général w, est absolument
convergente.

Alors, pour toute permutation o de N, la série de terme général uq () est absolument convergente et de plus

Z Usn) = Z Un.

neN neN

5) Application de la sommabilité aux suites doubles
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Théoréme 24. Soit (umv“)(n,m)eNz une suite « a double entrée » de réels positifs.
La famille (um,n)(m,n)eNZ est sommable si et seulement si pour chaque n € N, la série de terme général u,, o, m € N,
“+oo
converge et la série de terme général v,, = Z Um,n, N € N, converge. De plus, dans ce cas, pour chaque m € N, la
m=0
“+oo
série de terme général Uy, n, n € N, converge et la série de terme général wy, = Z Um,n, M € N, converge et
n=0
“+oo +oo
PRI 3 (Zumn> =2 (Z%u) :
(m,n)eN2 n=0 m=0 \n=0

Démonstration. Supposouns la suite (Um n) (n,m)en2 Sommable. (N x {n}),, oy est une partition de N2. D’aprés le théoréme
16, page 6, (théoréme de sommation par paquets) pour chaque n € N, la série de terme général um n, m € N, converge et

+oo
la série de terme général v, = Z Um,n, N € N, converge et de plus
m=0
+oo +oo
AR o (D S B NPt}
(m,n)eN2 n=0 \ (m,n)eNx{n} n=0
+o0o
De méme, pour chaque m € N, la série de terme général umm n, n € N, converge et la série de terme général wy, = Z Um,n,
n=0

n € N, converge et de plus

IR 3 D M S W pa

(m,n)eN2 m=0 \ (m,n)e{m}xN m=0

+oo +oo +oo
Réciproquement, supposons que pour tout n € N, Z Um,n < +00 puis que Z (Z um,n> < +o00. Posons § =

£ (5 )

n=0

Soit ] une partie finie de N2. Il existe (m,n) € N? tel que | C [0,m] x [0,n]. On a alors

m=0

n n n “+oo “+o0
Z Up g S Z Upg | S Z Upg | < Z Z Up,q | =
(p,a)€] q=0 \p=0 q=0 \p=0 q=0 \p=0

Ainsi, pour toute partie finie J de N2, Z Up,q < S. On en déduit que la suite (um»“)(n,m)eNz est sommable.
(pya)e]

Théoréme 25. Soit (U.m,n)(TL m)en2 une suite « a double entrée » de complexes.
Si la famille (um,n)(m nyenz est sommable, alors pour chaque n € N, la série de terme général um, n, m € N, converge
+oo
et la série de terme général v,, = Z Um,n, I € N, converge et de méme, pour chaque m € N, la série de terme
m=0
+oo
général Uy n, n € N, converge et la série de terme général wy, = Z Um,n, M € N, converge. De plus,
n=0
+oo +oo
MRURE S A ES W Pt |
(m,n)eN? n=0 m=0

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme de sommation par paquets (théoréme 22,
page 8).
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On termine ce chapitre par deux exemples d’utilisation des théorémes 24 et 25.

1
Exemple 1. Montrons que la famille <ﬁ> n’est pas sommable.
ne —p< / (n,ple(N*)?
£

Soit p € N*. Pour n € N* \ {p}, %—pz = 21_1) (TIL—P — Tl#‘*‘?) Donc pour N > p,

—_

Y ate3 (S -ml X - ¥
2 _p2 p n—-b n+v/) 20 X X
tendNngp TP P iRy \VTP NP PGSR 0 B kN, k2 €
—1 N—p N+p P N+p
1 ( = 1 11 1) 1 (3 1
N N N It P - S
2p k=1 k k=T k k=1 ko 2p k=1 k p \2p k=N—p+1 k
& 1 1
Maintenant, Z —=—+...+ est une somme de 2p — 1 termes tendant vers 0 quand N tend vers
k N-—-p+1 N+p
k=N—-p+1
N+p 1
~+00. Puisque 2p — 1 est constant quand N varie, lim Z — =0 et donc
N—+o0 k
k=N—p+1
1 1 3 3 1 < 3 7
UL R P (i) s ) A
2_ 2 2 2_ 2 2
neN*, n#p e P po2Zp A peN* \neN*, n#p e P p=1 4p 8
Pour n € N* donné, on a aussi Z ] Z ] 5 et donc
ur nné, on a aussi —_— = —_— = n
’ nZ —p? pZ—n2 42
peEN*, p#n peEN*, p#n
S Y )
n2_p2 | - g
neN* \ peN*, p#n n p 8
1 1
En particulier, Z Z m #* Z Z m . On en déduit que la suite double
neN* \peN*, p#n peN* \neN*, p#n
1
o n’est pas sommable.
ne—p )2
(n,p)E(N*)2, n#p
Exemple 2. Montrons que la f : x — el¢") est développable en série entiére sur R. Soit x € R.
+oo +o0o
ee" _ (ex)]? _ Z lepx
p! p!
p=0 n=0
B E 1 <+oo (px)n> “+oo <+oo pnxn>
- D! T Ip!
‘p:Op n=0 n p=0 \n=0 np
nxn
Pour (n,p) € N?, posons un p=-——
’ nlp!
+oo +oo +oo +oo pn‘X‘n -
— — e
Z ‘un,p‘ = Z Z nip! =e < +o00.
p=0 \n=0 p=0 \p=0
Donc, la suite double (un»P)(n,p)eNZ est sommable. On en déduit que
+oo +00  _n.on +oo +00 1
e* __ px _ l p_ n
¢ _Z< n!p!>_zn! p! bl
p=0 \n=0 n=0 p=0
1 +00 1 +oo
Ainsi, si pour n € N, on pose a, = = Z p—', pour tout réel x, on a e® = Z anx™. Ceci montre que la fonction
n p=0 " n=0
x — €€ est développable en série entiére sur R.
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