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I - Définition d’une série entiére

Dans cette section, K désigne R ou C.

DEFINITION 1. Soit (an), oy € KN, La série entiére associée a la suite (an)pen est la série de fonctions de terme
général

fn: K — K ,neN.
z = apzh

e Pour z donné, la série numérique de terme général a,z™, n € N, n’est pas nécessairement convergente. En cas de
convergence, on peut poser

Un polynoéme est une série entiére d’un type particulier : les polynomes sont les séries entiéres associées aux
suites (an), ¢y qui s’annulent & partir d’un certain rang. La notion de série entiere est une généralisation de la notion de
polynoéme.

e La somme d’une série entiére peut parfois s’exprimer & ’aide des fonctions usuelles. Par exemple, pour tout réel x, la

: L Xt .
série numérique de terme général . ne N, converge et on sait que
n!

+m>xn
Vx € R, E — =e%,
n!
n=0

ou aussi, pour tout nombre complexe z de module strictement inférieur a 1, la série numérique de terme général z™ converge
et on sait que

1
1—-2’

+00
vz € D(0,1), ZZ“:
n=0

(D(0,1) désignant le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1). Mais, il ne faut pas croire que chaque fois que 'on se

donne une suite (an), oy, on peut exprimer la somme & I'aide des fonctions usuelles. Par exemple, si pour tout n € N,

an, = 5 la fonction

(n!)
+oo Zn
f:z— Z W
n=0
et définie sur C tout entier mais on peut démontrer que la fonction f ne s’exprime pas a ’aide des fonctions usuelles. On

vient ainsi d’obtenir une nouvelle fonction.

e La somme () est ambigué quand z = 0 et doit étre comprise ainsi :

fl0)=ao+0+0+...=ao.

Ainsi, la valeur d’une série entiére en 0 est son « coefficient constant ». La somme d’une série entiére est toujours
définie en 0 et il arrive que cette somme ne soit définie qu’en 0. C’est par exemple le cas de la série entiére associée a la
suite (n!)nen car pour z € C*, la série numérique de terme général nlz™ est grossiérement divergente d’aprés un théoréme
de croissances comparées.

Exercice 1. Pour chacune des séries entiéres suivantes, exprimer a,, en fonction de n.
+00 +oo n “+oo 2n “+oo 3n +oo
X X X X 2
1 — 2 — 3 — 4 —— 5 (),
)27 VoG Vol Yy X
n=1 n=0 n=0 n=0 n=0

Solution 1.

1
1) ap=0etVn>1 a,=—.
n
2)V/neN _ ]
)Vn e ,an—m.
1T . .
—'s1nestpa1r . 1
3)vneN, a, = n! ou bien Vp € N, azp = (2—13)' et azpy1 =0.

0 sim est impair

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 2 http ://www.maths-france.fr



#sine.%N

1
4) vn e N, an = (21’1/3)' ou bien \V/p S N, azp = (2—p)' et A3p41 = A3p42 = 0.
0 sinon ’

1 sin est un carré parfait

0 sinon (aco=1,a1=1,a2=0,a3=0,as=1,a5=0...).

5) vn € N, an—{

IT -Rayon de convergence d’une série entiére
Dans ce paragraphe, nous allons analyser le domaine de définition de la somme d’une série entiére.

1) Le lemme d’ABEL

Théoréme 1 (lemme d’ABEL). Soit (an), oy € C.

On suppose qu'’il existe zg € C\ {0} tel que la suite (anzg), oy soit bornée.
Alors, pour tout nombre complexe z de module strictement inférieur & |zol, la série numérique de terme général a,z™,
n € N, converge absolument.

Démonstration. Par hypothése, il existe un réel positif M tel que, pour tout n € N, |anz{| < M.

Soit z € C tel que |z| < |zo| (puisque zp # 0, |zo| > 0). Alors, pour tout entier naturel n,

izl \" lzZl \"
lanz"| = [anzgl| x (— <M{—) .
1zol |zo|

n

|zl AT . |zl e

ﬁ € [0, 1] et donc la série géométrique de terme général M (|— , n € N, converge. On en déduit que
Z0 20

la série numérique de terme général |a,z™|, n € N, converge ou encore que la série numérique de terme général a,z™,

n € N, est absolument convergente.

Par hypothése,

2) Définition du rayon de convergence

DEFINITION 2. Soit (an),cy € CY. On pose

Rq =sup {r € [0,+ool/ (ant™), oy bornée}.

R existe dans [0, +o00] et est unique. Ry s’appelle le rayon de convergence de la série entiére associée a la suite

(a“)neN'

Commentaire. Dans la définition précédente, on affirme que Ry existe. Cela est di au fait que
{1‘ € [0,+o00l/ (an™), cn bornée} n’est pas vide car contient 0.

Exemples. Dans ce qui suit, on pose Eq = {r € [0,+o0l/ (ant™) bornée}.

neN
e Pour tout n € N, posons an = 1. Alors, Eq = [0,1] et donc Rq = 1.

e Pour tout n € N, posons a, =n?. Alors, E, = [0, 1[ (d’aprés un théoréme de croissances comparées) et donc Ry = 1.

1
e Posons ap = 0 puis pour tout n € N*, posons an = —. Alors, Eq = [0,1] et donc Rq = 1.
n

] n
e Pour tout n € N, posons a,, = (z) . Alors, E, = [0, 2] et donc R, = 2.

1 1
e Pour tout n € N, posons a,, =2™. Alors, E, = {0, ﬂ et donc Ry = 5

e Pour tout n € N, posons a,, =n!l. Alors, Eq ={0} et donc Ry = 0.

1
e Pour tout n € N, posons a,, = ~E Alors, E = [0, +00[ et donc Ry = +00. |
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3) Calculs de rayons

Théoréme 2 (caractérisation du rayon de convergence). Soit (an), oy € CN.

e Si Rq =0, alors pour tout z € C*, la suite (anz™),cy n’est pas bornée et en particulier, la série de terme général
anz™, n € N, diverge grossiérement.

e Si R, = +00, alors pour tout z € C, la série de terme général a,z™, n € N, converge absolument et en particulier,
la suite (anz™), oy converge vers 0 et donc la suite (anz™), o est bornée.

e Si Ry €]0, +oo[, alors

- pour z € C tel que |z| < Rq, la série de terme général anz™, n € N, converge absolument et en particulier,
la suite (anz™), oy converge vers 0 et donc la suite (anz™), oy est bornée.

- pour z € C tel que [z| > Rg, la suite (anz™),y n’est pas bornée et en particulier, la série de terme général a,z™,
n € N, diverge grossiérement.

Commentaire. Au vu des différentes situations, les implications ci-dessus (si Rq ..., alors ...) sont des équivalences. On
a obtenu une caractérisation de chaque situation.

Démonstration.

ler cas. Supposons R, = 0. Par définition de Rq, si z est un nombre complexe tel que |z[ > 0, la suite (anz™), oy n'est
pas bornée (car sinon Rq > |z| > 0) et en particulier, la série de terme général a,z™, n € N, diverge grossiérement.

2éme cas. Supposons que Ry = +0c0. Soit z est un nombre complexe.
|z| n’est pas un majorant de {r € [0,+col/ (an™)cn bornée}. Dong, il existe To > |z| tel que la suite (anty), oy soit
bornée. D’aprés le lemme d’ABEL, la série de terme général a,,z™, n € N, converge absolument.

3éme cas. Supposons que Rq €]0, +00o[. Soit z un nombre complexe.

- si |z| > Rq, la suite (anz™), oy n'est pas bornée par définition de Rq et en particulier, la série de terme général anz™,
n € N, diverge grossiérement.

- si |z| < Rq, alors, par définition de R, il existe 1o € ]|zl Rq[ tel que la suite (anz™), oy soit bornée. D’aprés le lemme
d’ABEL, la série de terme général a,z™, n € N, converge absolument et en particulier la suite (anz™), oy est bornée.

Dans ce qui suit, pour R > 0, on note D(0, R) le disque ouvert de centre 0 et de rayon R c’est-a-dire {z € C/ |z| < R} (quand
R = 0, D(0,R) est vide) et on note D¢(0,R) le disque fermé de centre 0 et de rayon R c’est-a-dire {z € C/ |z| < R}. Le
théoréme suivant résulte immédiatement du théoréme 2.

Théoréme 3. Soit (an), .y € CV. On suppose que Rq € [0, +ool.
“+oo
Pour x € R, on pose f(x) = Z anx™. Le domaine de définition A¢ de la fonction f vérifie
n=0
]_Ra) Ra[ C Af C [_Ra) Ra] .
+o0o
Pour z € C, on pose f(z) = Z anz". Le domaine de définition As de la fonction f vérifie
n=0
D (0,R,) C Af C D¢ (0,Rq) -

Commentaire. Ainsi, dans le cas d’une variable réelle x, le domaine de définition de la série entiére est 'un des quatre
ensembles | —Rg, Ral, ]—Ra, Ral, [Ra, Rql ou [—Rg, Ry]. Si Rq = 400, le domaine est ] — oo, +00[ et si Rq = 0, le domaine
de définition est {0}.

DEFINITION 3. Soit (an),cy € C" tel que Rq €]0, +o0l.

L’intervalle ]| —Rq, Rq[ s’appelle 'intervalle ouvert de convergence de la série entiére (de variable réelle) associée a

la suite (an), ¢y

Le disque D (0,R,) ={z € C/ |z] < Ry} s’appelle le disque ouvert de convergence de la série entiére (de variable
complexe) associée a la suite (an),,cy-

Commentaire. On est str que la série de terme général a,x™ converge quand x € ]—Rq, Rql et diverge quand |x| > Rg.
Quand [x| = Rq, on ne peut énoncer aucune régle générale. Tout est possible. Par exemple,

sian =1, alors Rg =1 et Af =] —1,1],

1
si an:Epourn>1 et ap =0, alors Ry =1 et Ap = [—1,1],
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-1 n—1
si an:% pour n > 1et ap =0, alors Ry =1 et Ay =] —1,1],

sian = — pourn >1et ap =0, alors Ra =T et A¢ = [—T1,1].
n

On a des résultats analogues pour les séries entiéres de variable complexe. Quand |z| = Rq, tout est possible de sorte que
le cercle de centre 0 et de rayon Ry est quelques fois appelé cercle d’incertitude.

Résumons maintenant les résultats précédents sur un graphique :

> anx!' converge absolument (anx}) non bornée
>~ anx!' converge anxy ne tend pas vers 0
anxy — 0 > anxy diverge grossiérement
n—+oo
(anxT") bornée \
| i P L &
1 T T ®
R

| tout est possible |

et si la variable est complexe, cela donne

Zy

(anz}) non bornée

°
> anzy converge absolument \
> anzl} converge anzy ne tend pas vers 0
anzl"* — 0 Y anz) diverge grossiérement

n—-+oo °
(anz}) bornée Z1

t
—Ra 0 Ra
tout est possible

Exercice 2. Déterminer R, dans les cas suivants :

1
n+3

2) Vn € N, an =1 si nn est une puissance de 2 et 0 sinon.

1)VneN, a, =

3)ap=a; =0et Vn>2, a, =1 si n est premier et O sinon.

Solution 2.

n n

2n+3

1) La suite < diverge et donc Ry < 1. Finalement,

Rqe =1.

est bornée et donc Ry > 1. La série de terme général
n+3 neN

2) Pour tout n € N, 0 < a, 1™ < 1 et donc la suite (an1™), oy est bornée. On en déduit que Rq > 1. Mais a, 1™ ne tend
pas vers 0 quand 1 tend vers +oo et donc Ry < 1. Finalement, R, = 1. On note que pour x €] — 1,1,

+o0o
fx)=x+x2+x*+x8+... = Zx(zn).
n=0
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3) La suite (an1™), oy est bornée et donc Ry > 1. Mais an 1™ ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo (car il existe une

infinité de nombres premiers) et donc Rq < 1. Finalement, Rq = 1. On note que pour x €] — 1, 1],

+oo
fx) =x2+ x>+ +x +x" +.. = pr“.
n=1

Avec cet exercice, on peut dégager les premiéres méthodes de calculs de rayons :

Si pour un certain nombre complexe non nul z, on a

ou bien (anz™) non bornée,

ou bien a,z™ ne tend pas vers 0 quand n tend vers oo,

ou bien ) anz™ est semi-convergente (c’est-a-dire convergente sans étre absolument convergente)
alors, Rq < |zl.

Si pour un certain nombre complexe non nul z, on a
ou bien ) anz™ est convergente
ou bien a,z™ tend vers 0 quand n tend vers 400,
ou bien (anz™) bornée,

alors, Rq > |z|.

1T too  1yn—1
Par exemple, puisque Z % est convergente mais non absolument convergente, le rayon de Z ———xMest 1
n=1

car supérieur ou égal a 1 et inférieur ou égal a 1.

Théoréme 4. Soit (an),cy € CN et k € C*. Alors, Rxa = Ru.

Démonstration. Puisque k # 0, {r € [0, +ool/ (kan™™), ey bornée} = {r € [0,+o0l/ (anr™)
culier, Rq = Rq (Rkq désignant le rayon associé a la suite ka = (kan), cy)-

nEN bornée} et en parti-

Théoréme 5 (comparaisons de rayons). Soient (an), oy et (bn),cn-

e Si pour tout n & partir d’un certain rang, on a |an| < |byn|, alors Rq > Ryp.
eSia, = O/(by),alors Rq > Ry.
n—-+oo

eSia, = o0(bn),alors Rq > Ryp.
n—-+oo

eSia, ~ Dby, alors Rq =Ryp.
n—-+oo

Démonstration. e Supposons que pour tout n a partir d'un certain rang, |an| < |bnl. Soit z € C. Pour n a partir
d’un certain rang, |a,z"| < [bnz™| et donc {r € [0, +ool/ (bnT™), ey bornée} C {r € [0,+col/ (an™)cn bornée}. En
particulier, R4 est un majorant de {T € [0, +o0l/ (bpr™) bornée} et, puisque Ry est le plus petit des majorants de cet
ensemble, Rq > Ry.

neN

e Sian T O (by), il existe M > 0 tel que pour n & partir d’'un certain rang, |an| < M |by|. D’aprés ce qui précede et

le théoréme 4, Ra 2 RMb = Rb.

eSia, = ofby),alorsa, = 0O(by) et donc Ryq = Ryp.
n—-+oo n—-+o0

eSia, ~ bp,alorsa, = O(by)etb, = Of(an). Onen déduit que Rq > Ry et Rqg < Ry puis Rg = Ry,
n—+oo n—-+o0 n—-+o00

Exercice 3. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
00 n 400 +o0 1 2\ T
1 n x™ no- 1+t
1)Z}<e—<1+ﬁ) )x 2)Z}n—n S)Zoanx ouan—L< 5 > dt.
n= n= n=

Solution 3.

] mn
1) Posons ap = 0 et pour n € N*, posons a, = e — (1 + E) .
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a, =e
— e—elbErelEE) _ o_otdeld) _ o(1_edield)
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
1 e 1
(e (3) emem o (3)
e
n%la:iﬁ'

Posons bg =0 et pour n € N*, b, = Zi' Onaa, ~ bpetRy=1 DoncRq=1.
n

n—-+o00

1 1
2) Posons ap =0 et pourn > 1, ap = — - Posons encore pour n € N, by, = -
n

Onaa, = o(by) (daprésun théoréme de croissances comparées) Ry, = +oo0. Done, Rq = +00.
n—-+00

1+t2 T+t2\"
3) Soit n € N. Pour tout réel t de [0,1] (1 —t)? > 0 et donc + >t > 0 puis < ) > t". D’autre part, pour
T+t2 141
te0,1],0< —; < % = 1. Par suite, pour n € N,
1 1 1 1 .tZ n 1
bn:—:J t“dtgan:J + dt<J1dt:1:cn.
Tl+] 0 0 2 0

On en déduit que 1 =R, < Rqg < Rp =1 et donc Ry = 1.

Théoréme 6 (régle de d’ALEMBERT). Soit (an), oy € C".

A1

On suppose que la suite (an), oy € CN ne s’annule pas a partir d’un certain et que tend vers { € [0, +o0].

an

—_

1
Alors Rq = = (avec la convention — = +o00 et — =0).
0 +o0

3

Démonstration. Soit z un nombre complexe non nul. Pour n & partir d’un certain rang,

n+1

ani1z a
n+1 _ n+1 X‘ﬂ.
anz™ n
a a Zn+1 )
Par hypotheése, ntl — fetdonc |1 | L)z (si € = +o0, {|z| = 400 car |z| > 0).
A, | n—+oo anz™ n—-+o0

D’aprés la régle de d’ALEMBERT pour les séries numériques, si £|z| > 1, la série numérique de terme général |a,z™| diverge
grossiérement et si £|z| < 1, la série numérique de terme général |a,,z™| converge absolument.
Ainsi,

- si £ €]0, +o00l, la série numérique de terme général |a,z™| converge absolument si |z| < 1 et diverge grossiérement si

1 1
|z| > T Dans ce cas, Rq = T

- si £ = 0, pour tout nombre complexe z, la série numérique de terme général |a,,z™| converge absolument. Dans ce cas,
1

Ra =400 = E

- si { = 400, pour tout nombre complexe non nul z, la série numérique de terme général |a,z™| diverge grossiérement.

1
Dans ce cas, Rg =0 = -

0
Exercice 4. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
+oo n +00 _3n +o0o non
X X (—1)™x
1 —_— 2 — 3 —_—.
) Z (2n)! ) Z n! ) Z (211)
n=0 n=0 n=0
n

Solution 4.
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1) Pour n € N, posons a, = ——. Pour tout entier naturel n, a,, # 0 puis

(2n)!
any1|  (2n) 1
an | (2n+2)! (2n+2)2n+1)°
puis dnt1 — 0. D’aprés la régle de ’ALEMBERT, Rq = +00.
Qan n—-+oo
oo 3n 6  x?
2) Z = 1+ + + 3 +.... Pour tout p € N, azp11 = azp42 = 0. On ne peux pas utiliser la régle de d’ ALEMBERT

pour les séries entiéres car quelque soit le rang considéré, la suite (an), oy s’annule au moins une fois au-dela de ce rang
(une telle série entiére est dite lacunaire). Par contre, on peut utiliser la régle de d’ALEMBERT pour les séries numeériques.
Soit x un réel non nul.

X3n+3/(1’1—‘r ])! - |X|3
x31/n! C (n+1)

X33 /(4 1)1
x3n/(n+1)!

3n
X
terme général —me N, converge.
n!

— 0 €[0,1[. D’apreés la régle de d’ALEMBERT pour les séries numériques, la série numérique de

uis
p n—-+o0

- . L L X
Ainsi, pour tout réel x, la série numérique de terme général e N, converge et donc Ry = +00.
n!

La solution précédente est en fait trés maladroite. Il est connu que, pour x € R donné, la série numérique de terme
x™ 3n x3

général o converge. Donc, pour tout réel x, la série numérique de terme général — = ( n') converge. On en déduit

que Rq = +00. Il n’y a au bout du compte que peu de situations ot la meilleure méthode consiste a utiliser la régle de

d’ALEMBERT.

—

—n

()
A

3) Pour n € N, posons a,, =

Pour tout entier naturel n, a,, # 0 puis

2n
Qni n) ~ (2n)! y (n+1D2 (n+1)32 on+1
an m+2\ M2 2n+2)  2n+2)2n+1) 22n+1)°
n+1
puis nt] LI l D’aprés la régle de d’ALEMBERT, Ry = 4.
an n——+oo 4'[1 4 ’

III - Propriétés de la somme d’une série entiére

1) Convergence normale

Théoréme 7. Soit (an), oy € CN telle que Ry > 0.

Pour tout réel r tel que 0 < r < Rq, la série de fonctions de terme général f, : x — a,x™ converge normalement sur
[=r, 7).

Pour tout réel r tel que 0 < v < Ry, la série de fonctions de terme général f,, : z — anz™ converge normalement sur
Df (O, T) .

Démonstration. Pour n € N et z € C, on pose i, (z) = anz™. Pour z € D (0,R,), on pose f(z Z anz"
Soit T €]0, Ro[. Soit n € N. Pour tout z € D¢(0, 1),

Ifr(z)] = lanl x |zI™ < lan|r™,

ol |an|T™ est le terme général d’une série numérique convergente puisque r < Rq. Donc, la série de fonctions de terme
général f,, converge normalement et en particulier uniformément sur D¢ (0, 7).

La démonstration est analogue dans le cas d’une variable réelle.
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Commentaire. Ainsi, une série entiére d’une variable réelle (resp. d’une variable complexe) converge normalement et
donc uniformément sur tout segment de centre 0 contenu dans son intervalle ouvert de convergence (resp. tout disque
fermé de centre 0 contenu dans son disque ouvert de convergence). Mais attention, une série entiére peut ne pas
converger uniformément sur son intervalle ouvert de convergence.

On peut donner deux exemples a ce sujet. Considérons tout d’abord la série entiére associée a la suite (an), oy = (1)nen-
OnaRy=1et

+o0 +oo 1
vx €] —1,1], Z anx" = Zx“: T
n=0 n=0

Supposons par l'absurde que la série de fonctions de terme général f; : x +— x™ converge uniformément sur | — 1, 1[ vers
la fonction f : x +— T Chaque fonction f,,, n € N, a une limite réelle quand x tend vers —1 par valeurs supérieures a
—X

savoir €, = (—1)". Le théoréme d’interversion des limites affirme alors que la série numérique de terme général {,, converge
ce qui n’est pas. Donc, la série de fonctions de terme général f,, : x — x™ ne converge pas uniformément sur | — 1, 1[ vers

la fonction f : x — .
—X

1
Considérons ensuite la série entiére associée & la suite (an), oy = (— .On a Ry =+ et
neN

n!
+oo +oo XM
vx € R, E anx“:E — =e~.
n!
n=0 n=0

Dans l'exercice n°4 de la planche n°7 « Suites et séries de fonctions », on montre que si une suite de polynomes (Pn), oy
converge uniformément vers une fonction f sur R, alors la fonction f est un polynéme. Puisque I’exponentielle n’est pas
une fonction polynoéme (car par exemple, aucun polynéme non nul n’est égal a sa dérivée pour des raisons de degré), la
convergence sur R n’est pas uniforme.

2) Continuité de la somme d’une série entiére

Théoréme 8. Soit (an),cy € CN telle que Ry > 0.
+oo

Si pour x € ]—Rq, Ral, on pose f(x) = Z anx™, alors f est continue sur |—Rq, Rql.
n=0
+oo

Si pour z € D (0,Ry), on pose f(z) = Z anz™, alors f est continue sur D (0,Rq).

n=0

+o0o
Démonstration. Pour n € N et z € C, on pose f,,(z) = anz™. Pour z € D (0,R,), on pose f(z) = Z anz™.
n=0

Soit 1 € ]0,Rq[. Chaque fonction f,, est continue sur D¢(0,7) et la série de fonctions de terme général f,, converge
uniformément vers f sur D¢(0, 1) d’aprés le théoréme 7. Dong, f est continue sur D¢ (0, 7).

Pour tout T € ]0,Ry[, f est continue sur D¢(0, 1) et donc f est continue sur D (0,Rg).

La démonstration est analogue dans le cas d’une variable réelle.

Commentaire. Ainsi, la somme d’une série entiére est continue sur son intervalle ouvert de convergence
(respectivement, son disque ouvert de convergence). Mais attention, le théoréme précédent ne dit rien de la continuité « au
bord de I'intervalle ou du disque » si par exemple, la somme de la série est définie sur [—Rq, Rq].

+0o
. X
Exercice 5. Pour x € R, on pose f(x) = Z 2
n=1
1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f.
2) Etudier la continuité de la fonction f.

Solution 5.

1) Notons D le domaine de définition de la fonction f.
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0sin=0
An41

.Pourn>1 a, #0 et
an

~ 1. D’aprés la régle de d’ALEMBERT,

n—-+oo

Pour n € N, on pose a,, = {

.
—281n21
n

Rq = 1. On sait alors que
]—1,1[c D¢ C [-1,1].
=n"

. . oo 1 .
De plus, les séries numériques de termes généraux respectifs —,n €N, et —5—, n € N*, convergent. Donc, f est définie
n n

en —1 et en 1. Finalement,

Df=[-1,1].

2) On sait que la somme d’une série entiére est continue sur son intervalle ouvert de convergence et donc f est continue sur
] — 1, 1[. Pour étudier la continuité de f en 1 ou en —1, nous n’avons plus de théoréme sur les séries entiéres a disposition
et nous allons donc utiliser un théoréme issu du chapitre sur les « séries de fonctions » en général.

Pour n € N et x € [-1,1], posons fy(x) = anx™. Donc fo =0 puis ||fo]|,, = 0. Soit n € N*. Pour tout x € [-1,1],

bt

|fn(x)| - F X nz)

1
et donc [[fnl, < —5. On en déduit que la série de fonctions de terme général f,, converge normalement et en particulier

uniformément vers f sur [—1, 1]. Puisque chaque fonction f, n € N, est continue sur [—1, 1], la fonction f est continue sur

—1,1].

3) Dérivation des séries entiéres

Dans ce paragraphe et le suivant, les théorémes concernant la dérivation ou l'intégration des séries entiéres sont établis
pour des séries entiéres de variable réelle car, en maths sup et en maths spé, on ne dérive pas et on n’intégre pas des
fonctions d’une variable complexe.

On commence par deux lemmes :

Théoréme 9. Soit (an),cy € CN. Pour n € N, on pose by = any1.

Alors, Rqg = Ry,.

Démonstration. Pour r > 0, la suite (1" an) oy = (r“” (ln+1) =1 (r"by) est bornée si et seulement si la suite

(T™bn), ey est bornée.

Donc, Ry = Rg.

neN* neN*

Théoréme 10. Soit (an), oy € CN. Pour n € N, on pose b,, = nan.

Alors, Rqg = Ry,.

Démonstration. Pour tout n € N*, |b,,| = n|an,| > |an| et donc Rp < Rq. Donc, si Rq =0, alors Ry, =0 = Rg.

Supposons dorénavant Rq > 0. Soit 1 < Rq puis v/ € Jr,Rq[. La série de terme général a,v'™, n € N converge puis, d’aprés
. p . T
un théoréme de croissances comparées et puisque — €] —1,1],
T
n m T n m m
bar™ = anr xn(—) = anpr™o(1) = ol(anr™).
T/ n—-+oo n—+o0

Ainsi, pour tout 1 € [0, Ry [, la série de terme général b, ™, n € N, converge. On en déduit que Ry > Ry puis que R, = Rq.
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Théoréme 11. Soit (an), oy € CN telle que Ry > 0.

+oo
Pour x € |—Rq, Rq[, on pose f(x) = Z anx™. Alors f est de classe C! sur |—Rq, Rq[ et la dérivée de f s’obtient par
n=0
dérivation terme a terme :
+oo +oo
¥x € ]-Rq, Ral, f'(x) = Z nax™ ! = Z(n+ Nan1x™.
n=1 n=0

De plus, la série entiére associée a la suite ((n+T)ani1), oy @ méme rayon que la série entiére associée a la suite

(an)neN'

+oo
Démonstration. Pour n € N et x € |—Rq, Rq[, posons f,(x) = anx™ et pour x € ]—Rq, Rql, posons f(x) = Z anx™.
n=0
Soit r € ]—Ra, Ra[-

Chaque fonction fn, n € N, est de classe C' sur [-1,1] et pour n € N et x € [-1,7], f/(x) = { Osin =0

nax" 'sin>1
D’aprés les deux théorémes précédents, la série entiére de terme général f/| a encore pour rayon R, et donc, la série de
fonctions de terme général f/,, n € N, converge uniformément sur [—r,1].

En résumé,

e la série de fonctions de terme général f,, n € N, converge simplement vers la fonction f sur [—r, 1],
e chaque fonction f,, n € N, est de classe C! sur [—1, 1],
e la série de fonctions de terme général f/, n € N, converge uniformément vers la fonction f sur [—r,1].

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme, la fonction f est de classe C' sur [—7,1] et sa dérivée s’obtient par
dérivation terme & terme. Ceci étant vrai pour tout réel T € ]0,Rq[, f est de classe C' sur ]—Rq, Rq[ et pour tout x de
]_Ra) Ra [7

+oo +oo
f'(x) = Z nax" ! = Z(n+ Dans1x™.
n=1 n=0

Puisque la série entiére dérivée a méme rayon de convergence, on peut redériver et par une récurrence immédiate, on
obtient :

Théoréme 12. Soit (an), oy € CN telle que Ry > 0.

+oo
Pour x € ]—Rg, Ral, on pose f(x) = Z anx™. Alors f est de classe C* sur |—Rq, Rql et les dérivées successives de f

n=0
s’obtiennent par dérivation terme a terme :

00 +o00 .y
Vp € N*, ¥x € ]—Rq, Ral, fP)(x) = Z nm—1)...n—p+Nax" P = ——apx"P
(n—p)!
+o0 too
n+p)!
= Z(n+p)(n+p—1)...(n+ Danipx™ = Z (ni'p)anﬂ)x“.

0 n=p

3
Il

De plus, les séries dérivées ont méme rayon que la série entiére associée a la suite (an), -

Commentaire. Les formules utilisant des factorielles restent valables quand p = 0.

Théoréme 13. Soit (an), oy € CN telle que Ry > 0.

+oo
Pour x € ]—Rq, Ral, on pose f(x) = Z anx™. Alors,
n=0

(1) (0)

meN, a, = et donc aussi ¥n € N, f(™(0) =nla,.

Démonstration. D’aprés le théoréme 12, f est de classe C* sur ]|—Rq, Rq[ et pour p € N et x € ]|—Rq, Ral,
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! +2)!

+oo
n+p)! +1)! !
fPl(x) = Z (ni'p)anﬂgxn =plap, + (]:)]7')(11;+]X+ T)QPHXZ +...

[}

n=

puis fP)(0) = pla, +0 =7pla,.

Théoréme 14 (unicité des coefficients d’une série entiére). Soient (an), .y € CN et (bn)pen € CN telles que
Ra >0et Rp > 0.

+oo +oo
Pour x € ]—Rq, Ral, on pose f(x) = Z anx™ et pour x € ]—Ryp, Rp[, on pose g(x) = Z bnx™. Alors,

n=0 n=0

Vx € ]_Min{Ra) Rb})Min{Raa Rb}[) f(X) = Q(X) &SWneN, a, =bg.

Démonstration. D’aprés le théoréme 12, f et g sont de classe C* sur ][-Min{R4, Ry}, Min{Rq, Rp}[. Supposons que pour
tout x de ]—Min{Rq, Ry}, Min{Rq, Rp}[, f(x) = g(x). Alors, d’apreés le théoréme 12, pour tout n € N,

Réciproquement, si pour tout n € N, on a ay = by, alors Rq = Ry et pour tout x de ][ -Min{Rq, Ry}, Min{Rq, Rp},
f(x) = g(x).

Le théoréme précédent permet d’identifier les coefficients.

Théoréme 15. Soit (an), oy € CN telle que Ry > 0.

“+o00
Pour x € ]—Rg, Rq[, on pose f(x) = Z anx™. Alors,
n=0

f est paire &Vn €N, aznr1 =0 et f est impaire &Vn € N, azn1 =0.

+o0
Démonstration. Pour x € ]|—Rg, Ry, f(—x) = Z (=)™ anx™. Par suite,

n=0

f est paire & Vx € |—Rg, Ral, f(—x) = f(x)
SvneN, (—1)"a, = a, (par unicité des coefficients d’une série entiére)
sSvneN, (1—(-1)Ya,=0&85vneN, 0x ayn =0et2a2,.1 =0
S Vn e N, Aony1 = 0.

et

f est impaire & Vx € ]—Rq, Rql, f(—x) = —f(x)
SvyneN, (—1)"a, = —a, (par unicité des coefficients d’une série entiére)
sSvneN, (1+(-1)an=0&5YneN, 2a, =0et 0 X azns1 =0
&SvneN, ay, =0.

Commentaire. On sait que toute fonction définie sur un intervalle ouvert centré en 0 est somme de maniére unique
d’une fonction paire et d’une fonction impaire (appelées respectivement partie paire et partie impaire de f). Si pour

+o00 +o0o
X € ]—Rq, Ral, on pose f(x) = Z anx™, la partie paire de f est la fonction x Z arnx>™ et la partie impaire de f est
n=0 n=0
+o0o
la fonction x — Z oy X201
n=0
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4) Intégration des séries entiéres

Théoréme 16. Soit (an), oy € CN telle que Ry > 0.
Pour x € ]-Rg, Rq[, on pose f(x Z anx™. Alors,

f admet des primitives sur ]| —Rq, Rq[. De plus, si F est une primitive de f sur ] —Rg, Rq [, alors pour tout x de | —Rq, Rql,

+1 too

+Z s A (O)—I—Z%x“.

n=1

De plus, la série entiére obtenue a pour rayon Rg.

Démonstration. f est continue sur ] —Rg, Ro[ et donc f admet des primitives sur ]| —Rq, Rq[. Soit F une telle primitive.

F(0)sin=0

Pour n € N, posons b,, = { an—1 . D’apres les théorémes 9 et 10, R, = Ry, (pour n > 1, an—1 = nby).
n

sin>1

+1
Pour x € |—Rg, Rql, posons g(x )+ Z An—1 n — F(0) + Z an_:i—_i_]. La fonction g est définie et dérivable sur
n=

]—Ra, Ral et pour x € ]—Rq, Ral,

+oo
"(x) = Z anx™ =
n=0

Done, g est une primitive de f sur ]—Rq, Rq![ et de plus, g(0) = F(0). On en déduit que g = F.

.I o0
Exemple 1. On sait que pour tout x €] — 1,11, T Z x". En remplagant x par —x, on obtient
—x

1
vx €l —1,1], T D (=1
n=0
+oo 1
Pour x €] — 1, 1[, posons f(x) = Z (—1)™" = T« puis notons F la primitive de f sur ] — 1, 1[ qui s’annule en 0 : pour
n=0
*odt o . .
tout x de ] — 1, 1[, F(x) = Tri In(1 4 x). Par intégration, on obtient pour x €] — 1, 1]
0
+oo n+1 +oo X
(14+x) =Fx) =F0) + > (1) Z e
n=0 n=1
On a montré que
+oo ' XM
¥x el =110 In(1+x) = Y (=)™~ —.
n=1
1 +oo
Exemple 2. On sait que pour tout x €] — 1, 1], T Z x™. Pour x €] — 1,1, —x? €] — 1, 1] et
=0
1 n+oo
= S
n=0
+oo 1
Pour x €] —1,1[, posons f(x) = Z (=12 = ] 5 puis notons F la primitive de f sur ] —1,1[ qui s’annule en 0 : pour
N n=0 +x
dt
tout x de ] — 1, 1[, F(x) = J e Arctan(x). Par intégration, on obtient pour x €] — 1, 1]
0

x2n+1 +oo x 2N+

Arctan(x) = )+ Z = Z (=n"
n=0

n+1°
On a montré que
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X2n+1

+00
Vx €] — 1, 1], Arctan(x) = Z(—])“m.

5) Opérations sur les séries entiéres

a) Somme de deux séries entiéres

Théoréme 17. Soient (an), oy € CN et (bn)pen € CN telles que Rq > 0 et Ry, > 0.
Alors, Rgtp = Min{Rg, Rp}. De plus, si Rq # Ry, alors Rqyp, = Min{Rg, Rp}.
Enfin, pour z € D (0, Min{R4, Rp}),

+oo +oo +oo
Z (an +bn)z" = Z anz™ + Z bnz™.
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Puisque Ry > 0 et Ry, > 0, Min{Rq, Rp} > 0.

Soit z € D (0, Min{Rq, Rp}). Alors, les séries numériques de termes généraux respectifs anz™ et bnz™ convergent. On en
déduit que la série numérique de terme général (an + byn)z™ converge (somme de deux séries numeériques convergentes)
et que

+oo

+ +
Z (an +bn)z" = Zoo anz™ + Zoo bnz™.
n=0 n=0

n=0
Ceci montre déja que Rgyp > Min{Rg, Rp}.

Si de plus Ry # Rp, on peut supposer sans perte de généralité que Rqy < Ry et donc que Min{R4, Ry} = R4. Si z est
un nombre complexe tel que |z| € [Rq, Ry, on sait que la série numérique de terme général a,z™ diverge et que la série
numérique de terme général b, z™ converge. On en déduit que la série numérique de terme général (a,, + by )z™ diverge
(dans le cas contraire, la série numérique de terme général anz™ = (an + bn)z™ — bnz™ convergerait, ce qui n’est pas).
On en déduit que Rqyp < Rg = Min{Rg, Rp} et finalement que Rqyp = Min{Rq, Rp}.

Commentaire. On ne peut pas améliorer I'inégalité Ry, = Min{Rq, Rp}. Par exemple, si pour n € N, on pose an =1
et by = —1, alors Ry =Rp =1 et Rgyp = +0.

b) Multiplication par un scalaire

Théoréme 18. Soit (an), oy € CNet AeC.

RasiA#0

Alors, Ryq = Rq. Plus précisément, Ryq = { oo siA—0 -

Enfin, si Ry > 0, alors pour pour z € D (0, Ry),

+oo +oo

Z Aapx™ = A Z anx™.

n=0 n=0
Démonstration. Si A £ 0, Ryq = Ry d’aprés le théoréme 4 et si A = 0, alors Aa = 0 puis Ryq = +00. Si de plus, Rq > 0,

pour z € D (0,Ry),, la série numérique de terme général a,z™ converge. On sait alors que, pour z € D (0,R,), la série
numeérique de terme général Aan,z™ converge et que

+oo —+00
E Aanz™ = A E anz™.
n=0 n=0

Notons qu’en combinant les théorémes 17 et 18, on obtient

RAa+pb = Nﬁn{Ra)Rb}-
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¢) Produit (de CAUCHY) de deux séries entiéres

Théoréme 19. Soient (an), oy € CN et (bn) e € CN telles que Rq > 0 et Ry, > 0. Pour n € N, on pose

n
Cnh = E akbn_k.
k=0

Alors, R¢ > Min{Rg, Rp}. De plus, pour z € D (0, Min{Rg, Rp}),

+o00 +o00 +o0 n
<Z anz“> (Z bnz“> = Z ( akbn_k> z".
n=0 n=0 n=0 \k=0

Démonstration. Soit z € D (0, Min{Rg, Rp}). Pour n € N, posons u, = anz™, vy = bpz™ et

mn n
W = E U Vn—k = E agbn_x | 2™ =cnz™.
k=0 k=0

Puisque |z| < Rq et |z] < Ry, on sait que les séries de terme généraux u, et v, sont absolument convergentes. On en déduit
que la série de terme général w,, converge (produit de CAUCHY de deux séries numériques absolument convergentes) et
que

Ainsi, pour tout z € D (0, Min{R4, Rp}), la série numérique de terme général (Z akbn_k> z™ converge et donc

k=0
Re > Min{Rq, Rp}. De plus, si z € D (0, Min{Rq, Rp})

(5 o) (£ ) £ (£ n )

1 1
Exercice 6. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z (1 + 3 4.4+ E) x™ puis calculer
n>1

+oo 1 1
Z <1+_+,_.—|——>xn pour x € ]—R,R[.
2 n

n=1

O0sin=0
Solution 6. Pour n € N, posons a, = 1 1 . . Pour tout n > 1, ap > 1 et donc Ry < 1 et pour
1+§+...+Es1n>1

tout n > 1, a,, <n et donc Rq > 1. Finalement, Rq = 1.

+00o +00
1 1
Pourxe]—],][,posonsf(x):E (1+—+...+H)xn— E anx™.
n=0

2
n=1

0sin=20
Pour n € N, posons b,, =1 et ¢, = 1 . . Alors, ag = bpco puis pour n > 1,

—sin>1

n

n ] n
=3 LY e
k=1 k=0
+oo 1
On sait que Rp > 1 et que pour x €] — 1,11, Z box™ = ; = g(x). On sait aussi que R, = 1 et que pour x €] — 1, 1],
—x
=0

+o0o +oo X "
Z Xt = — = —In(1 —x) = h(x) (exemple 1 page 13).
n=0 n=1 n

La série entiére de somme f est le produit de CAUCHY des séries entiéres de sommes respectives g et h et donc, pour
x €]l —T1,1]

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 15 http ://www.maths-france.fr



- (1 + = +. ) Z anpx" <Z°° bnx“> (Z CnX ) = g(x)h(x ):—%.
n=0

n=

—_

IV - Exponentielle d’un nombre complexe

1) Développement en série entiére de l’exponentielle réelle et du cosinus et sinus réels

Théoréme 20.
x™ XZn X2n+1
Pour tout nombre réel x, les séries numériques de termes généraux respectifs —, (—1)"—=—— et (—1)™
n! (2n)! 2n+1)
convergent et
+oo x™ +oo X2‘n +oo XZTH—]
— =e - = cos(x —1)"— =sin(x).
2 2 =) ) (N gy = s
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Les fonctions exponentielle, cosinus et sinus sont de classe C* sur R.

e Soit x € R. Pour n € N donné, la formule de TAYLOR-LAPLACE & 'ordre n fournit

n
xk (x—t)™ |
=) = et dt.
gk J w4

puis
nok X n
Sy =" v
k! o nl ’
k=0
*(x—t)" *(x—t)" (x—t)™ xHTex x|t el
Six}O,Jgetdt:J =t eJ = _ K .
o ml o onl 0 (n+1)! (n+1)!
o ml onl (n+1)! m+1)!
Ainsi, pour tout réel x et tout ent1er naturel n,
n |X|n+1 x|
Z m+1
Cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oo d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc la série
Xxm +oo x™
de terme général — converge et =e".

e Soit x € R. Pour n € N donné, la formule de TAYLOR-LAPLACE & l'ordre 2n fournit

2n X 2n n 2 X 2n
(cos) (x —1) 2nt1) x-P (x —1) .
cos(x +J — (cos)P () dt = (—=1)P — (=" | —=——sin(t) dt.
2 o (2n)! ;) 2p)! o 2

puis

ZZTL L X2k |2+
cos(x) — (—1) < .

= (2Kk)! (2n+1)!

Cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oco d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc la

2n +oo 2n
série de terme général (—1)™ (72(71)! converge et HZ:O(— (;n)! = cos(x).

e Soit x € R. Pour n € N donné, la formule de TAYLOR-LAPLACE & 'ordre 2n + 1 fournit

2n+1 . n
) - (Sm)(k)(o) . x (X_t)2n+1 . (2n2) B x2p+1 [ (X_t)2n+1 '
SIH(X) = kE:o TX =+ JO W(SIH) + (t) dt = pE_O(—1 )P m —_ (—1) JO W sm(t) dt.
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puis
2n 2k+1 2n+2
X x|
sin(x) — —1k < .
) ];)( ) 2k+1)!| T (2n+2)!
Cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oco d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc la
K2+ +oo x2n+1
série de terme général (—1)™ converge et 1)t — =sin(x).
général (—1)" 7 g T;)( " gy = St

n

2) Définition et propriétés de l’exponentielle complexe

Théoréme 21. Pour tout nombre complexe z, la série numérique de terme général — converge absolument.
n!

1
Démonstration. D’aprés le théoréme 20, si a, = — alors Ry = +00 ce qui démontre le théoréme 21. On peut constater

directement que pour tout nombre complexe z et tout entier naturel n,

P B |z|™
nl nl’
et utiliser le théoréme 20.
DEFINITION 4. Pour tout nombre complexe z, on pose
+o0o o
exp(z) = Z m.
n=0
exp(z) est 'exponentielle du nombre complexe z.
Théoréme 22. Pour tous nombres complexes z et z’,
exp(z +z') = exp(z) x exp(z’).
n Zl‘rL
Démonstration. Soient z et z’ deux nombres complexes. Les séries numériques de termes généraux respectifs — et —-
! n!

sont absolument convergentes. Le produit de CAUCHY de ces deux séries converge et a pour somme exp(z) x exp (z'). Le

terme général de ce produit de CAUCHY est

k! (n—Xk)!
k=0 k=0
On a montré que
+o00o +00 _n +oo /T
N z z B (z+2z')" ,
exp(z) x exp(z’) = <Z F) <Z F) = y =exp(z+2')
n=0 n=0 n=0
Théoréme 23.
1) exp(0) =1
2) Pour tout nombre complexe z, exp(z) # 0 et
1
= exp(—z).
exp(z)
Démonstration. exp(0) =1+0+4+0+...=1 puis pour z € C,

exp(z) x exp(—z) = exp(z —z) = exp(0) = 1.

1 = exp(—z).

Donc, exp(z) #0 et
exp(z)
http ://www.maths-france.fr
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On fait maintenant le lien avec la définition de I'exponentielle d’'un nombre complexe donnée en Maths sup. On rappelle
que si x et y sont deux réels puis z = x + iy, on avait posé e* = e*e'Y.

Théoréme 24.

1) Pour tout réel x, exp(x) = ex.
2) Pour tout réel y, exp(iy) = e'Y.
2) Pour tous réels x et y, exp(x + iy) = e*elV.

Démonstration. 1) C’est le théoréme 20.

2) Soit y un réel.

exp(iy) = Z y (par définition)
n=0
400 ;. Zp 400 ;. 2p+]
= Z (i) + (ly)i (somme de deux séries convergentes)
(2p)! 2p+1)!
p=0 p=0
+oo 2p +o00 2p+1
Y . Y
=D WP+ (1P oy
= (2p)! o 2p+1)!
= cos(y) + isin(y) (d’apres le théoréme 20)
=elY,
3) Soient x et y deux réels.
exp(x + iy) = exp(x) x exp(iy) = e*e'Y.
+oo o
Ainsi, dorénavant, on pourra écrire e* = exp(z) = Z —.
oy n!

Théoréme 25. Pour tout nombre complexe z, [e?| = eR*(#) et arg (e?) = Im(z) [27].

Démonstration. Soit z € C. Posons z = x + iy oil x et y sont deux réels. On sait que e* # 0 et que e* = eXe'Y avec
e* € RY et [eV| =1. Donc, [e*| = e¥ = eR°(=) et arg(e*) =y = Im(z) [27.

On s’intéresse maintenant & la surjectivité et a l'injectivité de l'exponentielle complexe. On sait déja que l'application
exp : C — C n’est pas surjective car pour tout z € C, e* #£ 0.
z = e

Théoréme 26. Soit Z un nombre complexe non nul. Pour tout nombre complexe z,

e =72&3dkeZ/z=In(|Z])+i(arg(Z) + 2km).

En particulier, la fonction exp : C — C* est surjective.
z = e

Démonstration. Soit Z € C*. Soit z € C. Posons z = x + iy ou x et y sont deux réels.

e =7 & eXelY = |Z]et 84
SeX=|Zlet Jk € Z/ y = arg(Z) + 2kt (égalité de deux complexes non nuls sous forme trigonométrique)
S x =1In(|Z]) et Ik € Z/ y = arg(Z) + 2kn
& dk € Z/ z = In(|Z]) + i(arg(Z) + 2km).

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 18 http ://www.maths-france.fr



Théoréme 27. Pour tout nombre complexe z et z’,

ef=e* &7 cz+ 07 & Ik ETL) 2 =2+ 2ikm.

Commentaire. L’exponentielle complexe n’est donc pas injective. Par exemple, e = 1 = 2V avec 2im # 0.

Démonstration. Soient z et z’ deux nombres complexes. D’aprés le théoréme précédent,

z

e=e e F=1&3kel/z —z=2ikn& Tk e Z/ 2/ =z+ 2ikm

3) Sinus, cosinus, sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique d’un nombre complexe

DEFINITION 5. Pour tout nombre complexe Z, On pose
elZ 4 eflz +oo
e cos(z) = 7—2 Zn"
eiz 2n+1
osm(z)zi—z 2n+1)
— +o<> 2n
(i Z
nz) = ——= ,
* ch(z) 2 2 2n)!
n=0
e% — eZ too Z2n+1
e sh(z) = =
|
2 = 2n+1)

On peut démontrer que les formules de trigonométrie usuelles continuent d’étre vérifiées avec des variables complexes. Par
exemple,

iz —iz\ 2 iz _ ,—iz 2 . .
cos?(z) +sin?(z) = (ﬁ) + (L) % (e +24e ) — ;1 (e —2+e %)

et aussi

ia | ,—ia ib | ,—ib ia _ ,—ia ib _ ,—ib
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) = (e +2€ ) (e +2€ ) — (e Zie ) (e Zie )

= l (2ei(a+b) +2e—i(a+b)) — l (ei(a+b) 4 e—i(a+b))

4 2
=cos(a +b).

On peut aussi noter le lien entre les fonctions de la trigonométrie circulaire et les fonctions de la trigonométrie hyperbolique :

Vz € C, cos(z) = ch(iz), sin(z) = ]{sh(iz),ch(z) = cos(iz), sh(z) = %sin(iz).

Exercice 7. Résoudre dans C I’équation sin(z) = 3.

Solution 7. Soit z € C.

sin(z) =3 & % —3o et et —gi
& e?2 —6ielr — 1 =0 (car e'* #£0)
& e est solution de Z2 —61Z — 1 =0
el e {(3+2\/Z) i, (3—2\/2) i}
& (‘ei‘z’ = ‘ (3 + 2\/2) i‘ et arg (eiz) =arg ((3 + 2\/2) i) [Zﬂ]) ou

(|eiz‘ = ’(3 —zﬁ) i’ et arg (eiz) = arg ((3 — 2\/2) i) [271]) .
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Par suite, en posant z = x + iy oi1 x et y sont deux réels,

sin(z) =3 eRe(iz) — 34 2v/2 et Im(iz) = g [27r]) ou (eRC(iZ) =3—2V2 et Im(iz) = g [27r])
e*‘-’:3+2\/§etx:§[27r]) ou (e’9:3—2\/zetx:§[27t])

y:—ln(S—i—Z\/Z) etEkEZ/x:g—i—Zkﬂ) ou (y:—ln(3—2\/2) etEIkeZ/x:g—}—ZkT[)
g:ln(3+z\fz) etEkEZ/x:;—t+2k7T) ou (gz—ln(3+z\fz) etﬂkez;/x=§+2kn)
(car (3+2v2) (3-2v2) =1)

<:>3keZ/z=§+2kniun(3+z\/§).
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V - Fonctions développables en séries entiéres

Au fur et & mesure du chapitre, nous avons rencontré des fonctions usuelles qui étaient somme d’une série entiére sur un

certain intervalle de centre 0. Par exemple, la fonction f : R\{1} — R est définie sur R\ {1} et coincide sur
X —
1—x
]—1,1[ avec la fonction g : J—1,1[ — R . C’est cette situation que nous allons étudier de maniére générale.
+oo
X — Z x"
n=0

1) Développements usuels

Théoréme 28 (formulaire).
+oo X"
A X
e Pour tout réel x, e* = Z T
n=0
+oo in
e Pour tout réel x, cos(x) = Z (—-nm ik
n=0
+oo XZTL—H
e Pour tout réel x, sin(x) = HZ:O(—U“W.
“+o00 in
e Pour tout réel x, ch(x) = Z Ik
n=0
+oo X2n+1
e Pour tout réel x, sh(x) = Z m
n=0
] “+oo
e Pour tout réel x €] — 1, 1], T an
n=0
1 +
e Pour tout réel x €] — 1, 1], = (—=1)™x™
14+ x
n=0
“+oo x
e Pour tout réel x €] — 1,1, In(1 +x) = Z( -t o
e
e Pour tout réel x €] — 1, 1[, In(1 —x) = — —.
n=1 n
+00 X2
e Pour tout réel x €] — 1, 1[, Arctan(x) = (—=H"
— n+1
e Pour tout réel x €] — 1, 1[ et tout p € N*,
L +Z°° < n )Xn(p” _ +Z°° (n—l—p— ]>xn.
(T—x)P nim p—1 — p—1
+oo
e Pour tout réel x €] — 1, 1[ et tout réel «, (1 4+ x)% = (oc) x"
n facteurs n=0
1. (x—(n—1
ol x =letVn>1, x :cx(oc ) (a—(n )).
0 n n!

Démonstration. e Le premier bloc de formules a été établi dans le paragraphe précédent. Les formules donnant ch et sh
peuvent aussi étre établies en constatant que ch et sh sont les parties paire et impaire de ’exponentielle respectivement
(voir théoréme 15 et le commentaire qui suit). De méme, cos et sin sont respectivement les parties paire et impaire de la

fonction x — e'*.
+oo +oo +oo +00

1 1 n
e Les égalités Z X" = T Z(—])“xn =Ty In(1+x) = Z(—])”*1 %, In(1T—x)=— Z % et
n=0 n=0 n=1 n=1
+oo x2n+1
Arctan(x) = Z (—1 )“ﬁ, valables pour tout x €] — 1, 1[ ont été analysées dans les exemples suivant le théoréme 16.
n=0
21 http ://www.maths-france.fr
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1 +oo +oo 1
e Montrons que Vp € N* Vx €] — 1, 1[, ———— = Z ( " )x“_(p_” = (n TP )x“. On rappelle que pour
1

tout x €] — 1,1,

(=(=)(=(=2) . (=(=p=1)) _ (p—=T)!
FP0) = (1—x)p T

D’aprés le théoréme 12, pour tout x €] — 1,1,

(p—1)! Py n! ne(p—1) < m+p—11 4
T 2 ot L El

(=7~ & n=p-1) Z !
et donc
1 - +o00o n! Xﬂ—(P_U N +Zoo ( n )Xn_(p_])
_ B —(p—=1)N!(p =1)! B _
T & -1 e
+o0o
_ (n +p 1— ])x“
n=0 P
+oo o
e Montrons que Voo € R, Vx €] =1, 1[, (1+x)* = Z (n> x™. La méthode utilisée ici (méthode de I’équation différentielle)
n=0

est de portée générale et sera utilisée dans de nombreuses situations en pratique.

Soit & € R. Pour x €] —1,1[, posons f(x) = (1+x)%. f est dérivable sur ] —1,1[ et pour tout x €]—1,1[, f'(x) = «(14x)*"!
puis (1 +x)f’(x) — af(x) = 0.

vx €]l — 1,1 (T+x)f'(x) —af(x) =0 (E)
f(0) =1

est continue sur ] — 1, 1[, on sait que f est 'unique solution du probléme ().

Dong, f est solution du probléme de CAUCHY : { (). Puisque la fonction

XH—1

Soit Z anx™ une série entiére dont le rayon R, est supposé a priori strictement positif. Pour x € ]|—Rq, Ry [, posons

+oo
g(x) = Z anx™. Sous I'hypothése Ry > 0, pour tout x € ]—Rq, Rql,

n=0

+00 +00 +00 +o0 +0oo
(1+x)g'(x) — ag(x) = (1 +x) Z napx™ ' — ocZ anx™ = Z nax" ' + Z nanx"™ — OCZ anx™
n=1 n=0 n=1 n=0 n=0

+o0o “+oo “+oo “+00
= Z nax™ ! + Z(n— a)anx™ = Z(n+ Nanp1x™+ Z(n —a)apx™
n=1 n=0 n=0 n=0

+oo
= Z (m+Tan1 + (M —oan)x™.
n=0

Ensuite, toujours sous ’hypothése Ry > 0, par unicité des coefficients d’une série entiére,

g(0) =Tet¥x € ]-Rq,Ral, (1 +x)g'(x) —ag(x) =0 ap=TetVneN, (n+1an1 +(Mm—a)a, =0

—(n—-1
S ap=1et Vn e N*, an:$an4
—(n—1 —(n-=-2
(:>ao=1etVneN*,an:(x (n )><oC (n )x...xzao
n n—1 1

SvneN, ap = (O().
n
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Déterminons alors Rq. Si o est un entier naturel, la suite (an), c est nulle a partir du rang a+ 1. Dans ce cas, Rq = +00.
[0 4

1od
Notons que la formule (14 x)* = Z < )x“, valable pour tout réel x (quand « est un entier naturel), est déja connue
n
n=0
en maths sup : c’est la formule du binbme de NEWTON.

On suppose dorénavant o« ¢ N. Dans ce cas, la suite (an), oy ne s’annule pas et pour n > o+ 1,

An41
an

el —=1) . (= (n—1)) nl jJo—n—-1)] n—o-—1
Clafa—1) . (a—M=2) | (n+D! n+1 nH1

Cette expression tend vers 1 quand n tend vers +oo et d’aprés la régle de d’ALEMBERT, Ry = 1. En particulier, Ry > 0.
Ceci valide tous les calculs précédentes sur | — 1,1[ : g est définie sur ] — 1, 1[, dérivable sur | — 1, 1[ et pour x €] — 1, 1],
(T+x)g’(x) — ag(x) = 0. Puisque d’autre part, g(0) = 1, g est solution du probléeme (£?). Par unicité d’une telle solution,
g =f et donc

.
vxel =11 (145 =Y <:>x“.

n=0

Commentaire. Un certain nombre de fonctions usuelles semblent avoir été oubliées comme par exemple les fonctions
X — tanx et x — thx et la fonction x +— Arcsin x.

En ce qui concerne les fonctions x — tanx et x — thx, on peut démontrer que ces fonctions sont sommes d’une série
. T T , . . ) . . .
entiére sur }——, —|. Donner un développement explicite nécessite une certaine connaissance des nombres de BERNOULLI.

Ces résultats peuvent faire 'objet d’un probléme complet.
En ce qui concerne la fonction x — Arcsinx, son développement fera I’objet d’un exercice ultérieurement.

Exercice 8. Calculer les sommes suivantes en précissant leur rayon de convergence :
+to0 _4n
X
) T
n=0
+oo n
X
2) Y .
!
= (2n)!
Solution 8.
+oo in +oo X4n
1) Pour tout réel x, ch(x) + cos(x) = Z 1T+ (=1 2n)! =2 Z any En particulier, pour tout réel x, la série
n=0 n=0
X4n
numérique de terme général W converge et donc le rayon de convergence de la série entiére proposée est +o0o. De plus,
+oo X4n ]
Vx € R, Z W = E(Ch(x) + COS(X)).
n=0
2) Soit x € R.
+o0 ( \/7—() 2n +o0 X
e Six >0, ch (\/i) = T;) W = 1;) ) En particulier, le rayon de convergence de la série entiére proposée est
+00.
+o00 n +oo n +oo 2n
. X (—x) (V—x)
Six <0, — = " = "= V—=x).
e X T;) 2n)! ;O( " > (D) 2n)! cos (V=x)

_f cos (vV=x) six <0
_{ ch (vx) six >0

n=0
“+o00 .
vx € R, Z )l
n=0
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2) Fonctions développables en série entiére (en 0)

DEFINITION 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 & valeurs dans R ou C.

On dit que f est développable en série entiére (en 0) si et seulement si il existe une suite de réels ou de complexes
(an)pen de rayon Rq > 0 et un réel v €]0,Rq] tel que

+o00o
Vx €] —r,7l, f(x) = Z anx™.
n=0

+o0o
Si pour tout x d’un intervalle I de longueur non nulle et contenant 0, on a f(x) = Z anx", on dit que f est développable

n=0

en série entiére sur 1.

Notation. Quand une fonction f est développable en série entiére, on écrit : f est DSE ou f est DSE(0) ou f € DSE(0) . ..

Commentaire 1. Une fonction développable en série entiére en 0 est donc une fonction qui, sur un certain intervalle
ouvert de centre 0, coincide avec la somme d’une série entiére. Il s’agit de bien comprendre que deux objets sont en cause :
une fonction f et la somme d’une série entiére g. La fonction peut étre définie sur un domaine non symétrique par rapport
a 0 et peut coincider avec la somme de la série entiére sur un intervalle non symétrique par rapport a 0.

3
Considérons par exemple, la fonction f définie sur ] — oo, 2] par f(x) = Ep < six <Tetf(x)=0sixel[l2].
_ 1_X
3
+oo X 1
D’autre part, Pour x €] — 3, 3[, posons g(x) = Z T Pour tout x €] — 3,3[, g(x) = + et donc,
n=0 1—3
3

x €] — 3,11, f(x) = g(x).

Alnsi, f est définie sur un domaine non centré en 0, il existe des réels x pour lesquels f(x) existe et g(x) n’existe pas et il
existe des réels x pour lesquels g(x) existe et f(x) n’existe pas et enfin f et g coincident sur U'intervalle ] — 3, 1[ qui n’est
pas centré en 0. Mais, on peut trouver un intervalle ouvert non vide de centre 0 sur lequel f et g sont définies et coincident
a savoir 'intervalle | — 1, 1. La fonction f est donc développable en série entiére en 0 (sur | — 1, 1[ et méme sur | — 3, 1]).

N
_—
| | | | . ¢ |
—4 -3 -2 —1 1 2 3

Commentaire 2. Dans la définition 6, on parle de « fonction développable en série entiére en 0 » car de maniére générale,
on peut définir la notion de « fonction développable en série entiére en xo » mais ceci n’est pas au programme de maths
spé.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 24 http ://www.maths-france.fr



3) Propriétés des fonctions développables en série entiére

a) Caractére C™ d’une fonction développable en série entiére

Théoréme 29. Soit f une fonction développable en série entiére sur un intervalle ouvert I contenant 0 et de longueur
non nulle, & valeurs dans R ou C. Alors, f est de classe C* sur I.

De plus,

“+oo (n)
vx €1, f(x) = Z f (O)X“

n=0

n!

Démonstration. Posons I =]a, B[ avec o« < 0 < 3. Par hypothése, il existe une suite (an), oy telle que pour tout x de I,

+o0
f(x) = Z anx™. En particulier, pour tout x de I, la série numérique de terme général a,,x™ converge. On en déduit que
=0
" +o0
Rq = Max{—«, 3} puis que I C ]-Rq4, Rq[. On sait que la fonction x — Z anx™ est définie et de classe C* sur ][—Rq, Ryl
n=0

(au moins). Puisque f coincide avec cette fonction sur I, f est de classe C* sur I. Enfin, le théoréme 13 fournit

+00
(o
vxel, f(x) =) n,( Ln

n=0

Ainsi, une fonction développable en série entiére sur I est en particulier de classe C* sur I. La réciproque de ce résultat
est fausse. On va construire un exemple de classe C* sur R mais non développable en série entiére.

1
e xZsix#0

Exercice 9. Pour x € R, on pose f(x) = { 05 0
six =

1) Montrer que f est de classe C* sur R. Préciser f(™)(0) pour tout n € N.

2) Montrer que f n’est pas développable en série entiére.

Solution 9.
1

1) e La fonction g : x+— ——5 est de classe C* sur R* & valeurs dans R et la fonction h : x = e* est de classe C*° sur
X

R. Donc, la fonction f = h o g est de classe C* sur R*.

e Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe une fraction rationnelle R,, telle que

Vx £0, fM(x) = Rn(x)e 2 (Pn).

- Le résultat est vrai quand n =0 avec Ry = 1.
- Soit 1 > 0. Supposons (£, ). Alors, pour x € R*,

ﬂn+1wx):

2
avec Rny1 =R/ + ﬁRn € R(X).
Le résultat est démontré par récurrence.
e Montrons par récurrence que pour tout n € N, f est de classe C™ sur R.

- On sait déja que f est continue sur R*. De plus,

lim f(x) = lim e %2 = lim eX =0 = f(0).
x—0 x—0 X——00
x#0 x#£0
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Donc, f est continue en 0 et finalement f est de classe C° sur R.

- Soit n > 0. Supposons f de classe C™ sur R. f est de classe C"*! sur R* et pour tout x € R*, f("*1)(x) = R 41 (x)e_x%.

D’aprés un théoréme de croissances comparées,

lim 1) (x) = lim Ry 1 (x)e 52 = lim Rpss (i] /\/—x) X = 0.
x—0 X——00

x—0
x#0 x#£0

En résumé, f est de classe C™ sur R, de classe C™*! sur R* et f("*1) a une limite réelle quand x tend vers 0 & savoir 0.
D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C™*! sur R.

On a montré par récurrence que pour tout n € N, f est de classe C™ sur R et donc f est de classe C* sur R.

e On en déduit que pour tout n € N,

£ (0) = lim ™ (x) = lim Ry (x)e 37 = 0.
x—0 x—0

x#0 x#0

2) Supposons par Pabsurde que f soit développable en série entiére. Alors, il existe v > 0 tel que pour tout x €] — 1, 7],

+oo (n)
fx) =) ! n'(m =0
n=0 :

Ceci est faux car pour tout x # 0, f(x) # 0 et donc f n’est pas développable en série entiére.

DEFINITION 7. Soit f une fonction de classe C* sur un voisinage de 0.

f(n)(o) N
X
n!

La série de TAYLOR de f est la série de fonctions de terme général x —

Un résultat immeédiat est

Théoréme 30. Soit f une fonction de classe C* sur un voisinage de 0.

f est développable en série entiére si et seulement si sa série de TAYLOR a un rayon de convergence strictement positif
et f coincide avec la somme de sa série de TAYLOR sur un certain intervalle ouvert non vide de centre 0.

Commentaire. Dans 'exercice 8, la série de TAYLOR de f a un rayon de convergence infini mais f ne coincide pas avec
la somme de cette série sur un intervalle de la forme | — r,r[, r > 0, quelque soit le réel r.

b) Développements en série entiére et opérations

Théoréme 31. Soient f et g deux fonction définies sur un voisinage de 0. Si f et g sont développables en série entiére
alors toute combinaison linéaire de f et g est développable en série entiére.

Démonstration. Conséquence immédiate des théorémes 17 et 18.

Théoréme 32. Soient f et g deux fonction définies sur un voisinage de 0. Si f et g sont développables en série entiére
alors f x g est développable en série entiere.

Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme 19.

Commentaire. Aucun théoréme n’est fourni pour un quotient de fonctions développables en série entiére, un inverse,
une réciproque ou une composée de fonctions développables en série entiére.

¢) Développements en série entiére et dérivation ou intégration

Théoréme 33. Soit f une fonction développable en série entiére. Alors la dérivée de f et toute primitive de f sont
développables en série entiére.

Démonstration. Conséquence immédiate des théorémes 11 et 16.
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Exercice 10. Montrer que la fonction f : x — Arcsin(x) est développable en série entiére sur | — 1, 1[ et déterminer
son développement.

Solution 10. Pour tout réel w €] —1,1],

1 _ _]/2_+O° —3 n

n=0

Soit x €] — 1, 1[. Le réel u = —x? est dans ] — 1, 1[ et donc

SIS {3 [ SR

n=0
Par suite, la fonction x — ——— est développable en série entiére sur | — 1, 1[ puis la fonction f : x +— Arcsin(x) est
V1 —x2
développable en série entiére sur | — 1, 1[ en tant que primitive d’une fonction développable en série entiére sur | — 1, 1[.

_1
(—1)o< 02> =Tletpourn>1,

n facteurs

(—1)“<‘%> e (-3) (-5-1) - (-5-m-)

n n!

1 1 1
_<Z><§“>'“<Z+(“_”)_(2n-1)><(2n-3)><...><3x1
B n! B 2nn!
(2= x(2n=3)x...x3x1 (2n)x(2n—-1)x(2n—2) x...x3x2x 1
@) x(2n—-2)x...x4x2 (2n) x (2n—2) x ... x4 x 2)?

2n

(20! (n)
©2n(nl)2 - 22n

Donc

3

2n>
vx €]l —1,1[, Z

1 —x?2
n
n X2n+1

22n n+4+1°

En tenant compte de Arcsin(0) = 0, on obtient par intégration

+
vx €] — 1, 1[, Arcsin(x) =

8

3
Il
o

4) Développements en série entiére des fractions rationnelles
On décrit ici des techniques de développement sans énoncer de résultat général, non prévu par le programme officiel.

Donnons d’abord le développement d’un élément simple de premiére espéce de pdle complexe. Pour tout nombre complexe
z tel que |z| < 1, on a

+oo
1
= E z".
—z
n=0
Dong, si a est un nombre complexe non nul donné, pour tout nombre complexe z tel que |z| < |al,

1 1
z—a:_a]__ :__Za“
a
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—3x+2
développement.

1
Exercice 11. Montrer que la fonction f : x — —————— est développable en série entiére et déterminer son

Solution 11. Pour tout réel x € R\ {1,2},

1 (x—1)—(x—2) 1 1

—3x+2 (x—1Nx-2) x-2 x-1

Puis, pour x € ]—1,1[ de sorte que |x| < 1 et ’%‘ <1,

1 11 *—]Exn++§x“
X2 —=3x+2  27_%X 1-—x 240n 0 =

2

—Z( gt )

La fonction x — —————— est développable en série entiére sur ] — 1,1 et
x2 —3x+2
v 1,1 ] = 5 1 ] n
A s AP M L ) L
n=

1
Si la variable est réelle, on obtient un développement de W

donner dans le théoréme 28) : pour x €] — 1, 1],

+oo

1 T\ N
T = <]_x) =) (n+1)x

n=0

1
Si la variable est complexe, on peut obtenir le développement de W
—z

z € C tel que |z| < 1,

en dérivant le développement de

(voir le formulaire

1
1T—x

en effectuant un produit de CAUCHY : pour

(x—]) (x —2)

développement.

Exercice 12. Montrer que la fonction f : x — ———————— est développable en série entiére et déterminer son

Solution 12. Il existe trois réels a, b et ¢ tels que pour tout réel x € R\ {1, 2},

fx) = 1 _a + b + c
T x—=12(x—=2) x—1 (x—1)2 x—-2"
1
= 1i — 2 = — = —
ob—illﬂ(x 1)7f(x) ]Tz 1.
= 1i —2 = — =
o C il_)mz(x )f(x) S 1
ea+c= lirJJrn xf(x) =0 et donc a = —c = —1.

Par suite, pour tout réel x € R\ {1, 2},

1 1 1 1
f(x) = =— — +

(x —1)2(x —2) x—1 (x—1)2 x-2°

X
Puis, pour x € ]—1,1[ de sorte que |x| < 1 et ’z‘ <1,
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1 1 1

1 . .
NCTENCD 1% (w3 X 2 2 (A

“+oo 1
:_Z (n+—2n+1)xn.
n=0

La fonction x — —————————— est développable en série enti¢re sur ] — 1, 1[ et
(x—1)2(x—2)

1 +oo 1 N
VXE]—],][, m:—z<n+m)x .

n=0

Commentaire. On peut démontrer que toute fraction rationnelle n’admettant pas 0 pour pole est développable en série
entiére et que le rayon de la série obtenue est le minimum des modules des poles de la fraction.
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