Séries numériques

Dans ce chapitre, on apporte quelques compléments aux différents résultats énoncés en Maths Sup concernant les séries a
termes réels ou complexes. Le programme officiel de Maths Spé prévoit d’effectuer I’étude des séries dans un cadre plus
général, & savoir I’étude des séries & termes éléments d’un espace vectoriel normé. Cette étude générale sera effectuée dans
le chapitre « Topologie des espaces vectoriels normés ».

1) Les séries alternées

+oo (—1 n—1

Rappelons un calcul fait en sup, celui de Z . Soitn > 1.
n=1
n _ n n 1 1— (—t)n
Z :Z k]th]dt_J Z zjid(cath€01 —t#£1)
o 1—(=t)
k=1 k=T k=1
1 1 n
t
= (—])“J dt
1 on
=1In(2) — (—1)“J dt.
o 1+t
= (-1 b
i i > b - = 2 -\ " . ) > )
Ainsi, Yn > 1 ]; . n(2) —(-1) L Tt dt. De plus, pour tout n > 1
1 n 1 n 1 n 1
t t t 1
(—IJ“J dt:J dth' dt:J' thdt= ——.
0 1 +t 0 1 +t 0 1 =+ 0 0 n-—+ 1
1 Togn

Puisque T tend vers 0 quand n tend vers +oo, il en est de méme de (—1 )“J Tt dt. Mais alors, la série de terme

_”kfl 0
général — k > 1, converge et a pour somme In(2).

_1\yn—1

La série de terme général ,m > 1, est donc convergente. Maintenant, cette série n’est pas absolument convergente

. NURI B - o (=D .
car la série de terme général — diverge. La série de terme général ———— n > 1, est un exemple de série semi-

n N n B
convergente. Placons les valeurs des premiéres sommes partielles S Z (et par convention Sp = 0) sur un axe
k=T
pour comprendre que cette convergence était prévisible.
So S, S4Se In(2) S5 S3 S

T

Quand on va de Sp & S7, on ajoute 1 puis quand on va de S7 & S, on retranche moins que ce qu’on vient d’ajouter a

savoir 5 puis quand on va de S, a S3, on ajoute moins que ce qu’on vient de retrancher & savoir 3 Tout ceci a pour

conséquence
So <S5 <85 <S6<... <S55 <853 <85y,

1
D’autre part, pour tout entier n, |Sy, — Sy 11| = ——. Comme cette distance tend vers 0 quand n tend vers +o0, les deux
n

+1

suites (San) et (Sani1) convergent vers une limite commune. Cette situation rentre dans un cadre général :
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DEFINITION 1. (séries alternées)

On appelle série alternée toute série dont le terme général u,, est de la forme w, = (—1)"v;; ou uy = —(—1)"v,, o
la suite (vn), oy est une suite réelle

e décroissante,

e convergente et de limite nulle.

Commentaire. Notons que la suite (vn), oy est nécessairement positive en tant que suite réelle décroissante de limite
nulle. On a donc les relations :

YneN, vy =unl, ebaussivn € Ny uy, = (1) un| ouvn e Ny wy = —(—1)" [ug].

Théoréme 1. (critére spécial aux séries alternées)

Toute série alternée converge.

Démonstration. On montre le résultat dans le cas o Vn € N, uy = (—1)"v, avec (vn),cy suite réelle, positive,
n

décroissante, de limite nulle quand n tend vers +o00. Pour n € N, on pose S;, = Z Uk.
k=0

Pourn e N, on a

® Sony2 —Son =Uong2 FUng1 = Vong2 — Vons1 <03
® 52143 —Sont1 = Uzny3 +Uzna1 = —Vans3 +Vani2 2 0.

Donc la suite (Sany1),cy est croissante et la suite (Szn),cy est décroissante. Enfin, Syni1 — Son = Uzny1 et donc
Sont+1 — S2n tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ceci montre que les suites (San),cy €t (Sany1), ¢y sont adjacentes et
donc convergentes, de méme limite. Mais alors la suite (Sn), oy converge ou encore la série de terme général un, n € N,
converge.

b_])nfl
N
——, tend vers 0 en décroissant. Donc la série de terme général u,,, n € N*, converge d’aprés le critére spécial aux séries

Ne

alternées. On peut noter que la série de terme général u, n’est pas absolument convergente et donc la série de terme
général u,, est une série semi-convergente.
(=)
2
série de terme général u,, est une série alternée mais il serait trés maladroit d’utiliser cette constatation ici pour prouver

la convergence de cette série.

Exemple 1. Pour n € N*, posons u,, = . La suite (un) est alternée en signe et sa valeur absolue, a savoir

neN*

Exemple 2. Pour n € N*, posons u,, = . La série de terme général u,, est absolument et donc convergente. La

Exercice 1.
(="
V4 (=1)n=1

1) Veérifier que u,, est bien défini pour tout entier naturel n.

Pour n € N, on pose u, =

2) a) Préciser le signe de u,, en fonction de n. Que vaut |un|?
b) Représenter graphiquement les premiers de la suite ([unl),, oy
c) Etudier le sens de variation de la suite ([un|), o

3) Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Solution 1.

1) VO+ (=1)"1 =—=1+#0, VT4 (—1)° =2 # 0. D’autre part, pour n > 2, y/n+ (=1)""" > /2 —1 > 0. Ceci montre que
pour tout n € N, v/n+ (—=1)"1 £ 0 et donc que 1, est bien défini pour tout entier naturel n.

2) a) up = —1 < 0. D’autre part, d’aprés ce qui précéde, pour n > 1, y/n+ (=1)""! > 0. Donc, pour n > 1, le signe de
Uy, est le signe de (—1)™ ou encore, pour n > 1, u, est strictement positif quand n est pair et strictement négatif quand

1

1 est impair. En particulier, Yn > 1, [u,| =
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b) Représentation graphique des premiers termes de la suite ([un|), cy-

_.
N
w
o
&
o))
~
oo
o 1 e
_
o
—_
=
—_
N

c) Il semblerait que la suite (Ju,|),, oy ne soit pas monotone, ni méme monotone a partir d'un certain rang. Tout d’abord,
uwo| < [wq]. En suite, pour n > 1

1 1 n— n
sgn(un+1|—|un|)—sgn(mﬂ_”ﬂ—\/M(_Un_])—sgn((ﬁ+(—n D= (VaETH =)

= sgn (—\/Tm-i- v+ 2(—1)“7]) .

e Sim est pair et supérieur ou égal a 1, posons n = 2p ot p € N*. On a sgn ([uzp+1| — [uzp|) =sgn ( V2p+T1++2p )
avec

1
—2p+14+/2p—-2=-—r—rnu————-2<0.
P P T N
Done, Vp > 1, [uzps1] — luzpl < 0.

e Sin est impair et supérieur ou égala 1, posons n = 2p—1 ot p € N*. On asgn ([uzp| — uzp—1/) = sgn ( V2p+2p—T+ 2)
avec

1 1
—V2p+V2p—14+2=—————— +2>2— —1=1>0.
V2p+v2p —1 /R,
Donc, Vp > 1, |u2p| - ‘u2p71| > 0.
La suite (un]),cy n'est pas monotone, ni méme monotone a partir d’un certain rang.

3) Quand n tend vers +oo0,

=

_ (=" 1 _ =" (=n~! 1
Y ) L B <1_ Vi +O<H)>
vn
I G D 1
1o 1),
PournEN*,posonsvn—ﬂ,wn—%ettn—O(L).

N n3/2

e La série de terme général v,, converge d’apres le critére spécial aux séries alternées.
e La série de terme général wy, diverge (série harmonique).

3
e La série de terme général converge (série de RIEMANN d’exposant 7 > 1). Dong, la série de terme général t,

3/2
n
converge absolument et en particulier converge.

Supposons par I’absurde que la série de terme général 1, converge. Alors, la série de terme général w,, = u, — vy, — ty,
converge ce qui n’est pas. Donc, la série de terme général u,, diverge.
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Commentaire. Dans cet exercice, on a a faire face & de nombreux piéges.

@ e La question 2)b) montre que la série de terme général u, n’est pas une série alternée. La seule présence
du facteur (—1)™ ne suffit pas a faire d’une série une série alternée. Il faut encore que la valeur absolue du terme
général tende vers 0 en décroissant.
e Pour étudier, la convergence de la série de terme général u,,, on peut étre tenté de commencer par

(1) _=m
Vit () noree
(="

Vvt (=)t Vv 1

& = N = o i e 1. Mais cet équivalent

vn SUn

ne sert a rien car le « théoréme » : ((un ~vn et E Un converge) = E vn converge) est un théoréme faux (ou plutot,

Cet équivalent est tout a fait exact car

n’est pas un théoréme). Dans l'intitulé précédent, il manque une information capitale : la suite (u,) est une suite réelle
positive ou plus généralement une suite réelle de signe constant & partir d’un certain rang.

L’exercice précédent fournit un premier exemple de suites (1) et (vy,), équivalentes en +oo mais telles que Z u, diverge

et E vy converge.

Théoréme 2. Soit (un), oy une suite réelle alternée en signe dont la valeur absolue tend vers 0 en décroissant.

“+oo n “+oo
On pose S = Zuk etvneN, S, = Z u et Ry = Z uy. Alors,
k=0 k=0 k=n+1

e sgn (S) =sgn(up) et Vn € N, sgn (S;,) =sgn (up) et Vn € N, sgn (Ry) = sgn (wnv1).
o [S| < fuol et Vn € N, [Snf < [uol et Vn € N, [Rn| < un 1.

Commentaire. On a I’habitude de dire que S, S;, et Ry, sont du signe de leur premier terme et en valeur absolue majorés
par la valeur absolue de leur premier terme.

Démonstration. e Supposons que Vn € N, uy, = (—1)™ [uy| (de sorte que wo >0, w1 <0, ...)
On rappelle que la suite (San), oy est décroissante, la suite (Sani1),c est croissante et que les deux suites (San ),y €t
(S2n+1)n ey convergent vers S. Par suite,

S <S3 <S5 <...<S5<...<54 <S5, <8.

En particulier, S1 < S < Sp et aussi Vn € N, S1 < S,y < So. D’autre part, So = up et S1 = uo + 1wy = Jug| — lug| > 0.
Donc,

0<S<ywetvneN, 0<S, <up.
Ceci montre que S et Sy, sont du signe de up et en valeur absolue majorés par la valeur absolue de ug.

e Supposons que Vn € N, un, = —(—1)"[u,| (de sorte que up < 0, ug > 0, ...). Alors, la suite (—un), oy est du type
précédent et donc 0 < =S < —up et Vn € N, 0 < —S;, < —up. Ceci montre S et S, sont négatifs et donc du signe de ug
et que leur valeur absolue est majoré par la valeur absolue de uyg.

En appliquant le résultat établi pour S a Ry, Ry, est du signe de uny1 et [Rn| < w1l

mxemple. 5 " ot dusigne de T 1 erdone SV S g
xempe.ZTest u signe ef_ et OHCZT/ .
n=1 n=1
+oo (_Unfl (_1)171
D’autre part, Z o < ‘ 1 = 1. Ce résultat est en adéquation avec la calcul du début du paragraphe
n=1

= 1 et donc positif et d’autre part,

()"
Vi

+oo (_.I)ni]
De méme, T; T est du signe de
Ainsi,
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On obtient dans ce cas un encadrement de la somme sans connaitre la valeur exacte de cette somme.

Exercice 2.

+oo
(=" 2
Calcul 1 hée d E a 10 es.
alculer une valeur approchnee de ~ 2 7 a pres

Solution 2.

(="

n2+1 n2+1

=1)" converge d’apres le critére spécial aux séries alternées. Posons S = +Z°° (=1)"
' — nZ 41

tend vers 0 en décroissant. Donc, la série de terme général

(=1
k2 4+1°

est alterné en signe et sa valeur absolue, a savoir

n
et pourneN, S, =
n? +1 g b 1;)

On sait que pour tout entier naturel p, Szp41 < S < Szp avec
(_])Zp—o—l 1
2p+1)2+1‘_ 2p+1)2+1°

1 102 — 1072
Zpr el < > alors une valeur approchée Sy, de Sy &

1S2p+1 — S2pl = ‘ (

Si on choisit p tel que prés est une valeur approchée

de S 41072 prés car

L P S A—
S T T 2+ 1)2 + 1

V199 -1
-

]52—81 < \g—szp]+\szp—sw< <102,

1 _ 102
2p+12+1 7 2

Or, S2p+1)2+122008p >

-2

6,5...5p=>7.

Une valeur approchée de Sy a prés est une valeur approchée de S a 1072 prés. La calculatrice fournit S7 = 0,627. ..

et donc

“+o00 (_])n
P - =0,632 102 pres.
n=0 ne+

2) La régle de d’ ALEMBERT

Théoréme 3. (régle de d’ALEMBERT)

Soit (Un), ¢y une suite de nombres complexes ne s’annulant pas & partir d’un certain rang.
1

u
On suppose que "L admet pour limite un certain £ élément de [0, +00] quand n tend vers +oo. Alors

n

e S5i0 < €< 1, lasérie de terme général u, converge absolument ;
e Si { > 1, la série de terme général u,, diverge grossiérement ;
e Si { =1, on ne peut rien en conclure.

Démonstration. Soit ng € N tel que Yn > ng, u, # 0.

Un 41
Un

ler cas. Supposons que { €]1,+o0]. Il existe alors un rang n; > ng tel que pour n > nq, ’ > 1 ou encore

[Wn1] > [wn|. Ainsi, la suite (Jun|) croit a partir du rang nq et en particulier,

Vn = np, [unl = lun, | avec fun,| > 0.

Ceci montre que u,, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo et donc que la série de terme général u,, est grossiérement
divergente.

Un 41
Un

<1+€

2é&me cas. Supposons que { € [0, 1[. Il existe un rang n; > ng tel que pour tout n > nq, S5 Pourn > nj+1,

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 5 http ://www.maths-france.fr



n—I1 Wit 1 n—1 Wies 1 n—I1 T4+¢
13 k
lun| = Un, X H u_]: = ‘un1| H u: < |un1‘ H <T)

k:ﬂ] k:n1 k:ﬂ]

| T\ uy,| T+0\"

- g 2 - -I + e mng 2 .

2
1T+0 T+1 T+0\"
Maintenant, 0 < % < % =1 et donc ]‘:_Lne' | o ( _2‘_ ) est le terme général d’une série géométrique convergente
(4

et on en déduit que la série de terme général u,, converge absolument.

Le cas £ =1 est analysé dans le commentaire 2 ci-dessous.

Commentaire 1. Dans la pratique, on utilise peu la régle de ’ ALEMBERT pour les séries numériques. Elle ne s’utilise que
dans le cas de suites au comportement & l'infini caricatural comme les suites géométriques et définies avec beaucoup de
produits. La régle de d’ALEMBERT est introduite en maths spé principalement pour ’étude des « séries entiéres », chapitre
dans lequel elle sera bien davantage utilisée.

. . n+1 .
On peut par exemple étre tenté d’utiliser la régle de d’ALEMBERT pour w,, = o La suite (un) ne s’annule pas et
Upyr| m+2 20 n+1 | Unyg 1 .
our tout n € N, = X = . Ainsi, tend vers = € [0, 1] et la régle de I’ ALEMBERT permet
P ‘ Un | mA1 2% on Un ;b & P
d’affirmer que la série de terme général converge absolument.
4
n 1
Mais tout ceci est trés maladroit : n?u, ~ w = o(1) d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc u,, = o <—2) .
n
On voit donc tout de suite que la série de terme général converge.
Un exemple typique d’utilisation de la régle de d’ALEMBERT est fournie par 1’exercice suivant :
n
Exercice 3. Nature de la série de terme général u,, = 3o neN.
Solution 3. La suite (u,),, oy ne s’annule pas. Pour tout n € N,
2n+1) /32(n+1)
’unH S\ n+1 3 X(2n+2)lx n?  (2n+2)2n+1) 2(2n+1)
Un 2n /320 32n+2 (2n)! (m+1)12 9(n+1)2 On+1)°
n
n
Uni1 4 - o n N . :
tend vers 5 € [0, 1[ et donc la série de terme général 3on converge d’aprés la régle de d’ALEMBERT.
Un
Commentaire 2. (analyse du cas { =1)
10 —10
u v 1
Si up = n'°, alors LSS —  letsivy =n"1° alors nil (1 + — — 1. Les séries de
Un n n—-+oo Vn n n—-+oo
termes généraux respectifs u, et vy sont respectivement divergentes et convergentes. Ceci montre déja que dans le cas
u
critique £ = 1, on ne peut rien conclure de I’étude de JH et on doit essayer autre chose.
T
. N L . Un 41 * . L 1s 1z
En fait, de maniére générale, si u,, = n%, alors —— = (1 + — — 1. Cette constatation montre la médiocrité de
Un n n—-+oo

la régle de d’ALEMBERT. Son champ d’application est trés réduit. La régle de d’ALEMBERT ne s’utilise que pour des suites
1

qui sont « dans l'idée » d’une suite géométrique de raison différente de 1 comme (2—n> ou (2™). On redit ici que cette

régle sera beaucoup plus utilisée dans un cadre particulier, celui des séries entiéres.
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Commentaire 3. Pour pouvoir utiliser la régle de d’Alembert, il est essentiel que la suite (u, ) ne s’annule pas a partir

( (—1)“)(2n>
i (M) o = ),

d’un certain rang. On ne cherchera donc pas a l'utiliser directement pour w,, = 7 sin 3om

Exercice 4. (régle de RAABE-DUHAMEL)

Soit (u,) une suite réelle strictement positive. On suppose qu’il existe un réel « tel que

il _ 1——+O(]Z)
Un n—-+oo n

K
Mountrer qu'’il existe un réel strictement positif K tel que u,, ~ — (considérer wy, = 1In (

n—+oo N
2n
An/

22n

alfa+1)...(a+n—1)
n!

Vn+1
Vn

) ol v, = n%*u,.

Application 1. Etudier la convergence de la série de terme général u,, =

, a réel strictement

Application 2. Etudier la convergence de la série de terme général u,, =

positif donné.

v
Solution 4. Pour n € N*, posons v,, = n*u, puis w, = In < n+l1 >

Vn
Vn+1 (M +1)*un _ <1 +l>‘xun+l
n

Pour n € N*| = . Par suite,

Vn n*, Un

W = aln (1 + l) +In <”““ >
n Un
1
a R [
n
1
n 0 O (F) -

On en déduit que la série de terme général wy, = In (v 1) — In (vy,) converge. On sait qu’il en est de méme de la suite
(In (vn)). Posons £ = liIJIrl In (vyp) puis K = et.
n—-+oo

Puisque n%u, = vy = e®n) n*u, tend vers K quand n tend vers 400 ou encore n®u,, ~ K puisque K est un réel
n—-+oo

strictement positif et finalement

K
Un ~ e
n—+oo T

Application 1. La suite (u,,) est strictement positive. Pour n € N,

Uni1 22n (2n +2)! n?  (2n+2)2n+1) 2n+1

wn 222 X T nn SN2 dm+1)2 Int2

Par suite,

Un+1 i
Un 2
1 1 11 1
N ( z—><‘—H+O<m>)n:+oo”ﬁ—a+o(m>
1 1

D’aprés la régle de RAABE-DUHAMEL, il existe K > 0 tel que w,, ~
n—-+oo

K
——. La série de terme général u,, diverge.
n
Application 2. La suite () est strictement positive. Pour n € N,

un+1_a(a—&—1)...(a—l—n—U(a—&-n)>< nl n+a
Up ala+1)...(a+n—-1) m+1! n+1°
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Par suite,

—1
e (145) (147)
- (1+5)(1—l+o(l2)> - 1—]_“+o(l2).
n—-+oo n n mn n—-+oo n n

D’aprés la régle de RAABE-DUHAMEL, il existe K > 0 tel que u,, ~

n—+too nl—a

. Puisque 1—a < 1, la série de terme général

u, diverge.

3) Produit de CAUCHY de deuz séries absolument convergentes

DEFINITION 2. Soient (un), ¢y €t (V) deux suites de nombres complexes.

neN
Le produit de CAUCHY des séries de termes généraux respectifs 1w, et v, est la série de terme général w,, ou

n
vneN, w, = Z Uk Vn—k-
k=0

Théoréme 4. (produit de CAUCHY de deux séries numeériques absolument convergentes)
Soient (Un),cy et (Vn), ¢y deux suites de nombres complexes.

Si les séries de termes généraux respectifs 1, et v, convergent absolument, alors le produit de CAUCHY de ces deux

+oo +oo

séries converge et a pour somme <Z un> X <Z vn>. Plus explicitement,
n=0 n=0
“+oo n +oo +oo
n=0 \k=0 n=0 n=0

n mn
Démonstration. Pour n € N, on pose U,, = Z ui, Vo = Zvi puis

i=0 i=0
n n i
Wn = E Wi = E WUjVi—j = E UkVi.
i=0 i=0 \j=0 o<k, l<n
k+1<n

Enfin, puisque les séries de terme généraux respectifs wu, et v, convergent absolument et donc convergent, on pose
+oo “+oo

u= E u; et V= E Vi.
i=0 i=0

e On effectue d’abord la démonstration dans le cas particulier ot les suites (Wn ),y €t (Vi) oy Sont & termes réels positifs
auquel cas dire que les séries de terme généraux respectifs u, et v,, convergent absolument équivaut & dire que ces séries
convergent.

n n
SoitneN. U, xV, = <Z uk> <Z v1> = Z U vy. Soient alors k et 1 deux entiers naturels.
1=0

k=0 o<k 1<n
(kD) eo,n]* =0<k+1<2n= (k1) € [0,2n]?,
et donc [0,n]? C {(k,1) € N*/ k+1<2n} C [0,2n]* (voir graphique page suivante).
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o o o
® ° o o o o
) o o o o o o o
o o - o o o 2=n

Puisque tous les termes considérés sont positifs, on en déduit que

E UVt < E Urvy < E UV,

0<k,1<n 0<k+1<2n 0<k,1<2n

ou encore que

un X Vn < WZn < uZn X VZn (*)

Par hypothése, la suite (U,,) converge vers U et la suite (V) converge vers V. Mais alors, les suites extraites (Uzn) et

(V2 ) convergent vers U et V respectivement. Ainsi, les membres extrémes de 'encadrement (x) convergent tous les deux

vers U x V. Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite (W2y,) converge et que hIJIrl Won = U x V. Enfin,
n—-+oo

puisque pour tout n € N, w, > 0, la suite (W,,) est croissante et donc, pour tout n € N, W, < Woni1 < Wanio. Le

théoréme des gendarmes permet une nouvelle fois de conclure que (W2 1) converge et que lirJIrl Wons1 =U X V.
n—-+oo

En résumé, les deux suites extraites (Wan) et (Wa2n, 1) convergent et ont méme limite, a savoir U x V. On en déduit que

la suite (Wy) converge et a pour limite U x V. Le théoréme est démontré dans le cas des séries & termes positifs.

e On passe maintenant au cas général. On suppose que les suites (u,) et (vy) sont complexes et que les séries de terme

généraux respectifs u, et v, convergent absolument. Pour n € N, on pose w/ = [un|, v, = |vnl, W/, = E UL vy,
k+l=n

n n n
u/, = Zu{o V) = Zvli et enfin, W}, = ZW{< Pour n € N,
k=0

k=0 k=0
! ! ! ! I
(U, Vi — W, | = E wev| < E i [vi] = E wv =W vV, —WwW,.
o<k, 1<n o<k, 1<n o<k, 1<n
k+1l>n k+1l>n k+1l>n

D’aprés 1'étude du cas des séries a termes réels positifs, U/ V) — W/ tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par suite,
Un Vi — Wy tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc

Wn = U, Va+o(l) = UV+o(l).

n—+ —+oo

Ceci montre que la suite (Wy,) converge et a pour limite UV.

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 9 http ://www.maths-france.fr



XT\.
Exemple. On sait depuis la maths sup que pour tout réel x, la série de terme général —,ne N, converge et que
n!

+00

X Xn

e’ = E —.

n!
n=0

. v 7" - P - i 2] bri
Soit z € C. Pour n € N, —| == La série de terme général — - converge (et a pour somme e'") ou encore la série de
n! n! n!

n
terme général — converge absolument et en particulier converge. Pour tout z € C, on pose alors
n!

+d>zn
exp(z) = Z o
n=0

n Z/ﬂ
On va vérifier que pour tout (z,z’) € C?, exp(z +z') = exp(z) x exp(z’). Pour n € N, posons 11, = — et vy = )

! n!
Le terme général du produit de CAUCHY des séries de termes généraux u, et v, est, d’aprés la formule du binéme de
NEWTON,

n Ny nn—k n "
z* (z') 1 n\ -k _ (z+2')
Wy = UpVn_k = —_—— = — z° (z =
=D Wivnk Zk!(n—k)! n!Z<k) (') nl
k=0 k=0 k=0
Puisque les séries de termes généraux respectifs u,, et v,, convergent absolument, on en déduit que la série de terme général
+oo +00
Wy, converge et a pour somme <Z un> <Z vn> = exp(z) x exp(z’). Comme d’autre part,
n=0 n=0
+o0 +00
(z+2z")™
Z Wy, = Z — = exp(z+2z'),
n=0 n=0

on a montré que exp(z +z') = exp(z) x exp(z’).

Le produit de CAUCHY de deux séries absolument convergentes est une série convergente.
L’exercice ci-dessous montre qu’on ne peut pas élargir ’hypothése aux séries convergentes.
Le produit de CAUCHY de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série convergente.

(=)~
N

Exercice 5. Analyser la convergence du produit de CAUCHY de la série de terme général , n > 1, par

elle-méme.

(_])n—]
N
o _])n—]
terme général ———=—

N

D’autre part, la série de terme général

1
Solution 5. est alterné en signe et sa valeur absolue, & savoir —, tend vers 0 en décroissant. Donc la série de

Vyn
converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

-1 n—1 1
)T = —, n > 1, est divergente (série de RIEMANN d’exposant
n

Vs

, > 1, est donc une série semi-convergente.

<.

n—I1

S n

La série de terme général

0sin=0 +00 (—1)n-T +00
Pour n > 0, posons u, = (=11 Gn> de sorte que Z T = Z Un.
VA{ n=1 n=0

(=) -
,n > 1, par elle-méme est v, = Z UkUn_k-

VG{ k=0

Le terme général du produit de CAUCHY de la série de terme général
Onavyp=v; =0et pourn > 2,
n—1 (-1 )k—] (-1 )n—k—] n—1 1

n n—1
Vn = Zukunfk = Z Ulp_k = Z X ==D")
k=0 k=1 vk vn—k k(n —k)

k=1

2
Soit n > 2. Pour k € [1,n — 1], k(n — k) :—k2+nk:—(k—%) + 0

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



nl =

1 —1 2 2
M. T L LS PR
k(n —k) n2/4 n n 2

Ceci montre que v, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo et donc que la série de terme général v, diverge grossiérement
Ainsi, le produit de CAUCHY de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série convergente

4) Théorémes de sommation des relations de comparaison
Théoréme 5. Soient (

(resp. up =

n oo O V)

Jnen €t (Vi) oy deux suites de réels strictement positifs. On suppose que uy

= of(vn)
n—+o0
e Si la série de terme général v, converge alors la série de terme général 1, converge et

“+oo +00
E U = o0 E Vi | (resp. E w = 0
n—-+oo (o]
k=n-+1 k=n+1

E Vk>.
n—+

k=n+1
e Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général v,, diverge et

k=n-+1
n

+o0

n n
gvk (resp. E w = O Evk
n—-+oo
k=0 k=0
Démonstration.
e Supposons que 1y,

n—+

0 (vn) et que la série de terme général vy, converge. On sait que la série de terme général uy,
400 +o0o

converge et donc les restes a 'ordre n Z uy et Z vk sont bien définis pour tout entier naturel n

k=n-+1 k=n+1

Soit ¢ > 0. Puisque u, = o0 (vn), il existe ng € N tel que pour tout k > ng, 0 < up < evg. Soit n > ny. En sommant
n—-+oo

ces inégalités, on obtient

Zuk stk

k=n+1 k=n+1
+oo
On a montré que Ve >0, dnp e N/vne N, | n>n, Z ug < ¢ Z vk | et donc que
k=n+1 k=n+1
+oo +oo
> ( > on)
k=n+1 k=n+1
e Supposons que 1, = 0 (vy) et que la série de terme général u,, diverge. On sait que la série de terme général vy,
n—+o0
n n
diverge et donc les sommes partielles Z u et Z vk tendent vers +o0o quand n tend vers +oo
k=0 k=0
Soit ¢ > 0. Puisque u,, =

(oo}

0 (vn), il existe ny € N* tel que pour tout k

n
0$§Zz;uk
k=0

ny—

1 n T‘I.]f] € n Tl]f]
S uet ) wes ) uetg ) ves ) ot
k=0 k=n, k=0 — =0

n ny;—1 n
€
Ainsi, pour tout n > ny, 0 < kg_o ux < kE_O Uy + 3 .

3 .
,Ogukgzvk. Soit n > nj.

Nlm

>

n
Z V. Maintenant, Z vk tend vers +oco quand n tend vers +oo
—0 k=0
n 2 ng —1 ng —1 € n
Dong, il existe ng > nq tel que, pour n > ny, ka > A Z Ui et donc Z Uk < S35 Z vi. Pour n > np, on a
k=0 k=0 k=0 k=0
0<Y wmeEY we iy wme w
k=0 k=0 k=0 k=0
© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés
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n n
On a montré que Ve > 0, Ing € N/ ¥n € N| <n>no =0< Zuk < stk> et donc que
k=0 k=0

n n

E Uk = (6] E Vk | -
n—-+oo

k=0 k=0

e Supposons que U = O (vn) et que la série de terme général v,, converge. On sait que la série de terme général u,,
n——+oo

+oo “+00
converge et donc les restes a 'ordre n E uy et E vk sont bien définis pour tout entier naturel n.
k=n-+1 k=n+1

Puisque un = O (vn), il existe gy € N, il existe M € R™™ tel que pour tout k > ng, 0 < w < Mvy. Soit n > ng. En
n—-+oo

sommant ces inégalités, on obtient

+oo +o0
0 < zz: Uk < M ZE; Vk
k=n+1 k=n+1
+oo
On a montré que Inpg € N, AM € R™*/vn € N| (n Z e <M Z vk> et donc que
k=n+1 k=n+1
+oo +00
Uk = O Vi | .
k:;q noree (k_;q )
e Supposons que Un T O (vn) et que la série de terme général u, diverge. On sait que la série de terme général vy,
mn n
diverge et donc les sommes partielles Z u et Z vk tendent vers +o0o quand n tend vers +oo.
k=0 k=0

M
Puisque un = O (vn), il existe 1 € N*, il existe M € R™* tel que pour tout k > ny, 0 < ux < > V. Soit n > ny.
n—

n1—1

DI ) I I S
k=0 k=0 k=n, k=0 k=n, k=0 k=0
n n;—1 M n n
Ainsi, pour tout n > ny, 0 < Z Uk < U + 5 Z V. Maintenant, Z vk tend vers +o0o quand n tend vers +oo.
k=0 k=0 k=0 k=0
n 2 n;—1 n;—1 M n
Dong, il existe ng > ny tel que, pour n > no, ka > M Z ux et donc Z Uk < S5 Z vi. Pour n > np, on a
k=0 k=0 k=0 k=0
n n n n
M M
ITELL SRR A
— k=0 k=0 k=0
n n
On a montré que Ing € N, IM €]0, +ool/ Vn € N, ( >ng=0< Z U < MZ“‘) et donc que
k=0 k=0
n n
> om0 w)
k=0 k=0

Théoréme 6. Soient (Un), oy et (Vn),cy deux suites de réels strictement positifs. On suppose que 1, ~ Ve
n—-+4oo

e Si la série de terme général u,, converge alors la série de terme général v, converge et

+oo +o0
E U ~ E V.
n—+o0
k=n+1 k=n+1

e Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général v,, diverge et

n n
E U ~ E V.
n—-+o00

k=0 k=0
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Commentaire. Dans la situation ci-dessus, on a ’habitude de dire que, en cas de convergence, les restes a I'ordre n sont
des infiniment petits équivalents et que, en cas de divergence, les sommes partielles sont des infiniment grands équivalents.
Démonstration du théoréme 6. On peut déduire immédiatement le théoréme 6 du théoréme 5 & partir de : u,, e
Vn & Un —Vn O (un ). Nous ferons néanmoins une démonstration explicite et autonome car sa restitution peut étre
lobjet d’un probléme d’écrit.

e Supposons que W, ~ VvV, et que la série de terme général u,, converge. On sait que la série de terme général v,
n—-+oo

+oo “+oo
converge et donc les restes & ’ordre n Z uy et Z vk sont bien définis pour tout entier naturel n.
k=n-+1 k=n+1
Soit € > 0. Puisque u,, ~ vy, il existe ng € N tel que pour tout k > ng, [ux — vi| < eug. Soit n > no.
n—-+oo
+oo +oo +oo +oo
Y owe— ) v < ) lw-wd<e ) we
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
+oo +oo +oo
On a montré que Ve >0, 3ng e N/Vne N, [n>ny = Z U — Z vi| < e Z Uk | et donc que
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
+o0 +oo
Sl S ow
n—-+oo
k=n-+1 k=n-+1

e Supposons que W, ~ Vu et que la série de terme général u,, diverge. On sait que la série de terme général v,, diverge
n—-+oo

mn n
et donc les sommes partielles Z uy et Z vk tendent vers +o0o quand n tend vers +oo.
k=0 k=0

n n
Pour n € N, on pose Un:Zuk et V, :ka.
k=0 k=0

. . . . £ .
Soit € > 0. Puisque u,, ~ Vg, il existe n; € N* tel que pour tout k > nq, [uyx — vi| < zuk. Soit n > ny.
n—-+o0

ng—1 n n
Un = Val=| ) (we—vid+ D> (we—vi)| <IUn, 1 = Vi, a4+ Y e —vi
k=0 k=n; k=n,

n n
£ £
<|uﬂ]—]_vﬂ]—1‘+§ Z ukg‘un1—]_vﬂ]—1|+zkzouk

k:n1

£
= ‘unlfl _vn]71 ‘ + zun

13
Alnsi, pour tout n > ny, O[Uy, — Vil < [Un, -1 — Vi, 1|+ zun. Maintenant, U,, tend vers oo quand n tend vers +oo.
2 €
Donc, il existe ng > ny tel que, pour n > ng, U, > 5 Uy, -1 — Vi, -1l et done [Uy, -1 — Vi, 1] < Eun. Pour n > no,
on a

£ £
‘un _vn‘ < zun + zun = eUn.

On a montré que Ve >0, dnp e N/vn e N, (n > ng = [Uy — Vu| < eUy,) et donc que

U,—Vn = o(U,)ouencore U, ~ Vj.

n—-+oo n—-+oo

Exemple. Pour n € N*, posons u,, =nlnn.

1 1
un+1—un:(n+1)ln(n+1)—nlnnzln(n—H)+nln<1—|—E> = 1nn+nO(E> = Inn+ O(1)

n—+

~ Inn.
n—-+o0

La régle de I'équivalence des sommes partielles de séries a termes positifs divergentes permet d’écrire
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k=T
n
~ 2 (ki —w) =uner —w = (4 ) n(n+ 1)
n—-+4oo =
~ mnlon
n—-+o0
Dongc, In (n!) ~ nlnn. Cette équivalence est le point de départ de la formule de STIRLING.
n—-+0oo
+oo +o0
Exercice 6. Démontrer que Z l ~ l uis déterminer un équivalent de Z l — l uand n tend
. q K2 noioo b q K2 n q
k=n+1 k=n+1
vers +00.
. 1 L. L 1
Solution 6. Pour tout n > 1, 2 > 0 et d’autre part, la série de terme général 3 converge.
1 1 1
Puisque —  ~ = — —, la régle de ’équivalence des restes de séries & termes positifs convergentes
n? notoo n(n—1) n—-1 n

permet d’écrire

“+o00 1 “+o00 1 _]
k? n—o+oo k—1 k
k=n+1 k=n-+1
N
. 1 1 . 1 1
= dm {3 (—k_ﬁE))—NHm(rN)
k=n-+1
1
=

+o00
1 1
On a montré que E 1 onieo . Ensuite, pour n > 2,
n—+oco N

. (*Z“ %>_%_+Z°° Zk Zkz K—1)

k=n+1 k:n+1 k=n-+1 k=n+1
1 1
Pour n > 2, m > 0 et d’autre part, la série de terme général m converge.
1 1 1 1 1
Puisque m e m =5 ( T — T 1)n)’ la régle de I'équivalence des restes de séries a

termes positifs convergentes permet d’écrire

+oo

1 1 & 1 1
2 K2(k—1) notoo Zk:ZnH (k(k—]) B (k—H)k)

k=n-+1
1 N 1 1 1 1 1 1
=2 <kZ (k(k—]) B (k—H)k)) p3 <n(n+1) B N(N—H)) T 2nm+1)

=n+1
1
nﬂ+a>2n2'
+
= 1 1
Donc, Z — | —— ~ —=— ouencore
k2 N no+too  2n2
k=n+1

+oo 1 1

kZ notoo . 2n2
k=n-+1

5) Comparaison séries-intégrales

Ce sujet sera traité dans le chapitre « Intégration sur un intervalle quelconque ».
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