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I - Parties convexes d’un espace vectoriel
1) Barycentres

Si on place dans chacun des deux plateaux d’une balance des masses respectives de 1 kg et 2 kg, le point d’équilibre « est
aux deux tiers ». On partage le segment [A, B] en trois segments égaux. On laisse un segment du coté de B qui est deux
fois plus lourd et deux segments du coté de A et on place le fléau de la balance au point G dessiné ci-dessous.

A G B
Iy Iy

/

2 — —
Le point G vérifie I'égalité /ﬁ = g/ﬁ ou aussi GA + 2@) = 0. On rappelle alors une notation donnée en maths sup. Si
= /ﬁ, on peut écrire U =B—AouaussiB=A+ U. Donc,

A+ 2B
GA+2GB=0&(A—G)+2B-G)=0 &G = 112

Cette derniére égalité s’écrit aussi G = =A + =B. On généralise cette situation :

3 3

DEFINITION 1. Soit E un K-espace vectoriel. Soient n € N* puis aj, ..., a, n éléments de E. Soit (A1,...,An) € R™
tel que A1 +...+ Ay #0.

Le barycentre du systéme de points pondérés (a; (A1),...,an (Aq)) est g =

Aaj +...+Aqran
M+.oo+An

Notation. Le barycentre du systéme (a; (A1),...,an (An)) se note bar (a; (A1),...,an (An)).

On a immédiatement

_)
Théoréme 1. g est 'unique point de E vérifiant A4 W +...+ )\nﬁ =0.

Exemple. Soit ABC un triangle du plan. Construisons G = bar(A(2),B(1), C(1)). Notons I le milieu de [BC].

2GA+GB+GC =10 = 2GA+Gl+TB+Gi+Gl = 0 = 2GA+2G1 = 0 = GA+Gi = 0.

Le point G est donc le milieu du segment [AT].

A

B I C

Théoréme 2. Soit E un K-espace vectoriel. Soient n € N* puis ay, ..., a, n éléments de E. Soit (Aq,...,A,) € R™
tel que A1 + ...+ Ay # 0. Soit k € R\ {0}. Alors

bar (ay (kA1),...,an (kAn)) = bar (a1 (A1) ,...,an (An)).
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Démonstration. kA; + ...+ kA, # 0 et de plus

kAta; +...+kAqa Aajg +...+Aqa
bar (aj (kA1) ..., an (kKAn)) = L;W = 1A1+ e =har(ar (), an ()
P n oo n

1 1
Par exemple, le milieu du segment [AB] est bar (A(1),B(1)) et est aussi bar (A <§> ,B (Z)) De maniére plus générale,
SiAT+...+An #0,

bar(‘h (7\1))“-»(171 (An)) = bar (aq (}\1/)»~-~aan (7\1/1)))
AL

ouvie [I,n], Al = peaT———— Les coefficients A{ vérifient
cetAn

n

] n

i=1
On peut donc toujours se ramener au cas ou la somme des coeflicients est égale a 1.
2) Convezxes
2-a) Segments

Soient A et B deux points d’un K-espace vectoriel E. Le segment [A, B] est ’ensemble des points M de E tel qu’il existe

un réel A € [0, 1] tel que m = AA?. .

A

Cette derniére égalité s’écrit encore M — A = A(B — A) ou enfin M = (1 —A)A + AB. Donc

DEFINITION 2. Soit E un K-espace vectoriel. Soient a et b deux éléments de E.
Le segment [a, b] est {(1 —A)a + Ab, A € [0, 1]} ou encore {bar(a(1 —A),bA), A € [0,1]}.

Commentaire. La présentation d’un segment comme ensemble des (1—A)a+Ab, A € [0, 1], est meilleure que la présentation
comme ensemble des Aa + (1 — A)b. Quand A croit de 0 a 1, (1 — A)a + Ab parcourt le segment [a,b] de a & b alors que
Aa + (T —A)b parcourt le segment [a,b] de b & a. Notons que, lorsque a # b, I'application A — (1 —A)a + Ab est une
bijection du segment [0, 1] de R sur le segment [a, b] de E.

(1—A)a+Ab

0 A

2-b) Parties convexes d’un espace vectoriel

—_

DEFINITION 3. Soit ¥ une partie non vide d'un K-espace vectoriel E. 4 est convexe si et seulement si pour tout
(x,y) € €% x,yl C .
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Commentaire. Il revient au méme de dire :

€ est convexe & V(x,y) € €%, VA€ [0,1], (1 =A)x+ Ay € €.

Convention. & est convexe.

% est convexe car % n’est pas convexe car
Vix,y) € €2, [x,yl C € Axy) € e?/ vyl g @

Théoréme 3. Soit € une partie non vide d’un K-espace vectoriel E. € est convexe si et seulement si

vn e N* V(x1y...,xn) € €™, V(A1,y...,An) € [0, 117, (ZN:] @mee%)
i=1 i=1

n
Démonstration. &< / Supposons que V1. > 2, V (X1,...,xn) € €™, V(A1,...,An) € [0, 1]™, <Z A=1= Z?\ixi S ‘5) .
i=1 i=1
En particulier, pour n =2, on a

V(x1,%2) € €2, V(M,A2) € 0,117, (M +A2=1= Mixi +Mix2 € 6).
Ceci s’écrit encore V (x1,%2) € €2, VA € [0,1], (1 —=A)x1 +Ax2 € € ce qui est la définition d’un convexe.

= / Supposons que % est convexe.
n mn

Montrons par récurrence que Vn > 2, V(x1,...,Xn) € €™, V(A1,...,An) € [0,1]™, (Z A=1= Z?\ixi € ‘f) (le
i=1 i=1

résultat étant immeédiat quand n = 1).

e La propriété est vraie quand n = 2 par définition d’un convexe.

n n
e Soit n > 2. Supposons que V (X1y...,Xn) € €™, V(A1,...,An) € [0, 1] <Z7‘i =1= Z?\ixi € %) .
i=1 i=1

1
Soient (X1,...,Xn,Xne1) € €™ puis (A1, s Ay Anat) € 0,11 tel que Ay 4 ... F A+ Anyr = 1.

n+1
Si A1 =1, alors Vi € [1,n], Ay =0t donc Y Aixi =Xn41 € %
i=1
Sinon, An41 € [0, 1] et on peut écrire
n+1 n As
g Aixi = (1 —=Any1) <Z ﬁXJ + A1 Xnyg1-
i=1 i=1
. Ai
Pour tout i € [1,n], ————— > 0. De plus,
11— An+1

n n
A 1 1T—A
— = E A=t o
Zi:] T Anet T Ann &0 T A
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As
Les réels fl, 1 <1< n, sont donc n réels de [0, 1] et de somme égale & 1. Par hypothése de récurrence,
— AMn+1

A
Xi € ¢ puis, d’aprésle casn =2, (1 — A1) <Z]7

n+1

n

Z1_

Le résultat est démontré par récurrence.

i) + Ant1Xns1 € F.

n—H i

Théoréme 4. Soit E un K-espace vectoriel. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (%1);c; une famille de

convexes de E indexée par 1. Alors ﬂ %, est un convexe de E.
iel

Démonstration. Posons % = m %,. Si € est vide, alors % est un convexe de E par convention.
iel
Supposons ¢ # @. Soit (x,y) € E2.
(x,y) € ¢r = Viel, (x,y) € (fiz =>Viel, xyl % =yl ¥

et donc € est convexe.

2-c) Enveloppe convexe

Théoréme 5. Soit E un K-espace vectoriel. Soit 7 une partie de E. Il existe une plus petite partie convexe (au sens
de l'inclusion) contenant 7.

Démonstration. Il existe au moins un convexe contenant &7 a savoir I'espace E tout entier. Soit % l'intersection de tous
les convexes de E contenant <.

% contient <7 en tant qu’intersection de parties contenant 7 et € est un convexe en tant qu’intersection de convexes. Donc,
% est un convexe contenant 7. Enfin, tout convexe contenant </ contient I'intersection de tous les convexes contenant .o/
c’est-a-dire €.

DEFINITION 4. Soit &/ une partie de E. Le plus petit convexe (au sens de Iinclusion) de E contenant &7 s’appelle
I’enveloppe convexe de & et se note conv(.s).

Théoréme 6. Soit E un K-espace vectoriel. Soit 7 une partie non vide de E. L’enveloppe convexe de <7 est I’ensemble

des > Aixi ot L € N*, (x1,...,%n) € @™, (M, M) €10, 1 et Y A =1.

i=1

Dit autrement, conv(<?) est ’ensemble des barycentres & coefficients positifs d’éléments de 7.

Démonstration. Notons % ’ensemble des barycentres a coefficients positifs d’éléments de 7.

conv(.e/) contient les éléments de &7 et donc les barycentres & coefficients positifs d’éléments de &7 d’aprés le théoréme 3,
page 3, et donc ¢ C conv(/).

Inversement, un élément de 7 est un barycentre a coeflicients positifs d’éléments de o/ et donc € contient 7. De plus,
n

P
soit x = Z aixq ol les x; sont dans .7 et les o sont dans [0, 1] et tels que Z o =1 et soity = Z Biyi ou les y; sont
i=1 i=1 i=1

P
dans & et les B; sont dans [0, 1] et tels que Z Bi = 1. Alors, pour A € [0, 1],
i=1
(T=A)x+Ay =1 —=Na1x1 + ...+ (1 =ANanxn +AB1Y1 + ... ABpYp,

avec Vie [I,m], 0 < (1 =Ny <1T=A<1, V€ [1,p], 0 <AB; <A< T et enfin

Zm— oc1+Z7\[3] Zal+>\ZﬁJ_1—)\+>\_1

i=1 j=1 j=1

Donc (1 —=A)x + Ay € €. Ainsi, € est un convexe contenant <7 et donc conv(%/) C . On a montré que conv(«/) = 7.
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II - Fonctions convexes
1) Définition

DEFINITION 5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R. L’épigraphe de f est
{(x,y) e IxR/y > f(x)}.

44
AL
5 )
-l

* —" * 1

1 1 2 3 4
_'I i

DEFINITION 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

On dit que f est convexe sur I si et seulement si I’épigraphe de f est une partie convexe de R?.
On dit que f est concave sur I si et seulement si —f est convexe sur I.

Théoréme 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si V(x,y) € 17, VA € [0, 1], f((T —=A)x + Ay) < (1 —A)f(x) + Af(y).
f est concave sur I si et seulement si V(x,y) € 12, VA € [0,1], f((1 —A)x +Ay) > (1 — A)f(x) + Af(y).

Commentaire. Il existe des fonctions qui sont a la fois convexes et concaves : les fonctions affines. On peut montrer que
ce sont les seules fonctions & étre a la fois convexes et concaves.

DEFINITION 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

On dit que f est strictement convexe sur I si et seulement si si et seulement si V(x,y) € I? tel que x £y, VA €]0, 1[,
FI(T=A)x+Ay) < (1 —A)f(x) + Af(y).
On dit que f est strictement convave sur I si et seulement si si et seulement si V(x,y) € 1% tel que x #y, VA €]0, 1],
f((1T=A)x+Ay) > (1 —A)f(x) + Af(y).

(1T =A)f(x) + Af(y)

f(x)
(1 —=A)x+Ay)

X (1—=Ax+2Ay Y

Démonstration du théoréme 7.
e Supposons que f est convexe sur I et donc que I’épigraphe & de f est un convexe de R2.

Soient (x1,%2) € IZ et A € [0,1]. Les points A = (x1,f(x1)) et A2 = (x2,f(x2)) sont des points de &. Donc, le segment
[A1,A3] est contenu dans &. En particulier, le point (1 —A)A; + AA3 est un point de &. L’ordonnée de ce point, & savoir
(1 —A)f (x1) + Af (x2), est supérieure ou égale a I'image de son abscisse, a savoir f ((T —A)x1 + Ax2).
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On a montré que ((T—A)x7 +Ax2) < (1 —=A)f (x1) + Af (x2).

e Supposons que VY (x1,%x2) € 12, VA € [0, 1], f((T —A)x1 +Ax2) < (1 —A)f (x1) + Af (x2). Montrons que & est un convexe
de R?.

Soient A1 = (x1,y1) et Ay = (x2,Y2) deux points de & et A € [0,1]. Soit M = (1 —A)A; +AA,. Posons M = (x,y). Alors

y=00=Ay1 +Ayz2 = (1 =ANFf(x1) +Af(x2) = (1 = A)x1 + Ax2) = f(x),

et donc M est un point de &. Ainsi, pour tout (A7,A;) € &2 et tout point M de [A7,A3], M est un point de &. On a
montré que & est un convexe de R2.

Enfin, f concave sur I & —f convexe sur I & V(x,y) € 12, VA € [0,1], —f((1 = A)x + Ay) < (1 = A)(—Ff(x)) + A(—f(y)) &
V(x,y) € 12, VA € [0, 1], f((1 = A)x +Ay) > (1 —AN)f(x) + Af(y).

Théoréme 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si

n € N*, V(Xi)lgign S In, V(Ai)lgign S [0, 1]“, <Z A=1=f <Z 7\1Xi> < Z?\lf (Xi)> .

Démonstration.

n n n
Sivn e N V(xi)igicn € I V(M) € 0,117 <Z7\i =1=f <Z>\m> < Z?\ﬁ(xﬂ), quand n = 2, on
i=1 i=1 i=1

obtient la définition d’une fonction convexe.

Réciproquement, si f est convexe, son épigraphe est convexe et le théoréeme 3, page 3, montre le résultat.

2) Caractérisation par la « fonction pente »

Théoréme 9. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si

Vxo € I, «la fonction pente en xo » @« @ I\{xo} — R est croissante sur I\ {xo}.
f(x) —f (xo0)
X —Xo

X

f est strictement convexe sur I si et seulement si la fonction pente en tout xo de I est strictement croissante sur I.

Démonstration.

e Supposons que pour tout xo de I, la fonction @y, est croissante sur I\ {xo}.
Soit (x1,%2) € I tel que x1 < x2 et A €]0,1[. On a donc x7 < (1 —A)x7 + Ax2 < x2. La fonction @, est croissante sur
I\ {x1}. Donc, @, ((1 —A)x1 +Ax2) < @, (x2). Cette inégalité s’écrit explicitement
FIO = Nxa + M) —Fxi) _ flx2) —flxi)
(T=Ax1+Mx2)—x1  x2—x

F((1—A)xq +Axz) — f f(xa) —f

ou encore ( a4 Ax2) bar) < (x2) () puis f ((1 —A)x1 +Ax2) —f(x1) < A(f(x2) —f(x1)) et finalement
Al(x2 —x1) X2 — X1

T =A)x1 +Ax2) < (T=A)f (x1) +Af(x2).

Cette inégalité reste claire quand A =0 ou A =1 ou x; = x2 et on a donc montré que f est convexe. Enfin, si pour tout
xo de I, la fonction @y, est strictement croissante sur I\ {xo}, on remplace ci-dessus les inégalités larges par des inégalités
strictes et on obtient le fait que f est strictement convexe sur I.

e Supposons f convexe sur [. Soit xg € I. On supposera dans ce qui suit que xp n’est pas une borne de I, la démonstration
s’adaptant facilement dans le cas contraire. Soit (x1,%2) € I? tel que x1 < X».
Trois cas de figure se présentent :

ler cas. Supposons xg < X1 < X2.

. X1 —Xo
Soit A\ = ———
X2 —Xo

. A est un réel de ]0, 1] tel que x1 = (1 — A)xo + Ax2. Puisque f est convexe sur I,
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f(x1) = £ (1= A)xo + Mx2) < (1= N)F (x0) +AF (x2) = 2 21f (xo) + +—2f (x7)
X2 — X0 X2 —Xo
puis
Flcr) = Flxo) € 020y X0y L XTXO (g 0) - (xo))
X2 — X0 X2 — X0 X2 —Xo
f —f f —f
et donc (1) (xo) < (x2) (xo) aprés division des deux membres de I'inégalité par x1 —xo > 0.

~
X1 — X0 X2 —Xo
2éme cas. Supposons X1 < X2 < Xg.

Soit A = 227 X1 X est un réel de 10, 1[ tel que x2 = (1 —A)x1 + Axpo. Puisque f est convexe sur I,

X0 — X1
Xo — X X2 —X
f(x2) < (1= (x1) + A (x0) = ———2F (x1) + ———LF (xo)
X0 — X1 X0 — X1
puis
X0 — X X2 — X X2 —X
f(x2) — F (x0) < =—=2F (x7) + —=———2F (x0) = =2 (f (x1) — f (x0))
X0 — X1 X0 — X1 X1 —Xo

f(x1) —f(x0) < f(x2) —f(x0)

< aprés division des deux membres de I'inégalité par x; —xo < 0.
X1 —Xo X2 —Xo

et donc encore

3éme cas. Supposons x1 < Xo < X2. D’aprés les deux premiers cas,

f(x1) —f(xo0) f(x2) —f(xo0)
- = (pxo (X]) = (pX1 (XO) < (pX1 (XZ) = (pXZ (X]) < (pxz (XO) - -
X1 — X0 X2 —Xo
Ceci montre que la fonction pente en xo est croissante sur I\ {xo}. D’autre part, si f est strictement convexe sur I, on
remplace toutes les inégalités larges précédentes par des inégalités strictes et on obtient le fait que la fonction pente en xg

est strictement croissante sur I\ {xo}.

Notons au passage cette configuration usuelle concernant les fonctions convexes : si x < z <y,

f2) = flx) _ fly) = x) _ fly) = f(z)

~ ~
zZ—X y—x y—z

3) Caractérisation des fonctions convexes dérivables

Théoréme 10. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R. On suppose de plus que f est
dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f’ est une fonction croissante sur I.
f est concave sur I si et seulement si f’ est une fonction décroissante sur 1.

Démonstration.

e Supposons f’ croissante sur I. Soit (x,y) € I? tel que x < y.
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Pour A € [0, 1], posons g(A) = (1 —A)f(x) +Af(y) — f((1 —A)x + Ay). La fonction A — (1 —A)x + Ay est dérivable sur [0, 1]
a valeurs dans [x,y] C I et la fonction f est dérivable sur I. Donc la fonction A — f((1 —A)x + Ay) est dérivable sur [0, 1]
et il en est de méme de la fonction g. De plus, pour A € [0, 1],

g'(A) = fly) — f(x) — (y —x)f" (1 = A)x + Ay).
D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe un réel ¢ €]x, yl tel que f(y) —f(x) = (y —x)f’(c) ou encore, il existe

un réel Ag €]0, 1[, & savoir Ag = ;%);, tel que f(y) — f(x) = (y —x)f" ((1 —Ao) x + Aoy). Donc,

YA €10,1], g'(A) = (y —x) [f" ((T = Ao) x +Aoy) — ' (T = A) x + Ay)]..

La fonction affine A — (T —A)x + Ay = Ay — x) — x est croissante sur [0,1] (car x < y) et donc la fonction A —
" ((1 —A)x + Ay) est croissante sur [0, 1] puis la fonction g’ est décroissante sur [0, 1]. Puisque g’ (Ao) = 0, on en déduit
que g’ est positive sur [0,Ao] et négative sur [Ao, 1].

Ainsi, la fonction g est croissante sur [0,Ap] et décroissante sur [Ag, 1]. Puisque g(0) = g(1) =0, la fonction g est positive
sur [0, 1] ou encore

YA € [0,1], (1 —AN)x+Ay) < (T =A)f(x) + Af(y).
Donc, la fonction f est convexe sur I.

f(t) — f(x)

e Supposons f convexe sur I. Soit (x,y) € I? tel que x < y. Puisque la fonction @, : t B est croissante sur
—x
fly) —f
I\ {x} (d’apres le théoréme 9), pour tout t € INJx, +ool, @x(t) > &11}1%( @x(u) = f'(x) et en particulier, M > 1/(x).
y—x
u>x
) . , f(t) — fly) . . e -
De méme, la fonction @ : t— v est croissante sur I\ {y} et donc @y (x) < &13}3 @y (u) = f'(y) et en particulier,
-y u<y
fly)—f
W) =109 _ i)
y—x

fly) —f(x)
y—x

On a donc f/(x) < < f'(y) et en particulier f'(x) < f’(y). On a montré que f’ est croissante sur I.

On démontre de maniére analogue le théoréme suivant :

Théoréme 11. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R. On suppose de plus que f est
dérivable sur I.

f est strictement convexe sur I si et seulement si f/ est une fonction strictement croissante sur 1.
f est strictement concave sur I si et seulement si f’ est une fonction strictement décroissante sur I.

et on en déduit :

Corollaire. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R. On suppose de plus que f est deux
fois dérivable sur I.

f est convexe sur [ si et seulement si f” > 0.
f est concave sur I si et seulement si f”/ < 0.

Si f” > 0 sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors f est strictement convexe sur I.
Si f” < 0 sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors f est strictement concave sur I.

Démonstration. On sait que f’ est croissante sur I si et seulement si (f')" = f” est positive sur I.

DEFINITION 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R, deux fois dérivable sur I.

Si xo est un réel de I en lequel f” s’annule en changeant de signe, on dit que le point (xo,f (xo)) est un point
d’inflexion de la courbe représentative de f.

Un point d’inflexion est un point de la courbe en lequel la concavité change de sens. On verra aussi qu’en un point
d’inflexion, la courbe « traverse sa tangente ».
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" <0

>0

BREERY

4) Tangentes au graphe d’une fonction convexe

Soit f une fonction dérivable et convexe sur un intervalle I de R & valeurs dans R. Soit a un réel. On va montrer que
la courbe représentative 4r de f est au-dessus de sa tangente (Ty) en son point d’abscisse a sur I. Une équation de la
tangente & €% en le point (a,f(a)) est

y=f'(a)(x—a) + f(a).

Pour x € I, posons g(x) = f(x) — (f’'(a)(x — a) + f(a)). g est dérivable sur I et pour tout x de I, g’(x) = f'(x) — f'(a).
Puisque f est convexe sur I, f/ est croissante sur 1. Puisque g’(a) = 0, on en déduit que g’ est négative sur IN] — oo, a] et
positive sur I N [a,+oo[. La fonction g admet donc un minimum en a égal & g(a) = 0. Ceci montre que la fonction g est
positive sur I et donc que

vx €1, f(x) > f'(a)(x — a) + f(a).

On a montré que ¢; est au-dessus de (Ty) sur I.

Commentaire 1. Si de plus, f est de classe C' sur I, on peut aussi constater que pour x € I,

X

f(x) — (f'(a)(x — a) + f(a)) = (f(x) — f(a)) — f'(a)(x — a) :J (f'(t) — f'(a)) dt

a

et vérifier que cette intégrale est positive en discutant suivant le fait que x > a ou x < a.

Commentaire 2. Dans le cas ou f est strictement convexe, en adaptant la démonstration ci-dessus, on montre que %
est strictement au-dessus de (Tq) sur I\ {a}.

Commentaire 3. Enfin, si f est concave sur I (resp. strictement concave sur I), € est au-dessous de (T,) sur I (resp.
strictement au-dessous de (Tq) sur I\ {a}).
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5) Inégalités de convexité

De ce qui précéde, on a I'habitude de déduire que « le graphe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes et
au-dessous de ses cordes » (étant entendu que le graphe est au-dessus de sa tangente sur I tout entier et au-dessous de la
corde joignant les points (a,f(a)) et (b, f(b)) sur le segment [a, b] uniquement).

Cette constatation explicitement utilisée fournit des inégalités appelées « inégalités de convexité ». On donne ci-dessous
un certain nombre d’inégalités de convexité classique & connaitre.

e La fonction exponentielle est strictement convexe sur R car sa dérivée seconde & savoir x — e*, est strictement positive
sur R. Son graphe est donc au-dessus de sa tangente en (0,e®) = (0, 1) sur R et strictement au-dessus sur R*. Ceci fournit

Vx eR, e¥ > T+xetVx e R* e >1+4x.

[
]
[
~
(-
w
|
N
N
—
—
N
w —+
~ 4
ol +

e La fonction x — In(1 + x) est strictement concave sur | — 1, +o0[ car sa dérivée seconde a savoir x +— —m, est
X
strictement négative sur ] — 1, 4+o00[. Son graphe est donc au-dessous de sa tangente en (0,In1) = (0,0) sur ] — 1, +o0[ et

strictement au-dessous sur ] — 1,0[U]0, +oo[. Ceci fournit

Vx €] — 1, +ool, In(1T+x) < x et Vx €] — 1,0[U]0, +ool, In(1 +x) < x.
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e La fonction x +— sinx est strictement concave sur [O, E} car sa dérivée seconde a savoir x — —sinx, est strictement
U
2
] Ceci fournit entre autre

négative sur } 0, —} . Son graphe est donc au-dessous de sa tangente en (0, sin 0) = (0, 0) sur [0, —} et strictement au-dessous
s
> 1) sur [O, 5

T
2
sur }0, 2} et son graphe est au-dessus de sa corde joignant les points (0,0) et (

2
Vx € [O,—], —x < sinx < x.
T

(NEE TR

e Signalons enfin I'inégalité usuelle entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique de n nombres positifs.

Soient n > 2 puis (X1,...,%Xn) €]0,+0o[™. La fonction In est concave sur ]0, +oo[ et donc
1 1
—In(x)+...+—Inxn) <In | —x1+...4+ —xn |,
n n
ce qui s’écrit encore
X1 +...+x%x
In(¥/x7...xn) <1 ( ! “)
n
X1+ ...+ Xn

et finalement
VX1 ...Xn <
n

Cette inégalité reste claire quand 'un des x; est nul et donc

La moyenne géométrique de n nombres est toujours inférieure ou égale a la moyenne arithmétique de ces n nombres
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