Convexité : résumeé

Barycentres
DEFINITION. Soit E un K-espace vectoriel. Soient n € N* puis aj, ..., a, n éléments de E. Soit (Aq,...,A) € R™ tel
que A\ +...+ Ay #0. \ \
Le barycentre du systéme de points pondérés (a; (A),...,an (An)) est g = 1(}1\] j: g —:_ }\nan'
1 ee

Le barycentre du systéme (aj (A1),...,an (An)) se note bar (a; (A1),...,an (An)). "
Théoréme. g est 'unique point de E vérifiant A4 W +...+ Anﬁ = 6)
Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel. Soient n € N* puis aj, ..., ay n éléments de E. Soit (A1,...,An) € R™ tel
que A1 + ...+ An # 0. Soit k € R\ {0}. Alors

bar (a7 (kA1) ,...,an (kKAn)) =bar (a1 (A1) ,...,an (An)).

On peut donc toujours se ramener au cas ol la somme des coefficients est égale a 1.

Convexes

DEFINITION. Soit E un K-espace vectoriel. Soient a et b deux éléments de E.
Le segment [a, b] est {(1 —A)a+ Ab, A € [0, 1]} ou encore {bar(a(T —A),bA), A € [0,1]}.

DEFINITION. Soit % une partie non vide d’'un K-espace vectoriel E. € est convexe si et seulement si pour tout
(x,y) € €2, [x,y] C € ou encore si et seulement si V(x,y) € €2, VA € [0,1], (1 =A)x +Ay € €.

Convention. @ est convexe.

Théoréme. Soit ¢ une partie non vide d'un K-espace vectoriel E. € est convexe si et seulement si

Yn e N V(x1,...,xn) €™ V(A1,...,An) € 10,1, <Z?\i_1éZ7\ixie%’>.
i=1 i=1

Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (¢%);; une famille de convexes

de E indexée par I. Alors m %, est un convexe de E.
iel

Théoréme et définition. Soit E un K-espace vectoriel. Soit &/ une partie de E. Il existe une plus petite partie
convexe (au sens de I'inclusion) contenant <.
Le plus petit convexe (au sens de l'inclusion) de E contenant </ s’appelle 'enveloppe convexe de &/ et se note

conv().

Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel. Soit 7 une partie non vide de E. L’enveloppe convexe de 7 est I’ensemble

mn n
des > Aixi ot L€ N*, (x1,...,%n) € @™, (M, M) €10, 1 et Y A =1.
i=1

i=1

Dit autrement, conv(<?) est 'ensemble des barycentres & coefficients positifs d’éléments de 7.

Fonctions convexes
Définitions

DEFINITION. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R.

f est convexe sur I si et seulement si V(x,y) € 12, VA € [0, 1], f((T —A)x +Ay) < (1 —A)f(x) + Af(y).
f est concave sur I si et seulement si V(x,y) € 12, VA € [0,1], f((1 —A)x+Ay) = (1 —A)f(x) +Af(y) (f est concave sur
I si et seulement si —f est convexe sur I).
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DEFINITION. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R.

On dit que f est strictement convexe sur I si et seulement si si et seulement si ¥(x,y) € I? tel que x #y, VA €10, 1],
f((T=A)x+Ay) < (1T =A)f(x) + Af(y).
On dit que f est strictement convave sur I si et seulement si si et seulement si V(x,y) € 12 tel que x #y, VA €]0, 1],
FI(T=A)x+Ay) > (1 = N)f(x) + Af(y).

(1T =A)f(x) + Af(y)

f(x)
(1= A)x+Ay)

X (1—=A)x+2My Y

Théoréme. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans R.
f est convexe sur I si et seulement si

n

n
Vn e N, V(xi)jcicn €Iy V(A ) ¢icn € 10,117, <Z A=1=f <
i=1 i

7\m> < ZM(m)) :
1 i=1

Théoréme. (Caractérisation par la « fonction pente »). Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs
dans R.

f est convexe sur I si et seulement si

Vxo € I, «la fonction pente en xg » @x, @ I\{xo} — R est croissante sur [\ {xq}.
f(x) —f (xo0)
X —Xo

X

f est strictement convexe sur I si et seulement si la fonction pente en tout x¢ de I est strictement croissante sur I.

Théoréme 10. (Cas des fonctions dérivables). Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R.
On suppose de plus que f est dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f’ est une fonction croissante sur I.
f est concave sur I si et seulement si f’ est une fonction décroissante sur I.

Théoréme. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R. On suppose de plus que f est dérivable
sur 1.

f est strictement convexe sur I si et seulement si f’ est une fonction strictement croissante sur I.
f est strictement concave sur I si et seulement si f’ est une fonction strictement décroissante sur I.

Théoréme. (cas des fonctions deux fois dérivables). Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans
R. On suppose de plus que f est deux fois dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f”7 > 0.
f est concave sur I si et seulement si f” < 0.

Si f” > 0 sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors f est strictement convexe sur I.
Si f” < 0 sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors f est strictement concave sur 1.

Le graphe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes et au-dessous de ses cordes.
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Cette constatation explicitement utilisée fournit des inégalités appelées « inégalités de convexité ». Inégalités de convexité

classiques a connaitre :
Vx eR, e¥ > T+xetVx e R* e >1+4x. I

1 1 T T T
-5 —4 -3 -2 /— 1 1 2 3 4 5
-1 4

Vx €] — 1, +ool, In(1T+x) < x et Vx €] — 1,0[U]0, +ool, In(1 +x) < x.

N T
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