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Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il (elle) le signale très 
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l’épreuve en conséquence.

De même, si cela vous conduit à formuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les) 
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe 
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la 
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de l’identifi er.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.
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Problème n° 2 

Np rations 

On note N l'ensemble des entiers naturels et N* l'ensemble des entiers naturels non nuls. 

On note !RH' ensemble des nombres réels l'intervalle JO,+oo[. 

La partie imaginaire du nombre complexe z est notée Imz. 

Préambule 

Dans toUt le problème, les suites considérées sont à valeurs réelles. 

La partie A aborde la convergence des monotones et aboutit à quelques résultats sur la série 
harmonique, 

Les parties B etc envisagent l'étude de la convergence au sens de CESÀRO et son lien avec la conver­
gence au sens usµel.. 

Partie A 

1:. Questions de cours 

h Démontrer que si (unlnEN est une suite croissante et non majorée, alors elle diverge 
vers+oo. 

2. Démontrer que si (un),zEN est une suite croissante etmajorée alors elle converge. 

3. Établir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite décroissante soit conver­
gente. 

II. On ,considère la suite définie pour tout entier naturel n 1 par 

n 1 
%=l:k· 

k= l 

l. Donner une interprétation graphiqt;!.e de an à partir de la représentation graphique de la 
fonction inverse sur l'intervalle fl, n + 1]. 

2. a. Démontrer que, pour tout entier n 1, 

1 
Cf2n - an ;;;.. 2 · 

b. La suite (a11 )n ;;.l est-elle convergente? 

3. Recherche d'un équivalent de àn au voisinage de +oo. 

a. Démontrer que, pour tout entier naturel k non nul, 

_ 1_ :s;; 
k + 1 Jk t k 

b. En déduire que, pour tout entier naturel n l, àn 1 :s;; ln n àn. 

c. En dédµire un équivalent de an au voisinage de +oo. 
4. On pose, pou,r tout n;;;,, l, bn = l'aide des réstHtàts des,questfons !I.;3.a et Il.3.b, 

dêrnontrer que la suite (b,J 11;,.1 est convergente. 
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Partie B 

A tol.,lte suite (unJ.n;,1, on associe la suite (Vn)n;;.1 définie. par 

1 . n 
V.n ;;,:. J,ün =-E 'Uk.· 

n k=I 

On dit que la suite (Unln;;.1 converge au sens de C,.BSÂRO sjla f:>Uite. (Z!n)n;;.L converge, 

I. 1. Soit CunJn;;.1 une suite de limite nulle et ë E ·IR~. 

a. M.ontrer qu'il exîste no EN* tel que, pour tout n ~ no 

~ (~1 uk)-e ~. Vn ~. ~{i1Uk) + e. 
b. En déduire que la suite (v11Jn;;.1 converge vers O. 

2. Énoncer et démontrer la généralisation du résultatprécédent au cas où Ïa suite (unJn;.1 
converge vers un réel t quelconque. 

II. Application à. la recherche d'un éqµ.ivalent ; 

On consîdère lçi suite définie par 

l. Montrer que pourtout n;;;,21 0< Xn < 1. 

Xn{l+xn) 
Xn+l ::: . 1 +Zxn 

2. Montrer que la suite (:X11)n;;i::1 est déctoissante. 

3. La suite Cxn)h;,il est-elle convergente? Si oui, déterminersa limite. 

4. Vérifier que, pour tout n .EN*, 

1 1 1 

x1i+1 Xn 1 +..\in 

5. Pout tout n:;,;;, I, on pose 

1 1 
Un=---­

Xn+l Xn 

Montrer que (un),,;.1 converge vers 1. 

1 n 
et Vn=- L u1ç. 

nk=1 

6. Exprimer Vn en fonction de Xn+l et x1 et en déduiJe tin ~qu1va,lent de :Xn au VolSinage 
de+oo. 

lH. SdiU:Xn)n;;.1 une suite réelle. 

PartleC 

l. On suppose que la suite (xn) n;. 1 converge~ Montrer queJa suite. (Xn+1 . ~ xnJn;j,1 c;opverge. 

2. Ol1suppose que la suite (Xn+l -xn)n;;.1 conve~gevers un nombre .réel f . 

a. Montret que la suite ··( xn) conver.ge et précfaer sa Hmite. 
n n;;;.I 

b. Étudier la convergence de la suite (Xn)n;;;. 1 dans le cas out>f:O. 
c. Dansle cas où f =O,Ja s11ite (xn)n;;;.1 est-elle nécessairementconvergenteg 

1 n 
l. Dans lt:ette questfùn, pour n ~ 1, on pose 4n, = <--nn et Vn = ·~· E uk. 

llt.;=-1 
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1. Étudierla convergence de la suite fvn)n:;.l· 

2. Conclure quant à la validité de. laréciproque de la proposition énoncée àla question L2 
de la partie B. 

l n 
II. Soit a un nombre réel. Dans cette question; pour n ~ 1, on pose Ui:t = sinn.œ et Vn = - L uk. 

nk=l 

1. Étudier la nature des suites {UÛn;a;i et {vn}n:;a;1 lorsquea'=0 (tnod n). 

2 .. Pour n ~ 1, on pose Cn =cos na. Exprimer Un+2 - U1t en fonction de Cn+i et Un+2 +Un en 
fonction de Un+i· 

3. On suppose dans cette question que a ~ 0 (Plüd n). 

a. On fait l'hypothèse que la suîte (u11) 11 :;.1 converge. En utilisant les deux relations éta­
blies à la question II.2, démontrer qu'alorsla suite (cn)n:;.1 converge également et 
préciser les limites des suites Cun)1z:;.1 et (cn)11:;.1. 

b. Conçlure guant à la convergence dec}asuite Cun)n:;.1. 

c. Enremarquant que sinka = Im( eika), montrer que lasuite. Cvn)n;;.l converge et don­
ner la valeur de sa limite. 

III. Dans cette question, on suppose qt,le la suite (un)n:;.1 est croiS$ante et que la sµitè {V11)n:;.1 

converge. 

l. Démontrer,. pourtout n ~ 1, l'inégalité 

2n 

nun+l,.; L Uk. 
k=n+l 

2, En déduire que, pour tout n ~ l, Un+l,.; 2V211 - Vn. 

3. Établit la conve.rgence dela suite (un)n:;.1 et préciser sa limite. 

4. Énoncer la propriété ainsi démontrée sous la forme d'une condition nécessaire et suffi­
sante. 
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