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L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de I’identifier.
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Partie B

A toute suite (4y)n>1, 0n associe la suite (7,),s7 définie par
1 13
Vazlu,=—3 .
|
On dit que la suite (#,)n=1 converge au sens de CESARO si la suite (vy),>1 converge.

I. 1. Soit (#4,)n=1 une suite de limite nulle et £ € R}.
a. Montrer qu'il existe ng € N* tel que, pour tout n = ng
1§ 143
— Y up|-e<vp<=| Y ux|+e.
N \k=1 P \k=1
b. En déduire que la suite (v,),>1 converge veis 0.
2. Enoncer et démontrer la généralisation du résultat précédent au cas ot la suite ()51
converge vers un réel ¢ quelconque.
II. Application & la recherche d'un équivalent :
On considére la suite définie par

X (1 +x5)

x1=1 et VYrneN* xpu=
1 n+1 1+2%,

[

. Montrer que pour toutn =2, 0<x, <1.

2. Montrer que la suite (x,)y=1 est décroissante.

o

. La suite (x, )1 est-elle convergente ¢ Si oui, déterminer sa limite.
4. Vérifier que, pour tout n € N*,
1 1 1

Xpne1 Xp  l+x,

5. Pourtout n =1, on pose

1 1 I Z
-— gt vnz—Zuk.

Up =
Xn+l Xn Hi

Montrer que (&p)p>1 converge vers 1.

6. Exprimer v, en fonction de x4 et x) et en déduire un équivalent de x, au voisinage
de +o0.

1L Soit (x;)s>1 une suite réelle,

1. On suppose que la suite (x,)n>1 converge. Montrer que la suite (X431 — Xn)ns1 converge.

2. On suppose que la suite (x;+1 — Xp)n>1 CONverge vers un nombre réel £.
y Xn 5 5 -
a. Montrer que la suite (—) converge et préciser sa limite.
7=zl

b. Ftudier la convergence de la suite (xy),>; dans le cas o1 £ # 0.
c. Dans le cas ol £ =0; la suite (x;;),>1 est-elle nécessairement convergente?

Partie C

. 1<
I. Dans cette question, pour z = 1, on pose U, =(~1)" et v, = = E U.
n
k=1
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1. Etudier la convergence de la suite (vy,) 1.

2. Conclure quant a la validité de la réciproque de la proposition énoncée a la question 1.2
de la partie B.

: ' 1<
I Soit @ un nombre réel. Dans cette question, pour n > 1, on pose u, =sinna et v,=— »_ u.
n
k=1

1. Etudier la nature des suites ()51 et (V) us1 lorsque @ =0 (mod 7).

2. Pour n = 1, on pose ¢, = cosna. Exprimer u,+» — u; en fonction de ¢+ et Uy +uy, en
fonction de up+y.

3. On suppose dans cette question que a 0 (mod ).

a. On fait 'hypothese que la suite (u;),>1 converge. En utilisant les deux relations éta-
blies a la question 11.2, démontrer qu’alors la suite (c¢,),>) converge également et
préciser les limites des suites (i) ,>1 €t () n=1-

b. Conclure quant a la convergence de la suite (ty)p>1.

c. En remarquant que sinka = Im(e“‘"‘), montrer que la suite (v,),>1 converge et don-
ner la valeur de sa limite.

II1. Dans cette question, on suppose que la suite (u;);>1 est croissante et que la suite (V) p>1
converge.

1. Démontrer, pour tout n = 1, l'inégalité
2n
RlUpi1 S Z Uy .
k=n+1

2. En déduire que, pour tout n =1, uy41 <202, — V.
3. Etablir la convergence de la suite (i,),>] et préciser sa limite.

4. Fnoncer la propriété ainsi démontrée sous la forme d’une condition nécessaire et suffi-
sante.
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